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内 容 介 绍 


本 书 是 北京 大 学 数学 素质 教育 深 的 主要 教材 . 

内 容 包 括 著名 的 数学 问题 .具有 重要 实用 价值 的 应 用 问题 ,还 包 
括 数 学 的 一 些 近代 应 用 . 

本 书 立意 新 颖 ,内容 丰富 .涵盖 面 广 .观点 高 .起 点 低 , 只 要 具备 
中 等 数学 的 基础 就 能 读 仅 大 部 分 内 容 ; 景 后 几 章 要 用 到 初等 微 积分 . 
本 书 可 作为 大 专 院 校 数学 素质 教育 的 参考 书 ,对 广大 中 学 数学 教师 
提高 数学 泰 养 也 极 有 参考 价值 . 
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《数学 的 源 与 流 》 是 张 顺 燕 教 悍 经 过 长 期 思考 号 的 一 本 向 普通 读 
者 介绍 数学 的 科普 读物 .数学 处 理 的 对 象 是 抽象 的 , 举 一 个 简单 的 例 
子 ,初等 几何 研究 的 "直线 "就 是 一 个 抽象 的 概念 , 它 与 实际 存在 的 直 
线 不 同 , 没 有 宽度 .因为 数学 处 理 的 对 象 是 抽象 的 ,在 数学 的 发 展 中 
常常 尾 一 个 定义 搂 一 个 定义 ,而 抽象 程度 又 一 层 层 地 提 疝 ,所 以 数学 
很 准 为 一 般 人 所 理解 . 随 着 科学 技术 对 人 类 生 产 和 生活 产后 日 益 深 
刻 的 影响 ,数学 的 香 要 性 越 米 越 清楚 地 显示 出 来 ,而 且 数 学 应 用 的 领 
威 也 越 来 越 广泛 ,但 数学 为 什么 会 有 上 用 ,以 及 数学 在 人 的 教育 方面 的 
作 肛 究竟 有 多 大 , 却 是 不 容易 说 清楚 的 ,要 全 面 的 介绍 数学 究竟 是 什 
么 ,在 日 前 也 儿 乎 是 不 可 能 的 .张磊 燕 教 授 为 了 使 普通 读者 对 数学 有 
一 个 比较 完整 的 了 解 ,选择 了 梳理 数学 的 * 源 "与 “ 流 " 这 样 一 种 角度 ， 
“ 源 " 讲 数学 的 发 生 , 数 学 的 一 些 概念 开始 是 如 何 从 客观 实际 抽象 出 
来 的 ; 流 " 进 数学 的 发 展 , 讲 数学 在 2000 多 年 的 时 间 里 ,伴随 着 人 类 
知识 的 不 断 积 紧 和 患 维 能 力 的 提高 ,数学 概念 层 层 抽象 ,数学 研究 的 
范围 不 断 扩大 ,研究 对 象 不 断 变化 的 过 程 。 我 认为 本 书 选取 这 样 一 
个 第 度 是 颇具 慧 心 的 , 书 中 对 介绍 数学 知识 的 各 个 部 分 的 选择 也 比 
较 恰 当 , 对 于 一 些 与 实际 联系 紧密 , 比较 容易 叙述 清楚 的 东西 ,就 说 
得 详细 一 点 ,对 于 一 些 特别 抽象 ,难于 说 清楚 的 东西 ,就 介绍 得 简略 
一 些 , 这 样 就 避免 了 在 复杂 的 问题 上 -纠缠 不 清 的 缺点 . 张 顺 燕 教 授 也 
考虑 到 数学 的 现代 发 展 ,在 书 中 也 涉及 到 了 数学 的 一 些 新 的 分 支 , 比 
如 数学 界 最 近 讨 论 比较 多 的 混沌 理论 .总 之 ,这 本 书 有 简 有 繁 ,有 深 
有 浅 . 力 图 使 读者 对 数学 有 一 个 总 体 轮 廊 的 了 解 。 我 想 这 个 日 标 是 
非常 有 意义 的 ,也 是 很 难 达 到 的 , 张 顺 燕 教授 在 这 方面 进行 了 比较 成 
功 的 尝试 .希望 本 书 的 出 版 ,对 普及 数学 知识 ,对 提高 大 家 对 数学 重 
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2 
竖 性 的 认识 能 够 发 挥 积极 的 作用 ,记得 有 位 著名 数学 家 说 过 ,今天 数 
党 教育 水 平 的 高 低 , 就 决定 了 明 大 科学 技术 的 发 展 .这 句 话 被 历史 证 
明 是 正确 的 .我 衷心 希望 大 家 能 够 更 加 重视 数学 教育 ,希望 中 国 数学 
教育 水 平 在 新 世纪 有 大 的 提高 . 


2000.12.26 


中 
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1998 .1999 两 年 ,笔者 在 中 央 教 育 电视 台 录制 了 "今日 数 党 " 讲 
座 ,. 对 象 是 广大 的 中 学 数学 教师 .日 的 有 二 : 

1 介绍 数 学 思想 的 演变 各 发展, 加深 对 数学 

2. 了 解 重大 数学 成 果 , 及 数学 对 人 类 文昌 的 页 
野 , 肩 发 灵性 的 效果 . 

现在 的 书 名 是 高 等 教育 出 版 社 的 张 小 兽 等 先生 拟定 的 , 比 原 名 
更 好 .但 是 , 单 靠 书 名 来 慨 括 全 书 ,这 是 难以 敌 到 的 .还 是 要 请 读 背 看 
具体 内 容 、 

日 前 素质 教育 止 让 全 国 兴起 ,今年 秋季 北京 大 学 将 向 全 校 (不 分 
文 . 理 ,不 分 年 级 ) 开 设 数 学 索 质 教育 读 . 数 学 学 院 领 导 和 建议 由 笔者 来 
开 这 门 课 .笔者 欣然 接受 , 愿 为 素质 教育 效 一 份 力 .此 书 就 成 为 这 个 
课 的 最 主要 的 教材 .课程 的 大 部 分 内 容 将 从 中 选取 . 

李 书 也 可 供 兄 弟 院 校 作为 数学 素质 教育 的 教材 ,并 根据 本 校 的 
具体 情况 选取 所 需 内 容 . 

高 教 出 版 社 的 胡 态 加 先生 对 此 给 邓 以 大 力 支持 .作为 急 件 ,加 速 
排版 .力争 在 升学 初出 书 ,表现 了 出 版 罚 对 素质 教育 之 重视 . 

在 讲座 拍 揽 过程 中 , 姜 们 骆 院 士 . 武 际 可 教授 . 李 忠 教授 . 洒 承 彪 
教授 部 曾 给 予 鼓 励 与 支持 . 姜 伯 骆 院 革 建议 讲 &《 一 笔 男 与 邮递 路 线 疝 
题 》, 并 慨 然 将 他 的 名 著 提 供给 笔者 .他 的 著作 简单 . 精 要 ,笔者 基本 
上 按 他 的 著作 讲授 ,只 是 后 面 作 了 一 些 引申 . 

全 国人 天 副 委 员 长 工 石 孙 教授 对 讲座 其 为 关 体 ,尤为 使 笔 普 感 
动 的 是 .他 的 藏书 供 笔 背 白 由 选用 . 19%99 年 春节 一 次 就 从 他 家 借 民 
10 本 .用 了 一 年 之 久 ,使 笔者 收益 其 大 .他 主 绢 的 & 数 学 .我 们 、 数 学》 
从 书 即 在 其 中 .这 焦 从 书 论 述 了 数学 与 社会 各 个 领域 的 联系 ,价值 很 
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如 
中 


高 . 开 了 索 质 教育 之 先河 . 

本 书 需 要 的 预备 知识 不 多 ,大 部 分 内 容 只 要 有 高 中 数学 的 知识 
就 可 读 懂 .最 后 儿童 需要 初等 微 积分 的 知识 . 

限于 笔者 的 水 平 ,错误 是 一 定 有 的 ,欢迎 读者 批评 指正 . 


张 顺 燕 ”地 北京 大 学 闸北 国 
2000 年 8 月 18 上 日 
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数学 是 科学 的 大 门 和 锅 匙 . 
Rogen Bacon 
所 以 这 就 是 数学 : 它 赋 予 自己 的 发 现 以 生命 ; 它 令 思维 活跃 , 精 
神 开 华 ; 它 烛 照 我 们 的 内 心 , 消 除了 我 们 与 生 俱 有 的 蒙昧 与 无 知 . 
Proclus 
古今 之 成 大 事业 大 学 间 者 , 必 经 过 三 种 之 境界 .“ 昨 夜 晤 风 沽 用 
树 , 独 十 高 楼 , 望 尽 天 涯 路 " ,此 第 一 境界 也 .“ 衣 带 渐 宽 终 不 悔 ,为 伊 
消 得 人 众人 壤 ” ,此 第 二 境界 也 .“ 众 里 寻 她 千百度 , 莫 然 回首 , 那 人 却 在 
灯火 阐 期 处”, 此 第 三 境界 也 . 
王国 维 
1.1.1 数学 的 内 容 
大 致 说 来 ,数学 分 为 初等 数学 与 高 等 数学 两 大 部 分 . 
初等 数学 中 主要 包含 两 部 分 :几何 学 与 代数 学 .几何 学 是 研究 空 
间 形 式 的 学 科 ,而 代数 学 则 是 研究 数量 关系 的 学 科 
初等 数学 基本 上 是 常量 的 数学 . 
高 等 数 堂 含有 非常 丰富 的 内 容 , 以 大 学 本 科 所 学 为 限 , 它 主要 包 
含 : 
解析 几何 :用 代数 方法 研究 殉 何 ,其 中 平面 解析 多 何 部 分 内 容 已 
放 到 中 学 . 
线性 代数 :研究 如 何 解 线性 方程 组 及 有 关 的 问题 . 
高 等 代数 :研究 方程 式 的 求 根 问题 . 
徽 积分 :研究 变速 运动 及 曲 边 形 的 求 积 问题 . 作为 微 积 分 的 延 
伸 , 物 理 类 各 系 还 要 讲授 常 微分 方程 与 偏 微分 方程. 
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恬 率 沦 二 数 埋 统 计 : 研 究 随机 现象 ,依据 数据 进行 推理 . 

所 有 这 些 学 科 构 成 高 等 数学 的 基础 部 分 ,在 此 基础 上 建立 了 商 
等 数学 的 宏伟 大 厦 . 
1.1.2 数学 的 特点 

数学 区 分 于 其 它 学 科 的 明志 特点 有 三 个 :第 一 是 它 的 抽象 性 ,第 
-是 它 的 精确 性 ,第 二 是 它 的 应 用 的 极端 广泛 性 . 

从 中 学 数学 的 学 习 过 程 中 读者 已 经 休会 到 数 党 的 抽象 性 了 . 数 
本 身 就 是 -- 个 抽象 概念 .几何 中 的 直线 也 是 一 个 届 象 概念 ,全 部 数学 
的 概念 都 具有 有 这 -特征 .整数 的 概念 ,几何 图 形 的 概念 都 属于 最 原始 
的 数学 概念 .在 原始 概念 的 基础 凸 叉 形成 有 理 数 .无 理 数 . 复数. 本 
数 . 微 分 .积分 .x 维 空间 以 至 无 穷 维 空 间 这 样 - - 些 抽象 程度 更 高 的 
概念 .但 是 需要 指出 ,所 有 这 些 抽象 度 更 高 的 概念 ,都 有 非常 韦 实 的 
背景 .不 过 ,抽象 不 是 数学 独 有 的 特性 ,任何 一 门 科学 都 具有 这 - 特 
性 .因此 , 单 是 数学 概念 的 抽象 性 还 不 足以 说 尽数 学 抽象 的 特点 . 数 
学 拉 象 的 特点 在 于 :第 一 ,在 数学 的 抽象 中 只 保留 量 的 关系 利 裤 间 肛 
武 而 傅 奔 了 其 它 一 切 : 第 一 ,数学 的 抽象 是 一 弘一 级 逐步 提高 的 , 它 
科 所 达到 的 钟 象 程度 大 大 超过 了 其 它 学 科 中 的 一 般 抽象 ;第 .: ,数学 
本 身 几乎 完全 周 矣 于 抽象 概念 和 它们 的 相 开 关系 的 圈子 之 中 . 如 果 
白 然 科学 家 为 了 证 明白 己 的 论断 常常 求助 于 实验 ,那么 数学 家 让 有 明 
定理 只 需 用 捧 理 和 计算 .这 就 是 说 ,不 仅 数 学 的 概念 是 押 象 的 . 思 罪 
的 ,而 且 数 学 的 方法 也 是 抽象 的 .思辩 的 . 

数学 的 精确 性 表现 在 数学 定义 的 准确 性 .推理 的 逻辑 严格 性 和 
数学 结论 的 确定 无 疑 与 无 可 争辩 性 .这 点 读者 从 中 学 数学 就 已 很 好 
地 懂得 了 .当然 ,数学 的 严格 性 不 是 绝对 的 , -成 不 变 的 ,而 是 相对 
的 ,发 展 着 的 ,这 下 体现 了 人 类 认识 逐渐 深化 的 过 程 . 

数学 应 用 的 极其 广泛 性 也 是 它 的 特点 之 一 . 正 像 已 故 著名 数学 
家 华罗庚 教授 曾 指 出 的 , 宁 宙 之 大 ,粒子 之 微 , 火 第 之 速 ,化 工 之 巧 ， 
地 球 之 变 ,生物 之 亦 , 日 用 之 繁 ,数学 无 处 不 在 , 扩 是 出 现 *“ 量 ”的 地 
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方 就 少不了 用 数学 ,研究 量 的 关系 , 量 的 变化 , 量 的 变化 关系 ,其 的 类 
系 的 变化 等 现象 都 少不了 数学 ,数学 之 为 用 贯穿 到 一 切 科学 部 门 的 
深 处 ,而 成 为 它们 的 得 力 助 手 与 工具 ,缺少 了 它 就 不 能 准确 地 刻 珈 出 
客观 事物 的 变化 ,更 不 能 由 已 知 数据 推出 其 它 数据 ,因而 就 减少 了 科 
学 承 见 的 可 能 性 ,或 减 曙 了 科学 预见 的 精确 度 . 
1.1.3 ”数学 对 人 类 文明 的 次 献 

数学 是 什么 , 它 对 人 类 文明 有 怎样 的 贡献 ?这 是 一 个 带 有 根本 性 
上 夺 的 间 题 ,是 一 个 从 事 数 学 教育 与 数学 研究 的 人 应 当 回 答 的 问题 .人 
类 认识 的 发 展 林 于 经 验 的 积累 各 理性 的 思维 . 单 第 经 验 的 积累 .有 时 
像 在 黑暗 中 摸索 ,不 串 能 有 认识 上 的 重大 突破 . 在 经 验 积累 的 基础 
[., 经 过 理性 的 思维 才能 产生 伟大 的 飞 牙 .下 面 举 几 个 对 人 类 文明 具 
有 重大 影响 的 例子 ， 

万 有 引力 定律 .基于 开 普 勒 行星 运动 的 三 大 定律 ,牛顿 发 现 了 万 
有 引 万 定律 .这 是 人 类 对 字 宙 认识 的 一 次 伟大 音 命 .牛顿 把 他 最 重要 
的 著作 命名 为 “自然 哲学 的 数学 原理 ", 是 因为 他 发 现 新 守 窑 的 思维 
方式 是 数学 的 思维 方式 . 

相对 论 . 爱 内 斯 坦 的 相对 沦 是 衬 宙 观 的 另 - :次 伟大 革命 ,其 核心 
内 容 是 时 空 观 的 改变 . 牛顿 力学 的 时 空 观 认为 时 间 与 空间 不 相干 , 爷 
利 略 变换 式 是 这 种 数学 模型 的 基本 表现 形式 . 爱 因 斯 坦 的 时 空 观 却 
认为 时 间 利 空间 是 相 下 联系 的 .四 维 空间 的 洛 仑 效 变 换 是 这 种 数学 
烧 型 的 故 现 形式 .促使 爱 困 斯坦 作出 这 一 伟大 贡献 的 仍 是 数学 的 思 
维 方式 . 

海王 星 的 发 现 . 这 个 太阳 系 的 最 远 的 行星 之 一 ,是 在 1846 年 在 
数学 计算 的 基础 上 发 现 的 . 天 文学 家 阿达 姆 斯 和 和 勒 林 率 分 析 了 天 工 
星 的 运动 的 不 规律 性 .得 出 结论 :这 种 不 规律 性 是 由 其 他 行星 的 引力 
而 发 生 的 . 勒 未 标 恨 据 力 学 法 则 和 引力 法 旭 计 算出 这 个 行星 应 该 位 
于 何 处 ,他 把 这 个 结果 告诉 了 观察 员 ,而 观察 员 果然 在 望远镜 中 在 勤 
未 累 指 出 的 位 置 故 到 了 这 上 颗 行星 .这 个 发 现 是 数学 计算 的 胜利 - 
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男 一 个 著名 的 例子 是 电磁 波 的 发 现 .英国 物理 学 家 麦克 斯 韦 概 
括 了 由 实验 建立 起 来 的 电磁 现象 规律 ,把 这 些 规律 表述 为 "方程 的 形 
式 ”, 他 用 纯粹 数学 的 方法 从 这 些 方程 推导 出 可 能 存在 着 电磁 波 并 且 
这 些 电磁 波 应 该 以 光速 传播 着 . 据 此 ,他 提出 了 光 的 电磁 理论 ,这 个 
理论 后 来 被 全 面 地 发 展 和 论证 了 . 除 此 之 外 ,麦克 斯 韦 的 结论 还 推动 
了 人 们 去 寻找 纯 电 起 源 的 电磁 波 . 例如 ,由 振动 发 电 所 发 射 的 电磁 
波 . 这 样 的 电磁 波 果 然 为 赫兹 所 发 现 . 而 不 久之 后 , 波 波 夫 就 找到 了 
电磁 振荡 的 激发 ,发送 和 接收 的 办 法 ,并 把 这 些 办 法 带 到 许多 应 用 部 
门 ,为 无 线 电 技 术 莫 定 下 基础 .现在 已 进入 信息 时 代 , 无 线 电 技术 对 
于 人 类 生活 是 何等 重要 人 人 都 已 体会 到 .但 是 我 们 可 不 要 忘记 ,纯粹 
数学 在 这 里 曾 起 过 巨大 作用 . 

另 一 个 光辉 的 例子 是 非 欧 几 何 的 诞生 . 它 是 从 欧 几 里 得 时 代 起 
的 几 千 年 来 从 人 们 想 要 证 明 平 行 公设 的 企 园 中 ,也 就 是 说 ,从 一 个 只 
有 纯粹 数学 趣味 的 问题 中 产生 的 . 罗 巴 切 夫 斯 基 创 立 了 这 门 新 的 几 
何 学 ,他 自己 谨慎 地 称 之 为 “想象 的 " ,因为 他 还 不 能 指出 它 的 现实 意 
义 ,虽然 他 相信 会 找到 这 种 现实 意义 的 .他 的 几何 的 大 多 数 结 论 对 大 
多 数 人 来 说 ,非但 不 是 “想象 的 ” ,而且 简 直 是 不 可 想象 的 和 荒诞 的 . 
可 是 无 论 如 何 罗 巴 切 夫 斯 基 的 思想 为 几何 学 的 新 发 展 以 及 各 种 不 辐 
的 非 殉 儿 里 得 空间 的 理论 的 建立 打下 了 基础 .后 来 这 些 叫 想 戌 为 
义 相 对 论 的 基础 之 一 ,而 且 四 维 非 网 几何 的 一 种 形式 成 了 广义 相 对 
论 的 数学 工具 .这 样 ,看 来 是 不 可 理解 的 抽象 数学 休 系 成 了 一 个 最 重 
要 的 物理 理论 发 展 的 有 力 工具 . 
1.1.4 数学 发 展 简 史 

大 数学 家 庞 加 药 说 :车 想 预 见 数学 的 将 来 ,正确 的 方法 是 研究 
它 的 历史 和 现状 ". 法 国人 类 学 家 斯 特 劳 斯 说 :如 果 他 不 知道 他 来 自 
何 处 , 那 就 没有 人 知道 他 去 向 何方 .” 我 们 需要 知道 ,我 们 现在 何 处 ， 
我 们 是 如 何 到 达 这 里 的 ,我 们 将 去 何方 . 数学 史 将 告诉 我 们 来 自 何 
处 . 
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数学 的 发 展 史 大 致 可 以 分 为 四 个 基本 工本 质 不 同 的 阶段 ， 

第 -个 时 期 一 一 数学 形成 时 期 .这 是 人 类 建立 最 基本 的 数学 概 
念 的 时 期 .人 类 从 数 数 并 始 逐 渐 建 六 了 自然 数 的 概念 ,简单 的 计算 
法 ,并 认识 了 最 简单 的 几何 形式 ,逐步 地 形成 了 理论 与 证 明之 间 的 逻 
辑 关系 的 “纯粹 ”数学 .算术 与 几何 还 没有 分 开 ,彼此 紧密 地 交错 着 . 

第 二 个 时 期 称 为 初等 数学 , 即 常 数 数学 的 时 期 .这 个 时 期 的 基本 
的 .最 简单 的 成 果 构 成 现在 中 学 数学 的 主要 内 容 .这 个 时 期 从 公元 前 
s 世 纪 开 始 , 也 许 更 早 一 些 . 直 到 17 世纪 ,大 约 持续 了 两 千年 .在 这 个 
时 期 逐渐 形成 了 初等 数学 的 主要 分 支 :算术 .几何 .人 代数、 一 风 . 

按照 历史 条 件 不 同 ,可 以 把 初等 数学 史 分 为 三 个 不 同时 期 : 希 且 

9 .东方 的 和 欧洲 文艺 复兴 时 代 的 . 

硕 腊 时 期 正好 与 希腊 文化 普遍 繁 业 的 时 代 一 致 .到 公元 前 3 世 
纪 ,在 最 伟大 的 古代 几何 学 家 欧 几 时 得 . 阿 基 米 德 .阿波 罗 尼 奥 斯 的 
时 代 达 到 了 顶峰 ,而 终止 十 公元 6 世纪 . 当时 最 光 贬 的 著作 是 欧 几 里 
得 的 《几何 原本 》. 尽 管 这 部 书 是 两 十 多 年 以 前 写成 的 ,但 是 它 的 一 般 
上 内容 和 投 述 的 特征 , 却 与 我 们 现在 通用 的 几何 教科 书 非常 相近 . 

希腊 人 不 仅 发 展 了 初等 几何, 并 把 它 导向 完整 的 体系 ,还 得 到 许 
多 非常 重要 的 结果 .例如 ,他 们 研究 了 辆 锥 曲线 : 顶 圆 、 双 曲线 .抛物 
线 :让 明了 某 些 属于 射影 几何 的 定理 .以 天 文学 的 需要 为 指南 建立 了 
球面 几何 ,以 及 兰 角 学 的 原理 ,并 计算 出 最 初 的 正弦 表 , 确 定 了 许多 
复杂 图 形 的 面积 和 体积 . 

在 算术 与 代数 方面 ,希腊 人 也 做 了 不 少 工作 . 他们 更 定 了 数论 的 
基础 ,并 研究 丢 番 图 方程 ,他 们 发 现 了 无 理 数 ,找到 了 求 平方 根 、 立 方 
根 的 方法 ,知道 算术 级 数 与 几何 级 数 的 和 

在 几何 方面 希腊 人 已 接近 * 高 等 数学 ". 阿 禁 米 德 在 计算 面积 与 
体积 时 己 拉 各 积分 运算 .本 流 史 忆 奥 其 关于 罗 星 征 全 研 开 于 
解析 几何 . 

应 该 指出 ,当时 我 国 的 算术 和 代数 已 达到 很 高 的 水 平 .在 公元 前 
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2 世纪 到 1 世纪 已 有 了 三 元 一 次 联 立 方程 组 的 解法 .同时 在 历史 上 第 
-次 利用 负数 ,并 县 述 了 对 负数 进行 运算 的 规则 ,也 找到 了 求 平方 
根 与 立方 根 的 方法 . 

随 普 希 台 科 学 的 终结 ,在 欧洲 出 现 了 科学 葡 条 ,数学 发 展 的 中 心 
移 到 了 印度 .中 亚细亚 和 阿拉 伯 同 家 .在 这 些 地 方 从 3 世纪 到 15 世 
纪 的 -和 干 生 中 间 ,数学 主要 由 于 计算 的 需 时 ,特别 是 由 于 天 文学 的 需 

而 得 到 发 展 . 印度 人 发 明了 现代 记 数 法 ,引进 了 负数 ,并 把 正 数 性 
负数 的 对 立 和 财产 与 债务 的 对 立 及 真 线 上 两 个 方向 的 对 立 联 系 了 起 
来 .他 们 开始 像 运用 有 理 数 一 样 运用 无 理 数 , 他 们 给 出 了 表示 各 种 代 
数 运算 包括 求 根 运算 的 符号 .由 于 他 们 没有 对 无 理 数 与 有 理 数 的 区 
别 感到 困惑 ,从 而 为 代数 打开 了 真正 的 发 展 道路 

“代数 "这 个 词 本 身 起 源 于 9 世纪 的 数学 家 和 天 文学 家 穆罕默德 
- 雍 近 于 六 . 花 拉 子 米 的 普 作 基本 上 建 W 了 解 方程 的 方法 . 从 这 时 
起 , 求 方程 的 解 作为 代数 的 基本 特征 被 长 期 保持 了 下 来 . 他 的 代数 著 
作 在 数学 史上 起 了 重大 作用 ,因为 这 部 作品 后 来 被 翻 详 成 拉丁 语 , 兽 
长 期 作为 欧洲 主要 的 教科 书 . 

中 亚细亚 的 数学 家 们 找到 了 求 根 和 一 系列 方 稳 的 近似 解 的 方 
法 ,找到 了 ”牛顿 二 项 式 定 理 ” 的 普遍 公式 .他 们 有 力 地 推进 了 上 一角 
学 ,把 它 建成 -个 系统 ,并 造 目 非常 准确 的 正弦 表 . 这 时 中 国 科 学 的 
成 就 开始 传人 邻 国 . 约 在 公元 6 世纪 我 国 已 经 会 解 简单 的 不 定 方 程 ， 
知道 几何 中 的 近似 计算 以 及 三 次 方程 的 近似 解法 . 

到 16 世纪 ,所 缺少 的 主要 是 对 数 及 虚数 ,还 缺乏 字母 符 导 系统 . 
正 像 在 迹 几 时 代 , 为 了 运用 整数 ,应 该 制定 表示 亡 们 的 符号 -- 翌 , 现 
在 为 了 运用 任意 数 并 对 它们 给 出 一 般 运 算 规 则 ,就 应 该 制定 类 伏 的 
答 叶 .这 个 任务 从 希 且 时 代 就 开始 而 直到 17 讲 纪 才 完 成 ,在 笛 长 用 
和 其 他 人 的 工作 中 最 后 彤 成 了 现代 符号 系统 . 

在 科学 复兴 时 期 , 风 洲 大 向 阿拉 伯 学 习 , 并 且 根 据 阿 拉 伯 文 的 翻 
详 热 识 了 希腊 科学 . 从 阿拉 伯 沿 袭 过 来 的 印度 记 数 法 逐渐 在 欧洲 确 
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定 了 下 来 ， 

只 是 到 了 16 世纪 ,欧洲 科学 终于 越过 了 先 人 的 成 就 . 例如 意 太 
利 人 墙 尔 塔 利 亚 和 费 拉 里 在 -- 般 形式 上 先 解 了 一 次 方程 ,然后 解 了 
四 次 方程 .在 这 个 时 其 第-- 次 开始 运用 培 数 .现代 的 代数 符号 也 制造 
出 来 了 ,其 中 不 仪 出 现 了 表示 林 知 数 的 字母 符号 ,也 出 融 了 表示 已 知 
数 的 字 坪 符号 ;这 是 韦 达 在 1591 年 作出 的 . 

最 后 ,英国 的 纳 皮 尔 发 明了 供 天 文学 作 人 参考 的 对 数 , 主 在 1614 
年 发 表 . 布 利 格 算出 第 -- 批 十 进 对 数 表 是 在 1624 年 . 

当时 在 欧洲 也 出 现 了 “组 合 论 ”和 和 "牛顿 二 需 式 定理 " 的 普 授 公 
式 ; 级 数 知道 得 更 曲 , 所 以 初等 代数 的 建立 是 完成 了 ,以 后 则 是 向 高 
等 数学 , 即 变 草 数 学 的 这 渡 . 但 是 初等 数学 仍 在 发 展 , 伟 有 很 多 新 站 
果 出 现 . 

第 二 个 时 期 是 变量 数学 的 时 期 . 

到 16 世纪 ,封建 制度 开始 消亡 ,资本 主义 开始 发 展 并 兴盛 起 米 . 
在 这 一 时 期 中 ,家 庭 手 J]: 业 , 手 工业 作坊 逐渐 地 改革 为 证 场 下 1 玉生 
产 , 并 进而 转化 为 以 使 用 机 器 为 主 的 大 工业 .因此 ,对 数学 查 市 了 新 
的 要 求 .这 时 ,对 运动 的 赋 究 变 成 了 自然 科学 的 中 心 刚 题 .实践 的 需 
笋 和 各 门 科 学 本 身 的 发 展 使 自然 科学 转向 对 运动 的 研究 ,对 各 种 变 
化 过 程 和 各 和 神 变 化 着 的 量 之 间 的 依赖 关系 的 研究 、 

作为 变化 着 的 量 的 一 般 性 硕 和 它们 之 问 依赖 关系 的 反映 ,在 数 
党 中 产生 了 变量 和 函数 的 概念 . 数学 对 象 的 这 种 根本 扩展 决定 了 数 
学 向 新 的 阶段 , 即 向 变量 数学 时 期 的 过 渡 . 

数学 中 专门 研究 函数 的 领域 叫做 数学 分 析 ,或 者 电 无 穷 小 分 析 
这 后 一 名 词 的 来 源 是 ,因为 无 穷 小 量 概 念 是 研究 画 数 的 重 归 工具 . 

所 以 ,从 17 世纪 开始 的 数学 的 新 时 期 变量 数学 时 期 可 以 
定义 为 数学 分 析出 现 与 发 展 的 时 期 . 

寞 量 数 学 建立 的 第 一 个 决定 性 步骤 出 现在 1637 年 第 卡 儿 的 著 
作 《 几 何 学 》. 这 本 书 葛 定 了 和 解析 几何 航 基 础 , 它 一 出 现 ,变量 就 进入 
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了 数学 ,从 而 运动 进入 了 数学 .恩格斯 指出 :“ 数 学 中 的 转折 点 是 簿 卡 
的 变数 .有 了 变数 ,运动 进入 了 数学 ,有 了 变数 ,辩证 法 进入 了 数 
学 "(恩格斯 《自然 闫 证 法 》, 人 民 出 版 社 1971 年 版 236 页 ) .在 这 个 转 
折 以 前 ,数学 中 占 统治 地 位 的 是 常量 ,而 这 之 后 ,数学 转向 研究 变量 
了 . 


在 《 儿 何 学 》 里 ,第 卡 儿 给 出 了 字母 符号 的 代数 和 解析 几何 原 

理 , 这 就 是 引进 坐标 系 和 利用 坐标 方法 把 具有 了 遇 个 本 知 数 的 任意 代 

数 方程 看 成 平面 上 的 一 条 曲线 .解析 几何 给 出 了 回答 如 下 问题 的 可 
能 : 


1) 通过 计算 来 解决 作 图 问题 ; 

2) 求 由 某 种 几何 性 质 给 定 的 曲线 的 方程 ; 

3) 利用 代数 方法 证 明 新 的 几何 定理 ; 

4) 反 过 来 ,从 几何 方面 来 看 代数 方程 . 

因此 .解析 几何 是 这 样 一 个 数学 部 门 , 妈 在 采用 坐标 法 的 同时 ， 
代数 方法 研究 几何 对 象 . 

在 箭 卡 儿 之 前 ,从 古代 起 在 数学 中 起 优势 作用 的 是 几何 学 . 管 卡 
儿 把 数学 引 向 另 一 途径 ,这 就 是 使 代数 获得 更 重大 的 意义 . 

变量 数学 发 展 的 第 二 个 决定 性 步骤 是 牛顿 和 鞠 布 尼 茨 在 17 世 
纪 后 尘 时 建立 了 微 积分 . 事实 二 牛顿 和 菜 布 尼 欧 只 是 把 许多 数学 家 
都 参加 过 的 巨大 准备 工作 完成 了 , 它 的 原理 却 攀 湖 源 于 古代 希腊 人 
所 创造 的 求 面 积 和 体积 的 方法 . 

微 积 分 的 起 源 主 要 来 自 两 方面 的 问题 :一 是 力学 的 一 些 新 间 题 ， 
已 知 路 程 对 时 间 的 关系 求 速度 ,及 已 知 速度 对 时 间 的 关系 求 路 程 ; - 
是 几何 学 的 一 些 柑 当 古老 的 问题 ,作曲 线 的 切线 和 确定 面积 和 体积 
等 问题 .这 些 问题 在 古代 就 研究 过 ,在 17 世纪 初期 开 普 勒 、 卡 比 列举 
和 许多 其 他 数学 家 也 研究 过 ,但 是 这 两 类 问题 之 间 的 显著 关系 的 发 
现 ,解决 这 些 问 题 的 一 般 方 法 的 形成 ,要 归功 于 牛顿 和 莱 布 尼 茨 . 微 
积分 的 发 现在 科学 史上 具有 决定 性 的 意义 . 
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除了 变量 与 函数 概念 以 外 ,以 后 形成 的 极限 概念 也 是 微 积 分 以 
发 进一步 发 展 的 整个 分 析 的 基础 : 

阿 微 积分 一 道 . 还 产生 了 分 析 的 另外 一 部 分 :级 数理 论 .微分 方 
程 论 ,微分 几何 .所 有 这 些 理论 都 是 因为 力学 .物理 学 和 技术 问题 的 
需要 而 产生 并 向 前 发 展 的 ， 

微分 方程 论 蚌 研究 这 样 一 种 方程 ,方程 中 的 末 知 项 不 是 数 ,而 是 
隐 数 .微分 几何 是 关于 曲线 和 昌 E 面 的 一 般 理论 .在 19 世纪 还 产生 了 
另 一 个 重要 分 支 , 即 复 变 也 数 论 , 它 使 分 析 的 内 容 更 加 充实 . 复 变 也 
数 是 将 实 分 析 的 方法 推广 到 复数 域 中 去 了 ， 

分 析 莲 制 地 发 展 着 , 它 不 仅 成 为 数学 的 中 心 和 主要 部 分 ,而 且 还 
渗入 到 数学 较 古 老 的 范围 ,如 代数 .几何 与 数论 . 

通过 分 析 及 其 变量 、 函 数 和 极限 等 概念 .运动 .变化 等 思想 ,使 辩 
证 法 滩 入 了 全 部 数学 . 同样 地 .基本 上 通过 分 析 , 数 学 才 在 自然 科学 
和 技术 的 发 展 中 成 为 精确 地 表述 它们 的 规律 和 解决 它们 问题 的 得 力 
工 其 . 

在 希腊 人 那里 ,数学 基本 上 就 是 几何 ;在 牛顿 以 后 ,数学 基本 上 
就 是 分 析 了 . 

当然 ,分 析 不 能 包括 数学 全 部 ;在 丈 何 .代数 和 数论 中 都 保留 着 
它们 特有 的 问题 和 方法 .比如 ,在 17 世纪 ,与 解析 几何 同时 还 产生 了 
射影 几何 ,而 纯粹 几何 方法 在 射影 几何 中 占 统治 地 位 

这 时 还 产生 了 另 一 个 重要 的 数学 部 门 概率 论 . 它 研究 大 量 
“随机 ” 现象 的 规律 问题 ,给 出 了 研究 出 现 于 偶然 性 中 的 必然 竹 的 数 
学 方法 . 

在 希腊 几何 的 认 史 上, 欧 几 里 得 所 做 的 严格 和 系统 的 叙述 结束 
了 以 前 发 展 的 漫长 道路 .和 这 种 情况 相似 , 随 着 分 析 的 发 展 必然 引起 
更 好 地 论证 理论 ,使 理论 系统 化 ,批判 地 审查 理论 的 基础 等 这 样 .- 些 
任务 ,这 些 任务 是 19 世纪 中 叶 到 来 的 - 这 项 重要 而 朵 难 的 工作 由 于 
许多 杰出 学 者 的 努力 而 胜利 完成 了 ,特别 是 获得 了 实数 、 变 量 .函数 、 
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极限 .连续 等 根本 概念 的 严格 定义 . 

理论 原则 的 建立 是 其 发 展 的 总 结 ,但 不 是 它 的 终结 ,相反 地 , 正 
是 新 理论 的 起 点 .分 析 的 情形 也 是 这 样 , 由 于 它 的 基础 的 准确 化 产生 
了 新 的 数学 理论 ,这 就 是 19 世纪 70 年 代 德国 数学 家 康 托 尔 所 建立 
的 集合 论 . 在 此 基础 于 又 产生 了 分 析 的 一 个 新 部 1 实 变 函 数 
论 . 同 时 集合 论 的 一 般 思 想 滩 入 到 数学 的 所 有 部 门 . 这 种 “集合 论 观 
点 ”与 数学 发 展 的 新 阶段 不 可 分 割地 联系 在 一 起 . 

第 四 个 时 期 为 现代 数学 . 

数学 发 展 的 第 一 时 期 与 第 二 时 期 所 获得 的 主要 成 果 , 即 切 等 数 
学 中 的 主要 成 果 已 经 成 为 中 小 学 教育 的 内 容 . 

第 下 个 时 期 的 基本 结果 ,如 解析 几何 (已 部 分 地 放 入 中 学 ) 微 积 
分 .微分 方 穆 , 高 等 代数 .概率 论 等 已 成 为 高 等 学 校 理工 科教 育 的 主 
要 内 容 . 这 个 时 期 的 数学 的 基本 思想 和 结论 已 广泛 地 为 大 众 所 知 , 几 
乎 所 有 的 工程 师 和 自然 科学 工作 者 都 或 多 或 少 地 运用 着 这 些 结 果 . 
近 几 干 生 来 ,数学 应 用 的 状况 发 生 着 深刻 的 变化 .这 些 成 果 过 渐 渗 透 
到 社会 科学 研究 的 各 个 领域 . 因而 这 些 内 容 的 一 部 分 已 进入 文科 各 
系 的 教学 寺 容 . 

与 此 相反 ,数学 发 展 的 最 近 阶 段 , 即 现代 阶段 的 叫 想 和 结果 基本 
上 还 只 是 为 在 数学 .力学 .物理 学 及 一 些 新 技术 领域 中 工作 的 科学 工 
作者 所 使 用 . 

现在 在 转 癌 叙述 数学 发 展 最 新 阶段 的 - - 般 特 征 时 ,我 们 只 试图 
简略 地 给 出 数学 的 这 些 新 分 支 的 最 一 般 的 特征 . 

数学 发 展 的 现代 阶段 的 开端 ,以 其 所 有 基础 部 门 一 一 代数、 儿 
何 . 分 析 一 一 中 的 深刻 变化 为 特征 . 

还 在 19 世纪 上 半 时 , 罗 巴 切 夫 斯 基 和 波 尔 约 就 已 经 建立 了 新 的 
非 欧 几 们 学 , 它 的 思想 基 草 开 生 面 的 和 出 乎 意外 的 . 正 是 从 这 个 时 候 
是 ,开始 了 几何 学 的 原则 上 的 新 发 展 ,改变 了 几何 学 是 什么 的 本 来 理 
解 . 它 的 研究 对 象 与 使 用 范围 迅速 扩大 .1854 年 著名 的 德国 数学 家 
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黎 曼 继 罗 巴 切 夫 斯 基 之 后 在 这 个 方向 上 完成 了 最 重要 的 步 又 . 他 提 
出 了 几何 学 家 能 够 研究 的 “空间 ”的 种 类 有 无 限 多 的 一 般 思想 ,并 指 
出 这 种 空间 的 可 能 的 现实 意义 .如 果 说 ,以 前 几何 学 只 研究 物质 世界 
的 空间 形式 .那么 现在 ,现实 此 界 的 某 些 其 它 形 式 ,由 于 它们 与 空间 
形式 类 似 , 也 成 了 几何 学 的 研究 对 象 , 吕 采用 几何 学 的 各 种 方法 对 它 
们 进行 研究 .因此 ,空间 ”这 一 术语 在 数学 中 获得 了 新 的 更 广泛 的 ， 
也 是 更 专门 的 意义 ,同时 几何 党 方法 本 身 也 大 大 地 丰富 和 多样 化 了 
欧 岂 里 得 几何 本 身 也 发 牛 了 很 大 的 变化 .现在 可 研究 复杂 得 多 的 图 
形 , 态 至 任意 点 集 的 性 质 . 同样 地 出 现 了 研究 图 形 本 身 的 疡 新 的 方 
法 ,在 这 些 赋 究 的 基础 上 ,产生 了 各 种 新 而 又 新 的 “空间 ”和 它们 的 
“几何 ” :罗马 切 大 斯 基 空 癌 , 射 影 空间 .各 种 不 同 维 数 的 欧 长 空间 . 黎 
营 空 间 . 折 盾 空间 等 ,所 有 这 些 概念 都 找到 了 自己 的 应 用 . 

在 19 庆 纪 ,代数 也 当 现 了 质 的 变化 .以 往 的 找 数 是 基于 数字 的 
算 木 运算 的 学 说 .这 种 算术 运算 足 脱 离 了 给 定 的 具体 数字 在 - 般 形 
态 王 形式 地 加 以 考察 的 . 也 就 是 说 ,在 代数 中 , 凡 量 都 以 字母 来 袁泉 ， 
按照 一 定 的 法 则 对 这 些 字母 进行 运算 .现代 代数 在 保持 这 种 基础 的 
同时 ,又 把 亡 大 大 地 排 广 了 .现代 代数 中 还 考察 比 数 其 有 更 普遍 得 多 
的 性 质 的 “ 叶 " ,并 卫 研 究 对 这 些 量 的 运算 ,这 些 和 运算 在 其 种 程度 上 接 
其 形式 的 性 质 米 说 与 加 , 减 . 乘 . 除 等 善 通 算术 运算 是 类 似 的. 辣 姐 是 
最 简单 的 例子 ,我 们 知道 ,向 量 按照 平行 四边 形 法 则 相 加 .在 现代 代 
数 中 进行 的 推广 达到 这 样 的 程度 ,以 致 * 基 ” 这 个 术语 本 身 也 常常 失 
去 意义 ,而 一 般 地 是 讨论 "对 象 ”了 ,对 这 种 “对象 " 可 以 进行 与 普通 
代数 运算 相似 前 运算 .例如 , 果 个 相继 进行 的 运动 相当 于 其 个 总 的 
运动 ,一 个 公式 的 其 种 代数 变换 帆 当 于 - -个 总 的 变换 等 等 .与 此 相应 
就 可 讨论 运动 与 变换 所 特有 的 “加 法 ”. 现代 代数 在 一 般 抽象 形式 上 
研究 所 右 这 种 类 似 的 运算 . 

规 代 代数 理论 是 19 世纪 前 半 叶 从 许多 数学 家 的 研究 中 形成 的 、 
其 中 尤 以 法 国 数 学 家 全 罗 乓 的 工作 著名 .现代 代数 的 概念 .方法 和 结 
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果 在 分 析 ,几何 .物理 以 及 结 品 学 中 都 有 重大 应 用 . 群 论 与 线性 代数 
是 现代 代数 中 内 容 丰 富 的 两 个 分 支 ,并 在 自己 的 发 展 中 得 到 很 广 的 
应 用 


分 析 也 发 生 了 深刻 的 变化 . 首先 , 它 的 基础 得 到 了 精确 化 ,特别 
是 得 到 了 它 的 基本 概念 :函数 、 极 限 、 积 分 ,最 后 是 变量 概念 本 身 的 精 
确 和 普遍 定义 ,实数 的 严格 定义 也 给 出 了 .这 些 工作 是 由 一 批 杰 出 的 
数学 家 完成 的 ,其 中 有 捷克 数学 家 波 尔 查 诺 . 法 国 数学 家 柯 西 ,德国 
数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 . 戴 德 金 等 .我 们 还 必须 提 人 到 德国 数学 家 康 托 尔 
的 集合 论 . 它 促进 了 数学 的 其 他 许多 新 分 支 的 发 展 ,对 数学 发 展 的 一 
般 进 程 产生 了 深刻 的 影响 . 

在 分 析 中 发 展 出 一 系列 新 的 分 支 ,如 实 变 滑 数论 , 丙 数 逼近 论 ， 
微分 方程 定性 理论 ,积分 方程 论 , 泛 函 分 析 . 在 分 析 和 数学 物理 发 展 
的 基础 土 同 几何 与 代数 新 思想 相 结 合 产 生 的 泛 函 分 析 在 现代 数学 中 
起 着 特殊 重要 的 作用 . 

合 论 还 导致 了 数学 领域 的 另 ~- 分 支 一 一 数理 逻辑 的 发 展 .一 
方面 ,数理 逻辑 溯源 于 数学 的 起 源 和 拓 础 , 另 -- 方 面 它 义 和 计算 技术 
的 最 新 课题 紧密 相连 . 数理 还 辑 得 到 了 许多 深刻 的 结果 .这 些 结果 从 
一 般 认 识 论 的 观点 看 来 也 十 分 重要 . 

1.1.5 现代 数学 发 展 的 新 趋向 

数学 的 现代 发 展 不 仅 表现 在 现代 数学 的 新 领域 和 高 屋 次 中 ,人 而 
且 还 表现 在 数学 向 一 切 学 科 与 社会 部 门 的 娑 透 和 应 用 . 现代 数学 正 
在 向 复杂 性 进军 ,研究 的 对 象 越 来 越 复杂 ,其 主要 表现 有 以 下 几 方 
面 . 

1) 从 单 变 量 到 多 变量 ,从 低 维 到 高 维 . 
2) 从 线性 到 非 线 性 . 

3) 从 局 部 到 整体 ,从 简单 到 复杂 . 

4) 拓 连 续 到 间断 ,从 稳定 到 分 岔 . 

5) 从 精确 到 模糊 . 
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6) 计算 机 的 使 用 . 
1.1.6 计算 机 的 影响 

电子 计算 机 的 出 更 是 20 世纪 科学 的 最 大 成 就 之 一 , 它 冲 击 , 影 
响 和 促进 着 现代 数学 的 发 展 ,改变 着 数学 学 科 本 身 的 特点 和 面 狐 . 

电子 计算 机 强大 的 计算 能 力 使 数学 如 虎 添 辟 , 比 以 前 任何 时 候 
都 更 有 威力 和 活 透 力 . 一 些 复杂 的 数学 问题 ,过 去 由 于 求解 困难 或 计 
算 量 过 大 而 不 易 处 理 和 应 用 ,现在 可 以 依靠 计算 机 直接 给 出 数值 答 
案 , 这 不 但 极 大 地 扩展 了 数学 的 应 用 范围 ,也 改变 了 对 数学 求解 的 概 

计算 机 也 改变 了 数学 应 用 的 实践 方式 .天 文学 中 的 超新星 爆发 
过 程 ,地 学 中 的 地 壳 运 动 等 都 难以 进行 实验 ,但 却 可 以 用 计算 机 通过 
数学 模型 来 模拟 ,从 而 对 各 种 理论 进行 检验 . 这样, 科学 研究 除了 传 
统 的 理论 丁 作 和 实验 外 ,又 出 现 了 计算 机 上 进行 的 数学 实验 . 因为 这 
种 方法 既 快 又 省 ,所 以 它 具有 极 大 的 优越 性 . 

许 算 机 给 数学 理论 提出 了 -- 系 列 新 课题 , 如 符 导 计算 ,机 器 证 
明 ,人 工 短 能 等 ,这些 新 课题 的 研究 将 扩大 计算 机 的 功能 ,从 而 进 一 
步 解放 人 的 大 脑 . 计算 机 为 数学 研究 提供 了 新 方法 .例如 ,四 色 亲 是 
这 一 著名 的 难题 正 是 借助 计算 机 来 解决 的 . 计算 机 结 训 了 长 期 以 来 
数学 家 的 工具 只 是 纸 和 笔 , 府 进 入 了 数 党 成 果 的 机 器 生产 新 时 代 、 
1.1.7 ”关于 中 等 教育 

为 了 在 21 世纪 为 我 国 培养 一 大 批 杰出 的 科学 家 .中 学 数学 教育 
起 着 关键 的 作用 .以 下 几 点 应 当 受 到 注意 : 

1) 将 应 坛 教育 转 为 素养 教育 . 要 培养 学 生 善 于 思考 ,有 独创 精 
神 , 而 不 只 是 长 于 记忆 , 巧 于 应 考 . 这 对 我 们 员 族 的 长 远 利 益 是 极 关 
重要 的 . 

2) 中 学 数学 教育 的 中 心 应 实现 三 个 转变 :从 具体 数学 到 概念 化 
数学 的 转变 ,发 展 符号 意识 ;从 常量 数学 到 变量 数学 的 转变 ;从 直观 
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描述 到 


3) 向 学 后 提供 数学 主流 的 核心 部 分 ,为 


计算 村 


严格 证 明 的 转变 .建立 严密 的 逻辑 忠 维 意识 - 
习 微 积分 ,统计 党 和 


作 好 准备 . 


4) 计算 机 教育 应 尽早 进行 .建立 在 计算 机 与 人 脑 思维 相 结 合 之 
上 的 新 教学 法 ,将 有 利于 培养 学 牛 的 洞察 力 .理解 力 ,以 及 数学 直观 . 


利 


就 成 为 教育 汉 事 呈 程 上 钥 其 
数学 在 


学 和 技术 已 经 达到 影响 人 类 生活 的 所 有 方面 的 地 步 ,数学 也 
要 的 问题 .数学 是 科学 和 技术 的 基础 . 
决定 国家 的 各 级 人 才 的 实力 方面 起 着 口 益 重要 的 作用 . 


现存 是 21 世纪 初叶 ,新 的 世纪 已 经 到 来 .人 类 社会 已 经 经 历 了 


原始 社 


会 .农业 社会 .工业 社会 .正在 向 信息 化 社会 迈进 .现在 是 人 类 


科学 技术 空前 繁荣 的 时 代 . 我 们 已 经 乘 上 痪 速 列车 向 未 来 飞速 前 进 . 
信息 时 代 , 高 技术 时 代 就 是 数学 时 代 . 联合 国教 科 文 组 织 存 里 约 热 内 


卢 宣 过 


中 宣布 : ”2000 一 一 世界 数学 年 ". 这 充分 体现 了 国际 社会 对 


数学 存 社会 发 展 中 所 具有 的 重要 意义 的 共识 . 
在 这 新 站 氨 纪 交替 之 际 , 我 们 应 当 回 上 丫 过 去 ,展望 术 来 ,准备 好 
自己 ,迎接 新 的 挑战 
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整数 是 全 部 数学 的 基础 
也 . 罗 可 去 斯 基 
如 困 不 知道 远 漳 古 希腊 种 代 所 建立 和 发 展 的 概念 .方法 和 结果 ,我 
们 就 不 9 能 理解 近 五 十 年 来 数学 的 且 标 ,也 不 可 能 理解 它 的 成 就 
日 . 物 水 
数学 是 研究 空间 形式 和 数量 关系 的 科学 . 数 与 形 是 数学 中 最 基 
本 ,最 原始 的 概念 .从 数 的 概念 出 发 发 展 出 了 算术 ,代数 以 及 庇 大 的 
分 析 系 统 .从 形 的 概念 出 发 ,发 展 出 欧 氏 几何 . 匡 欧 几何 ,直到 现代 的 
了 彼 形 理论 . 数 和 几 这 两 个 概念 在 数学 的 发 展 过 程 中 , 末 相 影响 , 交 开 
作用 .本 讲座 就 围绕 这 两 个 基本 概念 展开 . 
数 系 部 分 包含 三 节 :1) 无 理 数 的 诞生 ,2) 无 限 的 比较 ,3) 复数 . 
通过 三 节 的 讲授 ,我 们 将 建立 数 系 : 


数 
实数 ”复数 

有 理 数 。 无 理 数 

整数 分 数 
自然 数 互 日 负 整数 

注 1) 我 们 将 自 让 而 上 地 建立 数 系 ,指出 数 的 更 深刻 的 对 称 
性 , 便 数 的 知识 精确 化 . 

2) 对 无 限 进行 比较 是 数学 发 展 史上 的 一 次 飞 耻 , 也 是 人 类 认识 
史上 的 一 次 飞跃 ,对 现代 数学 的 发 展 其 有 深刻 的 影响 .我们 将 从 中 学 
知识 开始 讲 到 许多 深刻 的 数学 思想 . 


也 ”这 时 的 自然 数 是 指正 整数 ,不 包括 零 
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3) 复数 与 实数 一 息 构 成 现代 数学 的 基础 , 旦 汪 讲 座 的 必要 知识 ， 
$2.1 无理 数 的 诞生 


2.1.1 自然 数 

微 积分 的 基础 是 实数 论 ,实数 的 基础 是 有 理 数 , 有 理 数 的 基础 是 
门 然 数 , 要 真正 理解 现代 数学 必须 同 到 自然 数 . 所 有 的 数学 命题 最 终 
应 归结 为 关于 自然 数 的 命题 这 是 现代 数学 基础 研究 的 成 果 之 一 . 上 
罗 内 克 说 : "上 帝 创 造 节 自然数, 其 余 的 都 是 人 的 工作 .” 这 是 说 . 自 
然 数 为 稳固 的 数学 结构 提供 了 上 其 而 ,数学 的 一 切 研究 从 此 升 始 . 

和 研究 自然 数 遇 到 的 第 一 个 问题 是 记 数 法 与 进位 制 的 问题 . 及 前 
我 们 采用 的 是 十 进位 制 ,方便 清楚 地 将 一 切 自 然 数 袁 示 了 出 来 . 十 进 
位 制 居 中 国人 的 :大 发 明 . 在 商 代 中 期 的 由 肯 文 中 已 有 十 进位 .其 中 
若 大 的 数 为 :万 .在 公 抱 前 4 世纪 的 《 墨 经 》 中 也 有 记述 .印度 最 早 到 
6 世纪 林 才 有 上 进位 制 .但 是 日 前 使 用 的 记 数 法 却 是 印度 与 阿拉 伯 
大 引 进 的 . 

记 数 法 与 十 进 制 的 省 和牛 是 数 发 展 史 上 的 -- 次 飞跃 . 无穷 多 
个 自然 数 可 以 用 有 限 个 符号 来 驾到 . 所 有 的 和 白 然 数 部 可 以 方便 清楚 
地 家 这 出 米 

从 站 然 数 一 出 更, 大 们 对 它 的 研究 就 没有 问 断 过 . 不 过 ,开始 人 
们 总 是 研究 特殊 数 的 特殊 性 质 ,而 且 往往 带 有 强 询 的 神秘 色彩 - 

谈 到 人 类 最 早 对 自 的 理性 认识 ,应 该 内 毕 达 终 拉 斯 谈 起 . 毕 
达 哥 拉 斯 [Pythagoras. 公 元 前 572 ~ 公元 前 500) 是 古代 著名 的 乓 学 
家 和 数学 家 .是 毕 达 村 拉 斯 教 团 的 创始 人 . 这 个 组 织 虽 然 是 宗教 性 
的 .但 是 其 原则 却 对 柏 拉 疼 和 亚 里 士 多 得 的 思想 发 生 影响 ,并 促进 了 
数学 和 理性 拍 学 的 发 展 . 

毕 太 哥 拉 斯 学 派 村 自然 数 作 了 多 方面 的 ,系统 的 和 深入 的 考 蹇 . 
他 们 不 仅 把 数字 看 成 记 数 的 工具 ,而 丘 看 成 神圣 ,完善 .友好 .幸运 及 
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邪恶 的 符 导 .我 们 举 几 个 例子 . 他们 认为 大 于 1 的 奇数 象征 男性 , 侦 
数 象征 女性 .5 是 第 一 个 男性 数 与 女性 数 之 和 ,因此 象征 结婚 与 结 
合 . 他 们 还 发 现 了 完全 数 , 完 全 数 就 是 等 寺 它 的 真 因数 之 和 的 数 .如 
6 的 真 因数 是 41,2,3. 而 6= 1 了 +273. 数 6 就 变 为 完美 的 象征 .下 一 
个 完全 数 是 28.28 有 真 因 数 1.2.4,7,!4, 而 28 = 1+2+4+7+14， 

他 们 还 发 现 了 订 和 数 . 吓 个 数 是 亲 和 的 .如 果 竺 一 个 数 是 另 一 个 
数 的 真 因数 之 和 .例如 284 和 220 是 一 对 亲 和 和 数 .因为 220 的 真 因 数 
是 1,2,4,5,10.11,20,22,44,55,110, 其 和 为 284; 而 284 的 真 因数 
为 1.2,4,71,142, 其 和 为 220. 后 来 又 增添 了 神秘 的 色彩 与 迷信 的 成 
分 -当时 的 人 们 认为 ,分 别 写 上 这 两 个 数 的 护符 会 使 两 数 的 佩戴 普 保 
博 友 这 .这 种 数 在 麻 术 .占星 学 , 占 封 上 都 起 过 重要 作用 - 

他 们 还 研究 了 形 数 .其 中 包括 三 角形 数 .正六 形 数 ,五 边 形 数 等 
等 ,这 些 数 被 看 作 是 暴 些 儿 何 图 形 中 的 点 的 数 日 ,如 图 2 -1 所 未 . 许 
多 关于 形 数 的 有 起 的 定理 能 以 纯 几 何 的 方法 来 证 明 . 例 如 ， 
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图 2 一 1(b) 


全 多) 


图 2- 10c) 
定理 1 ”任何 一 个 正方 形 数 都 是 两 个 相继 的 :二 角形 数 之 和 . 
定理 2 第 个 开 边 形 数 等 于 第 一 1 个 三 用 形 数 的 三 倍加 上 坟 . 
定理 3 从 1 开始 ,任何 个 相继 的 奇数 之 和 是 完全 平方 . 
证 ”这 到 个 定理 的 证 明 如 网 2 一 2 所 示 . 
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数 7 和 36 在 毕 达 哥 拉 斯 学 派 蜂 具有 特殊 的 意义 .尊敬 数 7 是 因 
为 巴比伦 人 给 它 增 兴 了 神秘 的 意义 ,区 从 巴比伦 传 到 了 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 .至 于 数 36: 则 是 它 的 性 质 对 毕 达 哥 拉 斯 产生 了 强烈 的 印象 .36 
是 日 然 数 数 列 中 前 . :个 数 的 立方 和 :1 + 23 + 33; 另 一 方面 ,这 个 数 
又 是 白 然 数列 中 前 四 个 偶数 与 前 四 个 奇数 之 和 .按照 毕 达 哥 拉 斯 学 
族 的 看 法 ,整个 宇宙 基建 立 在 前 四 个 偶数 与 前 四 个 奇数 基础 之 上 的 . 
他 们 认为 ,用 数 36 作 的 督 言 是 最 可 怕 的 誓言 . 
拉 斯 学 派对 周 图 的 生活 现象 进行 了 认真 商 周 帘 的 观察 ， 
些 奇 妙 的 联系 .例如 ， PE 
到 了 和 声 的 洪 痛 ,并 注意 到 在 用 三 根 弘 发 音 时 ,这 三 根 把 的 长 虐 
为 3 :4 :6 时 ,就 得 到 和 声 的 谐 疗 .他 们 在 其 它 场 台 也 发 现 了 局 人 
比例 .例如 立方 体 的 面 数 .顶点 数 . 棱 数 的 比 ,等 于 6:8 :12. 在 研究 
同名 正 多 边 形 覆 益 平 商 的 问题 时 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 找 到 了 这 各 得 盖 
只 有 三 种 情况 : 坏 绕 平 面 上 一 个 点 可 以 紧密 地 让 6 个 正 :角形 .或 者 
4 个 正 旋 形 ,或 者 3 个 正六 边 形 . 见 图 2 - 3. 如 果 注 意 到 这 :种 情况 
下 正 多 边 开 的 个 数 ,那么 我 们 可 以 看 到 ,多边形 个 数 的 比 为 6:+ 
和 如 果 我 们 又 这 些 多 边 丧 边 数 的 比 , 邦 么 它们 等 于 3 :4:6. 毕 达 哥 拉 


图 2 一 3(a) 
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斯 学派 根据 类 似 的 观察 更 如 确信 ,整个 宇宙 的 现象 依附 于 某 种 数值 
的 柑 互 关系 ,也 就 是 存在 着 " 守 宙 的 和 潜 ”. 


鸭 2- 3ib) 图 2- 3tc) 


开 达 三 拉 斯 学 派 研究 数学 的 虽 的 是 企图 通过 揭示 数 的 奥秘 来 探 
宇宙 的 水 值 真理 . 正 像 上 面 指出 的 ,他 们 发 现 数 与 几何 网 形 , 数 与 
的 和 潜 , 他 们 还 发 现 数 与 天 体 的 运行 都 有 密切 关系 .他 们 把 整个 
党 习 过 程 分 成 四 大 部 分 :1) 数 的 绝对 理论 一 一 算术 ;2) 静止 的 量 
一 一 几何 ;3) 运动 的 量 一 一 天 文 ;4) 数 的 应 用 音乐 . 合 起 来 称 
为 中 艺 .后 来 加 上 上 文法 、 尼 辑 和 修配 , 合 称 七 艺 . 

关于 数 的 神秘 学 说 英 定 了 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 哲 党 基础 . 毕 达 由 
接 斯 学 派 认为 , 数 是 更 实 的 基础 ,是 严密 性 与 钦 序 的 依据 ,是 在 宇宙 
体系 转 控 制 着 自然 的 永恒 关系 . 数 ,是 以 界 的 法 则 和 关系 ,是 主宰 生 
死 的 力量 .是 决定 一 切 事物 的 条 件 . 事物 的 实质 是 仿效 善 数 做 出 来 
的 


毕 达 肯 拉 斯 学 派 的 研究 具有 正太 两 方面 的 长 远 影 响 ; 

1) “上 毕 到 哥 拉 斯 创立 了 数学 ,并 把 它 变 成 一 门 高 尚 的 艺术 ”( 公 
元 前 + 世纪 .科学 史家 欧 德 摆 斯 语 ). 

2) 数学 占卜 的 开始 . 
2.1.2 代数 结构 的 出 现 

对 自然 数 可 实行 两 种 运算 :加 法 和 乘法 .这 是 二 元 运算 . 对 每 一 
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对 有 序 的 自然 数 a 和 # ,存在 一 个 唯一 的 自然 数 c 和 dd .叫做 a 与 5 的 
和 及 a 与 的 积 , 记 为 
=a+yp, d= ab, 


它们 遵从 算术 基本 规律 ; 
1)ath=bta. 加 法 交换 律 
2) ab = ba. 乘法 交 
3) aa+(p+ce)= (ath)+e, 加 法 结合 律 
4) (ab)e = caor)， 羔 法 结合 律 
5) a(B+e)= abt ac. 加 乘 分 配 律 


直到 19 世纪 早期 ,代数 还 被 单纯 地 看 作 是 符号 化 的 算术 . 上 述 
五 条 成 为 自然 数 的 代数 中 总 成 立 的 性 质 .但 是 ,这些 性 质 是 符 导 的 、 
它们 可 以 用 于 自然 数 以 外 的 元 素 的 集合 .因此 ,这 五 条 忻 质 也 可 以 看 
作 蚌 其 它 完 全 不 同 的 元 素 体 系 的 性 质 . 它们 的 推理 构成 可 必用 于 上 
然 数 的 代数 ;显然 它们 的 推理 也 构成 谱 用 于 其 它 体 系 的 代数 .这 就 是 
说 ,许多 不 同 的 体系 有 共同 的 代数 结 析 . 这 五 条 基本 人 竹 质 可 看 作 是 对 
特殊 类 型 的 代数 结构 的 公设 .从 这 个 观点 考虑 .代数 不 再 上 束缚 于 算术 
上 ,而 成 为 纯粹 形式 的 演绎 研究 了 . 

1830 年 左右 ,上 述 代数 现代 观点 的 萌芽 出 埋 在 英国 数学 家 皮 考 
克 ((George Peacock ,1791 一 1858) 的 著作 中 .皮革 克 是 最 先 研 究 代 数 
基本 原则 的 大 之 一 .1830 年 .他 发 表 了 《代数 论著 》 一 书 ,试图 对 代数 
作出 塔 与 欧 几 时 得 “原本 ”比美 的 逻辑 处 理 . 他 赢得 "代数 的 欧 开 时 
得 ”的 称号 ,为 抽象 代数 的 诞生 升 了 先河 . 
2.1.3 逆 运 算 的 作用 

从 根本 上 讲 . 是 社会 牛 产 发 展 的 需要 推动 了 数学 的 发 展 . 但 十 这 
些 推动 是 通过 数学 白 身 矛盾 的 发 展 而 实现 的 .可 以 说 .社会 需求 是 动 
娓 ,数学 的 内 部 矛盾 是 林 杆 .两 者 缺 一 不 可 .下 摧 我 们 来 看 知道 运算 
在 数 的 扩充 中 所 起 的 作用 . 

人 类 历史 上 最 先 发 明 的 数 是 正 整数 ,或 者 叫 自 然 数 .它们 是 
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两 个 自然 数 之 和 仍 是 白 然 数 ,例如 5 与 7 的 和 是 12. 介 是 两 个 百 然 数 
的 差 ,就 不 一 定 是 自然 数 了 ,例如 5 减 7 就 不 再 趾 白 然 数 .为 了 使 减 
法 永远 可 能 ,我 们 需要 扩大 自然 数 的 集合 : 竺 个 自然 数 与 负 号 “-…” 结 
合 在 -起 ,产生 一 个 负 整 数 ,再 补充 一 个 新 符号 “0”, 读 .这样 
我 们 得 到 整数 的 集合 : 
4 3 2 -1.0,1.2.3.4， 

在 整数 集合 中 ,加 与 减 的 运算 总 是 屿 行 无 阻 的 :整数 集合 对 如、 减 运 
算是 封闭 的 . 自然 数 的 集合 没有 什么 有 趣 的 结构 ,可 基 一 号 加 和 人 0 和 
负 整数 ,这 个 集合 就 产生 了 交换 群 的 结构 . 

两 个 整数 相 乘 仍 是 整数 ,因而 在 整数 集合 中 乘法 也 畅行 无 阻 .但 
是 两 个 整数 机 除 就 叮 能 不 再 是 整数 ,这 就 引出 了 有 理 数 的 概念 - 

所 有 形 如 mm xz 的 数 的 集合 称 为 有 理 数 集 ,其 中 六 .都 是 整数 ， 
时 wn 了 闫 0. 有 理 数 集中 含有 全 体 整 数 与 通常 的 分 数 .每 个 有 理 数 有 无 
穷 儿 个 表示 法 ,例如 ,1 可 表示 为 1 外、，2 人 ,3/3,…, 肯 如 2/3 叮 表 示 
为 4X6,6 人 9,8/12,…. 分 数 mV/n 称 为 最 简 表 示 , 若 与 4 没有 公共 
素 因子 .在 伞 体 有 理 数 的 集合 中 ,加 \ 减 、 乘 、 除 都 可 申 行 无 阻 ( 当 然 ,0 
不 能 作 除 数 ) ,因而 有 理 数 对 四 则 运算 是 封闭 的 . 

这 里 需要 指出 的 是 ,上 面 所 述 的 数 的 扩充 过 程 古 从 逻辑 上 讲 的 . 
历史 的 实际 过 程 是 ,有 理 数 的 姓 生 远 在 0 与 负数 之 前 . 

但 是 ,有 理 数 的 开 方 不 再 是 有 理 数 ,这 就 引出 了 无 理 数 的 概念 . 
最 后 ,负数 的 开 方 引出 了 复数 . 数 概念 的 进一步 研究 改 在 下 面 上 节 . 

从 于 库 了 我 们 可 以 看 出 , 道 运算 在 数 的 扩充 中 起 着 重要 的 作用 .大 
于 逆 运 算 ,我们 有 两 条 经 验 :一 是 , 逆 返 算 的 运算 法 则 来 自 止 运算 , 轩 
此 比 止 运算 困难 ;二 是 ,着 运 算 引 出 新 东西 . 这 两 条 经 验 具有 普遍 意 
义 - 
2.4.4 有 理 数 的 稠密 性 


有 理 数 很 重要 ,是 人 们 实际 使 用 的 数 ,是 测量 长 度 .面积 ,体积 ， 


82.1 无理 数 的 诞生 23 ， 


温度 ,质量 等 各 种 量 的 工具 . 当 把 测量 的 刻度 逐渐 如 细 时 ,有 理 点 密 
密 麻 麻 到 钼 都 有. 这 是 一 个 重要 的 基本 事实 , 称 为 有 理 数 的 称 密 性 . 

定义 -~ 个 数 集 在 数 轴 上 是 稠密 的 是 指 , 在 数 轴 上 ,每 -- 个 不 
管 处 于 什么 位 置 ,也 不 论 是 多 么 小 的 区 向 (a ,5) 中 都 存在 着 这 个 数 
集中 的 点 . 

定理 4 有理 点 在 数 铀 上 是 向 密 的 . 

证 “根据 数 集 稠密 性 的 定义 ,要 证 有 理 点 在 数 轴 上 是 再 密 的 ， 
只 要 证 , 不管 多 么 小 的 区 间 (ao) ,也 不 管 它 落 在 数 轴 的 什么 位 置 
上 ,总 有 有 理 数 落 在 (a ,5) 中 . 

车 6 一 a 之 1, 则 区 同 (ta ,4) 的 长 度 大 于 瑞 相 分 整 数 间 的 间距 . 
因而 ,不 管 (a ,5) 位 于 数 轴 的 什么 地 方 ,总 会 有 -个 整数 落 站 (a ,pb) 
中 .这 样 -- 来 ,可 以 假定 5 一 a < 1. 我 们 又 可 假定 (a,b) 不 含 任 何 整 
数 , 否 则 定理 已 真 .这 样 (a ,5) 就 落 在 某 个 区 闻 fn,n + 1] 中. 

不 难看 出 ,我 们 只 需 证 明 有 理 数 在 10,1; 中 策 密 就 行 了 . 因为 如 
一 个 整数 = 就 可 以 把 这 一 结果 推广 侍 任 -一 区 间 [a ,nm + 1; 上 去 
了 了 .有理数 在 10,1; 内 的 稠密 狂 是 容易 证 则 的 : 

车 -a > 0.1, 则 必 有 AO0 EE (a.6), 其 中 € i,2,… ,9! 

若 5 一 a >0.01, 则 必 有 A00E (a,5), 基 中 E11,2,… ,991 

在 一 般 铺 况 下 ,把 x 坡 得 足够 大 ,使 得 1/x 小 于 会 间 (ca ,5) 的 长 
塘 就 可 以 了 ;这 时 总 有 一 个 和 有 有理数 x /n 落 在 该 区 间 上 . 

2.1.5 有理 数 域 

全 体 有 理 数 一 一 整数 和 分 数 ,仍然 满足 结合 律 ,交换 律 和 分 配 

律 . 而 吕方 程 


q+, ar= 
总 有 解 . 换 句 话说 ,在 有 理 数 的 范围 内 ,所 有 有 至 运算 一 一 加 , 减 ， 
乘 , 除 可 以 无 限制 地 进行 ,而 决 不 会 超出 这 个 范围 ,这 样 一 个 数 
的 集合 叫做 一 个 域 .有 理 数 域 是 我 们 遇 到 的 第 一 个 数 域 ,后 面 我 们 还 
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会 遇 到 其 它 的 数 域 .为 以 后 使 用 方便 ,将 数 域 的 性 质 罗 列 如 下 : 
1) 对 于 任意 两 个 数 ,它们 的 和 是 唯一 确定 的 . 
2) 对 于 任意 两 个 数 ,它们 的 积 是 唯一 确定 的 . 
3) 存 存 着 一 个 数 0, 它 具有 性 质 : 对 于 任意 4, 均 有 a 10 a. 
4) 对 于 每 一 个 数 4 . 均 存 在 一 个 数 ,适合 等 式 ea + x = 0. 
5) 满足 吉 法 交换 律 a rb = b+a. 
6) 满足 和 加 法 结合 律 (< + 5) c=at(b+te). 
7) 满足 乘法 交换 律 ab = ba. 
8) 满足 乘法 结 人 台 律 (apec = wu(be). 
9) 潍 法 对 加 法 适合 分 配 律 a(5+c) = abptac, {b+te)a 
ba tt cee. 


10) 对 每 一 个 数 a 以 及 每 一 个 数 5 隆 0, 作 在 唯一 的 数 x ,满足 等 


成 hr = a. 
数 上 碱 足 期 象 代数 中 的 一 个 基本 概念 .本 讲座 中 我 们 还 会 碰 到 新 
的 数 域 . 


问 - -个 问题 :从 0 和 1 出 发 .通过 有 了 理 运 算 吕 省 构造 出 全 部 有 理 
数 ? 答 案 古 肯定 的 :可 以 .通过 加 法 可 以 构造 由 2,3,4, 以 至 任何 自然 
数码; 通过 减法 可 以 得 到 企 体 整数 ;通过 除法 就 叮 以 得 出 全 体 有 理 数 
广 . 挫 后 我 们 将 给 由 这 段 话 的 儿 何 解释 . 

英国 数学 家 哈代 说 :“ 数 学 家 跟 画 家 或 诗人 人 一样 ,也 是 造型 家 ”. 
从 中 和 1 出 发 .通过 有 理 运 算 构 造 出 全 部 有 理 数 ,是 我 们 见 到 的 第 - 

而 理 数 域 ,克服 了 自然 数 系 的 缺陷 ,相对 说 来 是 比较 完美 的 :对 
四 则 运算 是 封闭 的 , 击 且 具有 稠密 性 . 它 为 l1 常 测量 提供 了 -个 重 览 
的 工具 .因此 古 希 腊 人 人 曾 没 想 它 是 间 一 条 无 限 长 直线 上 的 点 相对 应 
的 一 个 从 小 到 大 的 量 的 连续 排列 的 长 河 .但 是 这 种 关于 数 的 连续 性 
的 设想 ,这 种 算术 与 几何 自然 和 谐 的 美妙 图 象 ,不 久 却 被 希腊 人 自己 
证 明 是 完全 错误 的 . 
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毕 达 琳 拉 斯 学 派发 现 了 勾 股 定理 ,不 和 久 他 的 学 派 就 发 现 了 雹 理 数 . 
2.1.6 第 一 次 数学 危机 

在 古代 的 数学 家 看 来 与 有 理 数 对 应 的 点 充满 了 数 轴 ,现在 尚未 
深入 了 解数 轴 人 性 质 的 人 也 会 这 样 认为 .因此 , 当 发 现在 数 轴 上 存在 不 
与 任何 有 理 数 对 应 的 一 些 点 时 ,在 当时 人 们 的 心理 上 引起 了 概 大 的 
震惊 .这 个 发 现 是 早期 希腊 人 的 重大 成 就 之 一 . 它 是 在 公 丈 前 5 计 纪 
或 6 世纪 的 某 一 时 期 由 毕 达 哥 抗 斯 学 派 的 成 员 首 先 获得 的 . 这 是 数 
学 史上 的 一 个 里 程 矿 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派发 现 , 没 有 任何 有 理 数 与 数 轴 


图 2.34 

上 -的 这 样 一 点 相对 应 (图 2 - 4): 上 距离 OP 的 长 度 . 它 等 于 边 长 为 1 的 
正方 形 的 对 角 线 长 .后 来 ,又 发 现 数 轴 上 还 存在 许多 点 也 不 对 应 于 任 
何 有 理 数 .因此 ,必须 发 明 一 些 新 的 数 ,使 之 与 这 样 的 点 相对 应 ;因为 
这 些 数 不 能 是 有 理 数 , 所 以 把 它们 称 为 无 理 数 . 

根据 勾 股 定理 , 边 作为 1 的 正方 形 的 对 角 线 其 长 度 为 02 ,为 了 证 
明 点 只 不 能 出 一 个 有 理 数 表示 ,只 须 证 明 v2 是 无 理 数 即 可 . 

定理 $ ”v3 是 无 埋 数 . 

证 骨 要 用 算术 基本 定理 (其 证 明 见 第 四 讲 ). 

算术 基本 定理 。” 设 4 > 1 晨 任 一 下 整数 , 则 

«= Ppp., 

其 中 p,(1 守 7 渤 xs) 是 素数 ,在 不 计 次 订 的 意义 下 ,表示 成 是 唯一 的 . 

定理 5 的 证 阴 ” 今 出 反 证 法 证 明 , 即 假定 定理 的 结论 不 成 立 , 从 
面 引出 -一 个 矛盾 . 现在 假设 Y2 不 是 无 理 数 ,而 是 有 理 数 , 则 WY2 = 
be ,其 中 户 和 4 是 整数 ,月 没有 公共 素 因数 .于 是 
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P= gv2, 
平方 得 p> = 29°. 
它 断 定 , 记 的 平方 是 4 的 平方 的 两 倍 .我 们 必需 证 明 -- 个 自然 数 的 平 
方 决 个 可 能 是 另 一 个 自然 数 的 平方 的 两 倍 (不 包括 0 = 2 x 02). 
设 p 表示 为 @ 个 素 因 数 的 乘积 : 
p= pp pa 
4 表示 为 * 个 素 因 数 的 乘积 : 
gg dg2 Ge 
于 是 , 轨 是 24 个 素数 的 秉 积 ,g* 是 2e 个 素数 的 乘积 .这 样 ,2g? 是 2e 
+ 工 个 素数 的 乘积 ,因为 它 有 额外 的 素 因 数 2. 

请 分 解 成 素数 的 数 日 是 偶数 ,24: 分 解 成 素数 的 数 上 月 是 奇数 ,这 
违反 了 算术 基本 定理 .这 个 央 慎 泪 明了 不 存在 平方 是 2 的 有 理 数 .v2 
是 有 理 数 导致 了 矛盾 .因此 必须 放 奔 这 个 俱 设 .定理 证 毕 . 

注意 ,在 推理 中 使 用 的 数字 2 的 唯一 的 性 质 是 2 是 素数 ,因此 . 
同样 的 推理 可 以 证 明 : 

定理 6 ”任何 素数 的 平方 根 都 是 无 理 数 . 

新 的 情况 是 v6 如 何 ?6 既 不 是 素数 也 不 是 一 个 自然 数 的 平方 , 伍 
v6 仍 是 无 理 数 .要 证 明 v6 是 无 理 数 ,简单 模仿 上 面 的 推理 是 行 不 通 
的 ,因为 

Pp = 6 ” 
偶数 个 泰 数 的 乘积 两 个 素数 的 乘积 偶数 个 素数 的 屠 积 
(无 矛 秆 ) 

因而 , 需 对 推理 稍 作 修 改 . 我 们 不 去 计算 素数 的 总 数 ,而 仅仅 计 
算 请 利 6g? 分 解 成 素数 时 2 的 数 日 

p>? ”; 素 内 数 分 解 中 ,有 偶数 个 2( 或 0 个 2) 

和 : 束 因 数 分 解 中 ,有 偶数 个 2( 或 0 个 2) 

6 : 素 因 数 分 解 中 ,有 1 个 2 
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可 见 ,在 6g? 的 素 风 数 分 解 中 ,有 奇数 个 2. 这 个 矛盾 证 明 V6 是 
无 理 数 . 

沿 着 这 个 改进 的 推理 前 进 , 串 以 确定 哪些 白 然 数 有 有 理 数 的 平 
方 根 , 哪些 自然 数 有 无 理 数 的 平方 根 . 

定理 7 如 果 在 自然 数 A 的 素 因 数 分 解 中 ,至少 布 : -个 素数 出 
现 奇 数 次 , 姥 么 VA 是 龙 理 数 ， 

例如 ,6 ,v8 ,v22,… ,等 都 是 无 理 数 . 

定理 8 如果 在 自然 数 A 的 素 内 数 分 解 中 ,每 一 个 素数 都 出 现 
俩 数 次 ,那么 v A 是 有 有 理 数 . 

例如 ,y4 ,V16,… 等 都 是 有 理 数 . 

无 埋 数 的 发 现 推翻 了 半期 希腊 人 坚持 的 另 -- 信 念 :给 定 任何 两 
个 线段 ,必定 能 找到 第 = 个 线段 ,也 许 很 短 ,使 得 给 定 的 线段 都 是 这 
个 线段 的 整数 倍 .事实 外, 印 使 现代 大 也 会 这 样 认 为 .如 果 他 还 不 知 
道 情况 并 韭 如 些 的话. 现在 我 们 取 - -个 正方 形 , 设 它 的 边民 为 ,对 
角 线 长 为 ,并 知道 4 = ; V2. 取 定 这 两 个 线段 ;如 果 存 在 第 二 个 线 
段 1 .使 得 ;和 dd 都 包含 : 的 整数 和信, 我 们 就 有 = gt,d = pt .这 里 
Pd 是 整数 .由 以 = sy2 得 pr -giv2, 从 而 户 = gy3, 即 Y2 = pA/g, 
这 是 -- 个 丰 理 数 ,与 定理 1 相 芽 慎 . 这 说 明 存 在 不 可 公 度 的 线段 . 即 
不 共有 共同 度量 的 线段 . 
2.1.7 历史 意义 

第 一 次 数学 危机 表明 ,当时 项 腊 的 数学 已 经 发 展 到 这 样 的 阶段 : 

1) 数学 已 由 经 验 科学 变 为 演绎 科学 . 

2) 把 让 明 引 人 车 数 学 . 

3) 演绎 的 思考 首先 出 现在 几何 学 中 ,而 不 是 在 代数 学 中 .使 几何 
其 有 更 如 重要 的 地 位 .这 种 状态 一直 保 持 到 管 尺 儿 和 解析 几何 的 诞生 . 

中 国 . 埃 太 , 巴 比 抢 ,印度 等 国 的 数学 没有 经 历 这 样 的 危机 , 因 测 

- 直 停 留 在 实验 科学 , 即 算 术 的 阶段 .希腊 则 走 -了 完全 不 同 的 道 

路 ,形成 了 欧 几 里 得 的 《有 几何 原 本 》 与 亚 里 十 多 得 的 到 辑 体 系 , 而 成 
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为 现代 科学 的 始祖 . 

在 当时 的 所 有 民族 中 为 什么 只 有 希腊 人 认为 几何 事实 必需 通过 . 
合乎 逻辑 的 论证 而 不 能 通过 实验 来 建立 ?这 个 厚 因 被 称 为 希 障 的 奥 
秘 ,这 个 奥秘 值得 探索 . 

总 之 ,第 一 次 数学 危机 是 人 类 文明 中 上 的 重大 事件 . 

2.1.8 第 一 次 危机 的 消除 

无 理 数 与 不 可 公 庶 景 的 发 现在 毕 达 哥 拉 斯 学 派 内 部 引起 了 极 大 
的 震动 .首先 ,这 是 对 毕 达 哥 拉 斯 哲学 思想 的 核心 . 即 “ 万 物 租 依 束 于 
整数 ”的 致命 一 击 ; 赋 然 像 x2 这 桩 的 无 埋 数 不 能 写成 两 个 整数 之 比 ， 
那么 它 究 竟 怎 样 依赖 于 整数 昵 ? 其 次 ,这 与 通常 的 直觉 相 予 盾 ,因为 
人 们 在 直观 上 总 是 认为 任何 两 个 线段 都 是 可 公 度 的 . 而 毕 达 基 拉 斯 
学 派 的 比例 和 相似 形 的 全 部 理论 部 是 建立 在 这 -- 假 设 之 .上 的 ,突然 
之 间 基 础 韧 塌 了 ,已 经 确 半 的 几何 学 的 太 部 分 内 容 必须 抛弃 ,因为 它 
们 的 证 明 失 效 了 .数学 基础 的 严重 危机 煤 发 了 . 这 个 “逻辑 下 的 丑闻 ” 
是 如 此 可 怕 ,以 伊 毕 达 理 拉 斯 学 派对 此 严守 秘密 .据说 米 太 旁 登 的 看 
帕 苏 斯 把 这 个 秘密 进 露 了 出 去 ,结果 被 抛 进 大 海 , 还 有 一 种 说 法 足 ， 
将 他 逐 出 学 深 , 并 为 他 立 了 一 个 墓 原 , 说 他 已 经 死 了 . 

这 个 “逻辑 :的 居 闻 ”是 数学 基础 的 第 一 次 危机 , 既 不 容易 .也 
不 能 很 快 地 被 消除 . 大约 丰 公元 前 370 年 ,才华横溢 的 希腊 数学 家 网 
多 克 索 斯 以 及 柏拉图 和 毕 达 哥 摘 斯 的 学 生 阿 契 塔 给 出 两 个 比 相等 的 
定义 ,从 而 瑟 妈 地 消除 了 这 一 “ 卫 逆 ”他们 给 出 的 定 文 与 所 涉及 的 量 
是 理 可 公 度 无 鞠 . 其 实 这 也 是 自然 的 ,因为 两 个 线段 的 比 本 来 与 第 三 
个 线段 无 关 . 当然 从 理论 上 彻底 克服 这 一 危机 还 有 待 于 现代 实数 理 
论 的 建立 . 在 实数 理论 中 ,无理 数 可 以 定义 为 有 理 数 的 极限 .这 样 又 
恢复 了 毕 达 本 拉 斯 的 “万 物 名 依赖 于 整数 ”的 思想 . 

2.1.9 层次 
数学 概念 是 以 某 种 方式 按 层 次 安排 的 ,每 一 层次 的 概念 和 白 身 相 
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互 之 间 以 及 与 届 于 上 .下 层次 的 概念 之 间 被 一 些 复杂 的 关系 联系 着 . 
自 上 而 下 ,层次 越 深 ,思想 就 越 深 刻 , 一 般 说 玉 也 更 困难. 无理 数 概念 
比 有 理 数 酸 念 深刻 .下 曾 将 研究 更 深层 次 的 概念 . 
2.1.140 反 证 法 

在 证 明 vy2 是 天理 数 的 时 候 我 们 用 了 反 评 法 . 反 让 法 是 数学 中 经 
常 使 用 的 一 种 方法 ,需要 给 出 进步 的 说明 .以 帮助 壮 者 头 渐 掌握 这 
一 证 明 方 法 .我 们 知道 ,一 个 定理 .或 者 一 个 命题 .可 能 是 正确 的 ,也 
让 能 是 铺 误 的 .因此 .要 想 知 道 -个 命题 下 位 与 个 就 再 要 期 以 证 明 
位 是 . 夏 些 数学 命题 给 出 青 接 证 明 是 很 瞩 难 的 ,而 用 反 证 法 证 明 监 简 
易 得 多 . 有 此 定理 ,至 分 除了 上 及 证 法 以 外 还 不 能 给 出 其 它 证 
明 . 黄 至 有 这 样 的 定理 , 它 可 以 用 反 证 法 证 明 . 但 由 于 这 个 定理 本 也 
的 特点 .即使 在 原则 上 也 不 可 能 给 出 直接 的 构造 性 证 明 . 我 们 再 先 举 
一 个 使 用 反 证 法 的 简单 实例 . 

例如 ,有 科技 节 .外 文 节 ,文艺 节 闪 10 木 .证 明 : 在 这 一 种 书籍 
中 ,至少 有 一 种 书籍 至 少 有 四 本 

假如 我 们 采用 直接 证 法 .就 要 把 这 三 种 虑 十 本 书籍 中 每 种 蔬 出 
现 的 各 种 可 能 者 毫 扰 遗漏 地 考虑 到 .我 们 把 各 种 情况 列 成 下 表 : 


科技 书 10 9 9 8 8 8 7 7 373 37 0 0 0 
外文 有 0 0 1 0 1 20 1 2 3 0 
交 艺 书 0 0 
这 he ee 种 可 能 情况 的 上 .从 这 个 表 中 可 以 看 
,不管 出 现 哪 种 情况 ,这 十 本 书 中 至 少 存 一 种 书 不 少 于 上 由 木 ,这样 


te 人 

但 是 .这 种 直接 证 明 的 方法 是 多 么 竟 囊 吊 ! 守 守 是 十 对 书 ，: 大 
类 .如 果 是 一 百 本 书 九天 类, 甚至 更 多 的 书 ,更 多 的 类 . 岂 不 是 更 复杂 
吗 ? 


所 以 这 种 命 同 就 不 适宜 用 直接 让 法. 我 们 用 上 反 证 法 来 证 明 . 假 定 
命题 的 结论 不 对 , 即 每 种 书籍 至 多 有 三 本 , 却 么 这 些 书籍 的 总 和 将 鼓 
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多 是 九 本 .这 与 已 给 条 件 凶 盾 ,命题 就 这 样 被 证 遇 了 . 

应 用 反 证 法 证 明 一 个 命题 时 ,一 般 往往 采用 如 下 的 步骤 : 

1) 假定 命题 的 结论 不 成 立 . 

2) 进行 一 系列 的 排 埋 . 

3》 在 推理 过 程 中 出 十 了 下 列 情况 中 的 一 种 : 

{1) 与 已 知 条 件 矛 盾 :; 

(2) 与 公理 矛盾 ; 

《3) 与 已 知 定理 矛盾 . 

4) 由 于 上 上述 序 盾 的 出 现 . 可 以 断 证 :原来 的 假定 “结论 不 成 立 ” 
是 错误 的 - 

5) 肯定 原来 命题 的 结论 是 政 确 的 . 

总 之 ,用 反 证 法 证 明 命题 实际 上 是 这 样 一 个 思维 过 程 :我 们 假定 
“结论 不 成 立 ”, 结 论 一 不 成 立 就 会 出 现 毛 病 , 这 个 毛病 是 通过 与 已 知 
条 件 矛 盾 ,或 者 与 公理 .定理 矛盾 的 方式 暴露 出 米 的 . 这 个 毛病 是 怎 
么 造成 的 呢 ? 我 们 的 推理 没有 错误 ,已 知 条 件 ,已 知 公理 、 定 埋没 有 错 
误 , 这 样 , 唯 -` 有 错误 的 地 方 就 是 一 开始 假定 的 "结论 不 成 立 ”有 有 错 
误 .“ 结 论 不 成 立 ” 与 "结论 成 立 ” 必 然 有 一 个 止 确 ,既然 "结论 不 成 
立 ” 有 错误 ,就 肯定 结论 必然 成 六 了 . 

反 证 法 也 称 为 轨 沁 法 . 著名 的 英国 数学 家 G.H. 哈代 {Hardy。 
1877 一 1947) 对 于 这 种 证 明 方 法 作 过 一 个 很 好 的 评论 . 伍 棋 类 比赛 
中 ,经常 采用 一 种 策略 是 “和 奔 子 取 势 ” 笨蛋 一 些 模子 以 换取 优 
势 .哈代 指出 , 归 亦 法 是 远 比 任何 棋 术 更 为 商 超 的 一 种 策略 : 桃 于 可 
以 轩 牲 的 是 几 个 棋子 , 侧 数 学 家 可 以 牺牲 的 却 是 整个 一 扒 棋 . 归 诸 法 
就 是 作为 一 种 可 以 想像 的 最 了 不 起 的: -种 策略 而 产生 的 . 


习 题 


1. 求证 V33 是 无 理 数 . 
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2. 若 Pa 是 奇数 , 则 方程 rz + pr + g = 0. 
(a) 不 可 能 在 等 报 ;(b) 不 可 能 有 整 根 . 
3. 证 明 素 数 的 个 数 是 盛 限 的 . 
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不 管 学 过 数学 的 人 ,还 是 没有 学 过 数学 的 人 ,脑子 果 都 有 一 -个 
无 限 大 的 概念 如 像 无 限 的 时 间 ,无 限 的 空间 , 直线 上 有 无 穷 多 点 ,0 
除 1 是 无 穷 大 ,等 等 .所 以 , 俩 实 存在 着 一 些 无 穷 大 的 数 ,再 如 ,所 有 
整数 的 个 数 ”,“- -条 直线 上 所 有 的 点 的 个 数 ", 显然 它们 者 是 无穷 大 
的 .关于 这 些 数 , 除 了 说 它们 是 无 穷 大 外 ,我 们 能 比较 两 个 无 穷 大 的 
数 吗 交 所 有 整数 的 个 数 ” 和 "一 条 直线 上 所 有 点 的 个 数 ” 究竟 哪个 大 
E70 

乍 看 之 下 .上面 的 问题 使 人 发 莹 :这 问题 有 意义 吗 ? 两 个 无 穷 大 
的 数 能 比较 蚂 ? 但 是 , 德国 著名 数学 家 G . 康 托 外 (Georg Cantor 
1845 一 1918) 认真 思考 了 这 个 问题 . 

- -对 应 的 概念 一 直 是 计数 有 限 集合 的 根据 . 康 托 处 从 1874 年 
起 发 碟 了 -一 系列 重要 文章 ,应 用 这 -概念 来 计数 无 限 集合 ,从 而 产生 
了 关于 超 限 数 要 至 论 .这 在 数学 发 展 史 上 是 一 个 重要 的 里 程 珠 . 
2.2.1 一段 富有 启发 性 的 历史 对 话 

合 利 上 略 曾 用 意大利 文 写 耳 两 部 有 名 的 专 论 .部 是 关于 天 文学 
的 , 题 日 是 “关于 托 勒 密 和 哥 白 忆 两 大 世界 体系 的 对 话 "(The Two 
Chief Systems,1632) ,论述 了 托 贰 密 和 谨 白 尼 的 宇宙 观 . 另 一 -部 是 关 
于 物理 学 的 , 题 日 是 < 关于 两 种 新 们 党 的 对 话 》(The Two New 
Sciences,1638). 在 两 部 莹 作 中 部 采用 了 三 个 文艺 复兴 时 期 的 绅 上 上 对 
话 的 形式 : 见 广 误 多 的 科学 家 艾 尔 维 阿 幕 ,才智 犀利 的 普通 人 沙 格 列 
陀 和 让 统 的 亚 电 十 多 德 派 辛 普 利 印 . 下面 转 载 第 二 部 书 中 的 -- 段 对 
话 , 从 这 段 对 话 可 以 看 出 仇 利 上 略 已 认识 到 无 限 大 的 某 些 性 质 .让 我 们 
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仔细 地 把 谈话 的 论点 检查 -- 下 ,确定 哪些 观点 是 正确 的 ,哪些 观点 是 
错误 的 ,然后 提出 康 玫 尔 的 基本 发 现 ， 

辛 普 利 碌 :“ 现 在 有 一 个 我 解决 不 了 的 难题 .很 清楚 ,由 于 我 们 nJ 
以 有 一 条 比 另 一 条 线段 更 长 的 线段 ,其 中 每 一 条 都 包 售 着 无 穷 数 目 
的 点 .所 以 我 们 就 不 得 不 承认 ,对 -- 条 线段 和 线段 内 的 所 有 点 来 说 ， 
我 们 有 比 无 限 还 要 大 的 东西 ,因为 长 线段 上 的 无 限 的 点 比 短线 段 虐 
的 无 限 的 点 要 多 .这 种 赋予 一 个 无 限 的 数量 以 大 于 无 限 的 值 的 做 法 
使 我 无 法 理解 .” 

萨 尔 维 阿 蒂 :" 这 是 当 我 们 企图 以 有 限 的 智力 讨论 无 限 , 并 赋 于 
它 我 们 给 有 限 的 东西 同样 的 禾 厦 时 所 出 琉 的 因 难 .但 是 我 认为 这 样 
做 是 错误 的 ,因为 我 们 对 一 个 左 限 的 量 不 能 说 它 大 于 .小 于 或 等 于 另 
一 个 无 限 的 量 . 要 证 明 这 一 点 ,我 进行 了 推理 ,为 了 清楚 起 抑 ., 我 将 以 
向 提出 这 种 困难 的 辛 普 利 邱 提 问 的 形式 氢 述 这 个 问题 .我 认为 你 当 
然 知 道 哪 些 数 是 平方 数 ,而 哪些 数 丰 是 .” 

辛 普 利 抒 :… 我 当然 知道 一 个 平方 数 是 由 某 一 个 数 自 乘 后 得 到 
的 :从 而 4,9 等 数 是 平方 数 ,它们 是 由 2.3 等 数 自 乘 后 得 到 的 ” 

萨 尔 维 阿 蒂 :“ 很 好 ,而 你 也 知道 乘积 呀 微 平方 数 , 而 册子 蚂 做 
根 ; 另 一 方面, 由 两 个 不 相等 的 因子 组 成 的 数 不 是 平方 数 .因此 ,我 说 
包括 平方 数 和 非 平 六 数 住 内 的 所 有 数 比 单独 的 平方 数 多 ,对 不 对 ?” 

辛 普 利 抒 :当然 是 这 样 ” 

陛 尔 维 阿 带 : “如果 我 进一步 问 究 竞 有 多 少 平方 数 ,一 个 可 能 的 
答案 基 .存在 着 和 对 应 的 根 一 样 多 的 平方 数 ,因为 每 个 平方 数 都 丰 它 
和 让 已 的 很 , 合 时 每 个 毕 方 数 只 有 .个 杠 ”. 

辛 普 利 邱 : 正 是 这 样 ”. 

萨 尔 维 阿 蒂 : 但是, 如果 我 追问 究竟 有 多 少 个 根 .那么 不 能 知 
认 , 有 多 少 个 数 就 有 多 少 个 根 , 因为 每 个 数 都 是 某 个 平方 数 的 根 . 这 
就 使 得 我 们 必须 这 样 假 定 : 有 多 少 个 数 就 有 多 少 个 平方 数 .…'- 不 得 
不 承认 ,平方 数 和 所 有 的 数 的 总 用 一 样 多 .” 
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沙 格 列 陀 : "在 这 种 情况 下 ,人们 必须 得 出 什么 结论 呢 ?” 

萨 尔 维 阿 蒂 :我 认为 到 现在 为 止 ,我 们 只 能 这 样 狂想 :所 有 的 数 
的 总 数 是 无 限 的 ,平方 数 的 数目 是 无 限 的 ,'… 平方 数 的 数目 既 不 少 
于 拟 有 数 的 总 数 ,而 后 者 也 不 多 于 前 者 .最 后 ,对 无 限 来 说 ， 等 于 "， 
“大 于 ', “小 于 ” 等 访 镍 是 不 能 使 用 的 , 它 能 使 用 于 有 限 的 数量 .” 


二 面 是 一 段 很 精采 的 对 话 , 它 说 明 远 在 康 托 尔 的 集合 论 创 始 之 
前 ,伽利略 已 经 对 无 限 有 了 很 好 的 理解 .这 段 对 话 较 长 ,这 里 作 一 简 
要 总 结 : 
1) 任何 线段 都 包含 无 限 个 点 . 
2) 线段 [0,2] 包含 线段 [0,1], 因 而 线段 [0,2] 比 线 段 [0,1] 含 
更 多 的 点 -出 现 了 比 无 限 还 大 的 量 , 辛 普 利 邱 不 能 理解 . 
3) 萨 尔 维 阿 带 证 明了 ,自然 数 和 它 的 平方 数 可 建立 一 一 对 应 : 
1 2 3 2 an 
1t 1 1 
1 4 9 2 ni 
4) 萨 尔 维 阿 蒂 座 为,“ 等 于 ",“ 大 于 ",“ 小 于 " 等 属性 不 能 使 用 于 
无 限 的 数量 . 因而 他 在 一 开始 就 指出 ,不 能 以 有 限 的 智力 来 评论 无 
限 . 
还 有 一 部 分 谈话 ,这 里 没 存 摘录 .在 那 段 谈话 里 萨 尔 维 阿 蒂 承认 
自己 有 -- 个 问题 还 解决 不 了 上 .这 个 问题 是 
5) 他 还 找 不 出 [0.1] 区 间 的 点 与 金 体 整数 的 一 一 对 应 . 
2.2.2 对 谈话 的 分 析 和 解答 
现在 我 们 来 分 析 这 段 对 话 , 弄 清楚 其 中 哪些 是 正确 的 ,哪些 足 错 
误 的 ,并 由 此 引出 康 托 尔 的 理论 .我 们 需要 集合 论 的 最 初步 的 知识 ， 
这 些 都 是 读者 在 初等 数学 中 已 经 熟知 的 东西 . 
结论 1) 很 容易 回答 . 设 [a ,5#] 是 任意 一 个 区 间 , 其 中 a < 都 是 
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实数 . 易 见 ,点 集 
a tp- a) En ,2.30 


的 数目 是 无 限 的 ,它们 都 在 区 间 ia.5] 中 . 

设 A 与 B 为 两 个 有 限 集 ,自然 会 发 生 下 面 的 问题 :它们 所 会 元 
素 的 个 数 是 否 相同 ,我 们 可 以 数 一 下 每 一 集 所 含 元 素 的 个 数 是 多 少 ， 
从 所 得 的 数字 是 否 相 阿 就 可 以 解决 这 个 问题 .但 是 不 数 也 可 以 解决 
奇 题 , 例如 


A= iad ed el!, 
B= eB,y,6.e!. 
如 果 我 们 细 察 下 面 的 表 ， 


4[s|elcla|: 
Bcl8lrlsl*s 
我 们 虽然 不 数 ,也 晓得 A 与 8B 的 元 素 个 数 是 相同 的 . 

上 面 所 用 的 比较 法 有 这 样 个 特征 :对 于 一 个 集 的 每 一 个 元 素 ， 
另 一 个 集中 有 一 个 并 内 只 有 … 个 元 素 和 它 对 应 ,反之 亦 然 .这 个 比较 
法 的 优点 是 它 也 可 以 用 于 无 限 集 .例如 , 设 NN 为 白 然 数 全 体 的 集 .而 M 
为 所 有 形 如 ] /rn 的 数 全 体 ,用 对 应 法 ,将 计 中 的 对 应 于 MM 中 的 17n: 


N 1 2 | 3 4 加 
M 1 12 | 13 1314 | … 


立即 可 以 看 到 N 与 M 所 含 元 素 是 一 对 … 对 地 配 得 起 来 的 . 

现在 我 们 给 配对 无 余 的 概念 以 精确 的 定义 : 

定义 ” 设 和 与 B 为 二 集 .具有 下 面 性 质 g: 使 A 的 任 一 把 素 4. 
有 B 的 唯一 元 素 &5 与 之 对 应 ,并 朋 使 B 的 任 一 元 素 5, 也 有 A 的 唯一 
元 素 4 与 之 对 应 ,此 时 称 op 建 立 了 A 与 B 的 一 对 一 的 对 应 (简称 -… 
对 应 ). 

定义 ” 若 人 与 召 间 能 建立 一 对 一 的 对 应 , 则 称 A 与 B 是 "对 等 ” 
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的 .或 者 称 它 们 的 势 是 相同 的 .此 事 记 作 
A~B. 
不 难 明 白 , 两 个 有 限 集 只 有 当 它 们 的 元 素 的 个 数 是 相同 时 才 是 对 等 
的 .由 上 可 见 ,“ 其 势 相同 " 一 语 乃 是 有 限 集 元 素 “ 个 数 相同 ”的 直接 
扩充 . 
下 面 举 儿 个 对 等 集 的 例子 . 


5 图 2 -6 


设 4 与 B 是 一 个 长 方形 的 一 对 平行 边 上 点 的 集 ( 图 2 . 5) , 则 六 
~ B. 

设 A 与 8 是 两 个 同心 赔 周 上 点 的 集 (图 2 - 6), 异 然 4 ~ 8B. 

所 要 注意 的 ,此 时 车 将 此 二 疫 局 展开 为 直线 , 则 此 段 的 长 并 
不 相同 ,这 个 例子 告诉 我 们 ,一 个 较 长 的 线段 并 不 含有 “更 多 的 " 点 ， 
这 种 现象 ,山下 例 更 为 显然 .假设 A 表示 直角 三 角形 斜 边 上 点 的 集 ， 
互 表示 底 边 上 点 的 集 , 那 么 由 图 2 - 7. 可 以 看 到 4 ~- 吾 , 晶 然 底 边 的 
长 小 于 斜 边 - 如 果 我 们 将 底 边 覆盖 在 斜 边 的 上 面 .那么 B 就 成 为 A 
的 子 集 , 并 且 足 A 的 真子 集 (B 是 4 的 真子 集 乃 是 :B 己 4 ,但 
吕 了 A). 

此 外 我 们 青 举 一 个 例子 . 

设 N 表示 自然 数 全 体 的 集 , 而 M 为 偶数 的 全 体 : 
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图 2 7 
N= jai,M = i2ni. 
将 此 二 集 用 于 法 使 成 一 -- 对 应 : 
NI|213134 
M|2 8 
则 M 与 N 是 对 等 的 ,虽然 MM 是 NN 的 真子 集 .因此 得 到 :“ 自 然 数 有 多 
少 ,偶数 也 有 多 少 ”. 

从 而 六 普 利 凶 的 论断 “由 长 线 跨 上 上 的 点 组 成 的 无 限 览 大 于 短线 
段 三 的 点 组 成 的 无 限 ”就 不 正确 了 ,因为 这 两 个 集合 是 对 等 的 ,虽然 
一 个 集合 是 另 一 个 集合 的 真子 集 . 

这 个 现象 似乎 是 奇怪 的 ,因为 它 不 可 能 在 日 常生 活 中 发 生 . 

不 难 检查 ,集合 1 ,2,3,41 不 与 它 的 任何 个 真子 集 对 等 . 这 说 
明 有 限 集 与 无 限 集 间 存在 着 本 质 上 的 差别 . 

3.2.3 有理数 集 是 可 数 的 

定义 凡 与 集 N 对 等 的 集 A 都 叫 作 可 数 集 ,或 称 集 A 是 呀 数 
的 ， 

定理 1 正 有 理 数 的 集合 是 可 数 的 . 

证 为 每 个 有 理 数 可 以 写成 a jb 的 形式 ,这 里 a,b 部 是 整 
数 , 所 以 我 们 可 以 把 全 体 正 有 理 数 用 下 面 的 方 阵 排出 来 .使 得 w 必 
看 第 a 列 第 5b 行 . 

所 有 的 正 有 理 数 都 可 以 按照 这 样 的 方法 排 起 来 :从 1 开始 沿 水 
F 线 向 右 走 到 下 一 个 位 置 2. 作 为 序列 的 第 2 个 数 .然后 沿 斜 线 向 下 


9 


1 一 2 3 一 4 5 —> 
AT 
1 2 了 3/2 4 5 
7 
届 了 2 3 4/3 5/3 
A 

1/4 了 2/4 3/4 47A4 SA4 
17 


1 2/5 3/5 4 SA 


走 到 第 1 列 的 172, 作 为 序列 的 第 3 个 数 ,再 得 让 向 下 走 到 1/3 .作为 
序列 的 第 4 个 数 .… 如 谋 所 示 的 那样 直下 去 ,我们 香 到 序列 
1,2,172.1/3.2/2.3,4,3/2,2/3,1/4,175,…. 

住 这 个 序列 中 消 掉 所 有 的 分 数 a 仿 ,其 中 必 , 有 公 轩 子 .于 是 每 
个 下 有理数 * 作为 最 简 分 数 只 在 上 面 的 序列 中 出 现 一 次 .这 样 一 来 ， 
我 们 得 到 序列 

1,2,1/2,1/3,3,4,3/2,2/3,1/4,1/5,.… 

这 个 序列 中 包含 每 一 个 止 有 理 数 , 并 且 只 包含 -次 . 这 就 证 明 
了 , 企 有 理 数 的 集合 是 可 数 的 . 

定理 2 -个 有 限 集 和 -个 可 数 集 如 友 公 共 无 率 , 孝 么 它们 的 
和 集 是 可 数 集 

证 设 和 为 有限 集 .日 为 可 数 集 : 


A= aaa 
Be bib. 
它们 的 和 集 S 可 以 上 开 示 为 
S = jana sans birbas!. 


在 重新 编号 后 可 看 出 .S 是 一 个 可 数 集 . 
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不 难看 出 ,在 假定 中 去 掉 无 公共 元 素 一 语 ,定理 仍 然 正 确 . 下 面 
用 个 定理 中 ,这 个 条 件 也 可 去 掉 . 
定理 3 两 两 不 相交 的 存 限 个 下 数 集 的 和 集 是 可 数 的 . 
证 ”我 们 只 对 二 个 被 如 集 的 情况 各 以 还 明 ,由 此 可 看 出 论断 的 
有 役 性 . 设 A,8,C 是 三 个 可 数 集 : , 
A= jaivaavas…|， 
B= Nbi,bab3s'!, 


C= leccar!, 
那么 它们 的 和 集 S 可 以 写成 
号 一 alypicvyazybaycayeaay 


所 以 S 是 可 数 的 . 

系 1 全 体 整 数 的 集合 可 数 的 . 
到 为 全 体 整 数 的 集合 是 正身 数 的 集合 , 负 整 数 的 集合 和 只 含 0 
的 集合 的 二 个 集合 的 和 和 集 . 
系 2 多 体 有 理 数 的 集合 可 数 的 . 
因为 全 体 有 理 数 的 集合 是 正 有 理 数 的 集合 , 负 有 埋 数 的 集合 
只 傅 0 的 集合 的 三 个 集合 的 和 和 集 . 

定理 4 ”两 两 不 相交 的 串 数 个 有 限 集 的 种 集 是 可 数 的 . 

证 设 Ai(k = 1,2,3,…) 是 两 两 不 相交 的 可 数 个 有 限 集 : 

Ai = a, qz ag} 


A = jbl,ba, bs 


A3 = Icre2sr ,cal 


设 S 是 它们 的 和 集 . 区 证 $ 是 可 数 的 ,只 要 能 把 S 中 的 元 素 进 行 编 
号 就 行 了 可 将 S 中 的 必 环 给 以 如 下 的 排列 : 先 写 出 Al ! 中 的 所 有 元 


来 由 此 可 知 ,S 是 可 数 的 ， 
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定理 5 两 两 不 相交 的 可 数 个 可 数 集 的 和 集 是 可 数 的 . 

证 ”把 这 些 集合 排列 在 平面 上 ,等 个 集合 占 一 行 .然后 按 定 理 1 
的 路 线 给 元 素 编号 - 

天 面 黄 个 定理 及 其 系 似 乎 使 我 们 可 以 假定 ,任何 一 个 无 限 集合 
者 是 可 数 的 .但 事实 远 不 是 这 样 . 康 托 尔 对 此 作出 了 意义 深远 的 发 
现 : 实 数 是 不 可 数 的 ， 

2.2.4 实数 集 是 不 可 数 的 

萨 尔 维 阿 幕 说 他 找 不 出 [0.]] 区 间 的 点 与 全 体 整 数 的 - - -对 
应 .实际 上 这 种 对 应 是 不 存在 的 .这 是 康 托 尔 的 - -大 贡献 .下 面 我 们 
给 出 康 托 尔 的 定理 . 

定理 6 实数 集 是 不 可 数 的 . 

证 ” 康 托 尔 是 用 及 证 法 证 明 这 一 定理 的 . 先 假定 实数 集 是 可 数 
的 ,把 它们 排 成 -序列 .然后 找 出 一 个 实数 不 在 这 个 序列 中 ,这 就 出 
现 一 个 矛盾 .这 个 政 盾 指出 ,实数 集 是 不 可 数 的 . 

我 们 只 需 证 0 与 1 辣 的 实数 是 不 可 数 的. 为 了 执行 上 面 的 证 袁 
方案 ,假定 0 瑟 1 和 闻 的 实数 是 可 数 的 ,并 把 它们 排 成 下 表 : 


第 1 个 数 0.anamanaara.” 
第 2 个 数 0 a21 8322023024."" 


第 3 个 数 .aal@32Q3 


第 个 数 OO, anlardry dns 


现在 我 们 取 一 个 数 2: 
0053b3041 91.2， 
使 得 5 尖 altypa 天 aaayb5 天 as 天 cu 这样 得 到 的 数 2 
在 0 与 1 之 问 , 它 不 同 于 序列 中 的 第 一 个 数 . 也 不 同 于 序列 中 的 第 二 
个 数 ,… 这 就 是 说 , 它 不 同 于 序列 中 的 征 何 一 个 数 数 5 不 可 能 是 
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0.000… = 0, 也 不 可 能 是 0.999.… = 1.5 一 定 严格 位 于 0 上 与 1 之 间 . 
而 它 不 在 序列 中 .这 样 的 数 找到 了 ,定理 得 证 . 

证 明 中 使 用 的 方法 叫做 康 托 尔 对 角 线 法 ,这 种 证 明 方 法 变 成 了 
一 种 模式 ,在 许多 让 明 中 部 用 到 它 . 康 托 尔 第 一 钦 证 明 这 个 定理 是 在 
1873 年 ,上 面 采 用 的 证 明 是 他 在 1890 年 给 出 的 第 一 个 证 明 

现在 我 们 可 以 指出 有 理 数 集 和 无 埋 数 集 的 一 个 重要 区 别 了 :前 
者 是 可 数 的 ,后 者 是 不 可 数 的 . 首先 证 明 无 理 数 集 蚌 不 可 数 的 . 由 为 ， 
假定 无 理 数 集 是 可 数 的 ,那么 .根据 定理 3, 所 有 有 理 数 集 与 所 有 无 
理 数 集 的 和 集 也 应 该 是 可 数 的 .但 是 这 个 和 集 恰恰 是 全 部 实数 的 集 
会 ,是 -个 不 可 数 集 . 由 此 看 省 ,无 理 数 过 于 丰 窗 , 它 无 法 与 自然 数 的 
集合 NN 娃 立 一 一 对 应 .这 就 给 出 了 下 商定 旦 的 一 个 新 证 明 : 

定理 7 存在 着 无 理 的 实数 . 

这 是 我 们 证 明 不 是 所 有 的 数 都 是 有 理 数 的 第 二 种 方法 .第 一 种 
方法 依靠 算术 基本 定理 . 

由 此 可 以 断定 ,无 理 数 在 数 量 上 大 大 超过 有 理 数 .尽管 有 理 数 在 
数 轴 上 处 作 稠 密 , 但 与 无 理 数 相 比 不 过 是 沧海 - - 栗 . 数 不 胜 数 的 有 理 
数 当 初 是 如 此 直 富 ,现存 在 实数 集中 却 突然 变 得 似乎 无 足 轻 重 了 . 
2.2.5 代数 数 

从 中 学 代数 中 我 们 已 经 熟悉 了 一 次 方程 与 一 次 方程 . 它们 分 别 
有 一 个 根 和 两 个 根 .三 次 方程 与 四 次 方程 分 别 有 二 个 很 和 四 个 根 ,我 
们 将 放 在 后 面 讨论 .现在 考虑 一 盘 的 x 次 方程 : 

aor Fa +aa D+ +ae Ir+u, = 0. (1) 
这 里 aj(7 = 1.,2.…,n) 是 实数 或 复数 . 如 果 把 根 的 重 数 计算 在 内 、 
不 难 猜 到 ,” 次 方程 有 ，” 个 根 , 这 就 是 著名 的 代数 基本 定理 . 

代数 基本 定理 ”次 方程 (1) 在 复数 域 中 有 ”个 根 . 

证 明 见 代数 部 分 . 

现在 考虑 一 切 形 如 (1) 的 整 系数 方程 , 即 40,4a1,…,a, 都 是 整 
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定义 ”一 个 实数 或 复数 叫做 代数 数 ,如 果 它 是 某 一 个 整 系数 方 


例 1) 方程 
“n=0 (wn 是 整数 ) 
的 根 是 代数 数 . 因 此 所 有 整数 都 是 代数 数 ， 

2) 方程 


ar + 站 =0 ta,b 是 整数 ) 
的 根 是 有 理 数 .因而 ,所 有 的 有 理 数 是 代数 数 . 


3) 方 称 
2 mn=0 (n 是 自然 数 ) 
的 根 是 Yn ,因而 所 有 自然 数 的 平方 根 是 代数 数 . 
4) 方程 
+ =0 


的 根 是 i 和 … i. 因而 i 和 一 i 是 代数 数 . 

仿 此 .我们 可 以 造 出 许多 代数 数 .由 此 看 出 ,代数 数 的 集合 远大 
于 有 理 数 的 集合 . 

定义 任何 不 是 代数 数 的 实数 叫做 超越 数 . 

这 皇 我 们 对 实数 义 作 了 一 次 划分 :代数 数 与 超越 数 .代数 数 中 包 
括 一 切 整数 和 有 理 数 . 是否 每 一 个 实数 郁 是 代数 数 ? 如 凡是 这 样 , 那 
就 没有 超 起 数 了 .要 证 时 -一 个 数 是 越 越 数 ,就 必须 证 明 这 个 数 不 是 任 
何方 次 的 形 如 (1) 的 整 系数 的 方程 的 根 .看 米 比 证 明 y2 是 无 理 数 要 
困难 多 了 .现在 我 们 用 定理 4 来 证 明 存 在 超越 数 .为 了 做 到 这 点， 
只 要 证 明 下 面 的 定理 就 是 够 了 . 

定理 8 ”代数 数 的 集合 是 可 数 的 . 

在 证 明定 理 之 前 先 引 进 一 个 概念 . 每 一 个 撒 如 (1) 的 多 项 式 里 
系 一 个 正 整 数 : 


h = lao tharl + +ia| +n, 
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并 把 它 称 为 多 项 式 的 高 . 
例 方程 
x +4r+4=0 
的 高 为 六 = 1+4+4+2= 11. 
方程 
z+x-1=0 
的 高 为 =1+1+1+3=6. 
定理 8 的 证 明 ”对 的 任 一 个 给 定 值 ,只 有 有 限 个 以 它 为 高 的 
多 项 碟 . 而 每 个 这 样 的 方程 最 多 有 x 个 根 .所 以 只 有 有 限 个 代数 数 
是 以 为 高 的 方程 的 根 . 我 们 把 帘 为 1 的 代数 数 排 成 - 列 , 然 后 再 
排 癌 为 2 的 代数 数 ,这 样 继续 下 去 ,就 可 以 拒 全 部 代数 数 排出 来 . 因 
而 根据 定理 4, 代数 数 的 集合 是 可 数 的 . 
由 定理 6 与 定理 8 可 以 得 出 : 
定理 9 存在 想 越 数 . 
代数 数 构成 一 个 庞大 的 集合 .所 有 有 理 数 都 是 代数 数 ,大 量 的 无 
理 数 也 属于 这 一 集合 . 相 比 之 下 ,超越 数 就 极 难得 到 . 欧 拉 最 早 猜 到 
超越 数 丰 在 ( 即 ,并非 所 有 实数 都 是 比较 台 顺 的 代数 数 ) ,1844 年 法 
国 数学 家 刘 维 尔 证 明了 下 述 形式 的 任何 一 个 数 都 是 超越 数 : 


其 中 心 是 0 到 9 的 任意 整数 .1874 年 , 当 康 托 尔 开始 研究 这 个 问题 的 
时 候 , 林 德 曼 关于 x 是 超越 数 的 证 明 还 没有 出 台 , 近 10 年 后 它 的 证 
明 才 问世 .这 就 是 赔 , 在 康 托 尔 研究 无 穷 论 时 ,人 们 只 发 现 了 非常 少 
的 趋 越 数 ,也许 这 些 超 越 数 只 是 实数 中 的 例外 ,而 不 是 常规 . 

康 托 尔 已 习惯 于 将 例外 变 为 常规 .在 超越 数 癌 题 [他 成 功 地 实 
现 了 这 -转变 .他 首先 证 明了 全 部 代数 数 的 集合 是 可 数 的 ,由 此 他 推 
出 ,超越 数 仁 数量 上 大 大 超过 代数 数 . 

这 是 一 个 真正 引起 争论 的 定理 ,因为 人 们 毕竟 只 知道 概 少 数 几 
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个 非 代数 数 的 存在 . 而 康 托 尔 断言 , 绝 大 多 数 实数 是 超越 数 .但 他 作 
出 这 种 断言 的 时 候 , 并 没有 给 出 一 个 具体 的 超越 数 1 相 反 地 .他 只 荐 
数 区 上 喇 中 的 点 ,并 指出 ,区 闻 中 的 代数 数 只 占 很 小 一 部 分 .数学 史家 
埃 . 贝尔 说 香 好 : 

“点 辍 在 平面 上 的 代数 数 狂 如 让 空 中 的 繁 旱 ;而 沉沉 的 夜空 则 出 
超越 数 构 成 .” 
2.2.6 无 限 的 算术 

定理 6 指出 ,实数 集合 与 自然 数 集合 不 对 等 .这 表明 萨 尔 维 阿 蒂 
的 观点 是 不 对 的 ,他 认为 对 无 限 来 说 ,“ 等 于 ",“ 大 于 " 或 “小 于 ”等 属 
性 不 能 使 用 .现在 我 们 可 以 根据 康 托 尔 的 理论 给 出 无 限 的 比较 了 . 

如 果 集 合 4 与 集合 B 的 某 个 子 集 对 等 ,而 不 与 B 本 身 对 等 . 那 
我 们 就 说 ,集合 4 的 数量 少 于 集合 B. 

根据 定理 4, 自然 数 的 集合 的 数量 少 于 实数 集合 的 数量 . 

康 托 尔 在 发 现 了 不 足 所 有 的 无 限 集合 都 是 等 价 的 以 后 . 建 了 
二 有 限 集合 的 算术 相似 的 推广 到 于 限 集合 领域 的 算术 .首先 ,他 引进 
六 表示 不 同 大 小 的 无 限 集合 的 符号 , 正 像 自然 数 1,2,3,…… 家 水 不 
问 大 小 的 有 限 集 合 一 样 . 

对 任何 … 个 可 数 的 集合 , 康 托 尔 说 :* 它 大 So 个 元 素 ". 符号 
只 ( 阿 列 大 ) 是 希 伯 来 宁 侠 表 中 的 第 一 个 字母 .下 标 0 将 兴 与 康 托 
录 定 义 的 别 的 “无 限 大 的 数 " 泊 ,名 ，,… 区 划 开 来 .我 们 将 使 用 字 攻 
从 来 表示 无 限 大 的 数 中 最 小 的 一 个 .定理 1 现在 可 以 读 作 :“ 存 人 在 
Sn 个 止 有 理 数 "; 定 理 5 该 作 :“ 30 乘 So 等 于 So ;而 定理 8 读 作 : 
“存在 着 党 个 代数 数 ” 

对 任何 与 实数 等 价 的 集合 , 康 托 尔 说 :“ 它 有 cc 个 元 素 ”， 

更 进 - - 步 , 康 托 尔 为 这 些 新 数 定义 了 加 法 和 乘法 . 

康 托 尔 关 于 无 限 集合 的 研究 完成 于 19 世纪 末 , 为 20 世纪 的 数 
学 家 提供 了 一 个 重要 的 工具 . 
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2.2.7 结语 

这 一 节 简 单 介 绍 了 无 限 的 理论 . 其 内 容 超 乎 常识, 较为 深奥 , 研 
究 方法 也 独 具 特 色 . 需 要 作 一 总 结 . 

1) 一 一 对 应 的 概念 是 研究 无 限 集 的 一 个 最 基本 的 概念 .也 是 高 
等 数学 的 一 个 最 基本 的 概念 .无论 是 代数 学 ,几何 党 或 分 析 学 都 离 不 
开 这 一 概念 . 如 近世 代数 中 的 同 构 . 括 扑 学 中 的 同 胚 映射 . 复 分 析 上 
的 保 角 映射 .都 以 一 -- 对 应 为 其 基础 - 

2) 有 理 数 是 可 数 的 ;代数 数 也 是 可 数 的 ;但 实数 是 不 可 数 的 ; 存 
在 超 越 数 .所 有 这 些 结果 都 加 深 了 我 们 对 实数 的 认识 . 

3) 构造 性 证 明和 存在 性 证 明 . 证 明 某 类 对 象 的 存在 性 有 两 种 办 
法 :一 大 构造 这 类 对 象 的 看 得 见 的 摸 得 着 的 例子 .一 是 去 假定 这 种 对 
象 不 存在 就 必然 推出 节 盾 . 这 后 一 种 方法 是 间接 的 , 非 移 造 性 方法 ， 
我 们 称 它 为 存在 性 证 明 , 在 初等 数学 中 到 到 的 证 明 都 是 徇 造 性 证 明 . 
如 在 初等 代数 中 ,一 个 一 元 二 次 方程 有 两 个 根 . 我 们 给 出 了 求 根 公 
式 ; 两 个 根 就 摆 在 我 们 面前 .但 本 节 给 出 的 无 理 数 存在 的 第 二 个 让 明 
(定理 7) ,及 超越 数 存在 (定理 9) 的 让 明 都 属于 存在 性 证 明 ,这 就 是 
说 ,我 们 知道 它 存在 .但 不 知道 它 在 哪儿 也 不 知道 如 何 把 它 找 出 来 . 

更 量 给 出 存在 性 证 明 的 是 希 尔 伯 特 . 他 在 研究 不 变量 理论 时 给 
出 一 个 存在 性 的 证 明 . 当时 曾 引起 一 场 轩然大波 . 克 罗 内 克 认 为 , 没 
有 矢 造 就 不 能 算 存在 .不 变量 之 王 果 尔 厅 项 至 说 :这 不 是 数学 ,这 是 
神学 .” 林 德 曼 说 :“ 令 人 不 快 ,有害 , 占 怪 ." 但 希 尔 伯 特 坚持 这 样 的 
观点 :只 槛 能 证 明 附 于 一 个 概念 的 属性 绝 不 会 引出 矛盾 ,那么 就 月 然 
确定 了 这 个 概念 在 数学 上 是 存在 的 , 克 莱 因 支持 并 赞美 这 种 征明 . 
说 … 非 常 简单 ,在 逻辑 上 是 不 可 抗拒 的 .” 

经 过 这 样 一 场 大 辩论 ,人 们 壹 新 地 接 要 了 存在 性 的 证 明 . 果 尔 丹 
也 优雅 地 退让 了 :我 自己 一 直 确 信 , 神 学 也 有 它 的 价值 .” 

嘲 然 希 尔 伯 特 不 是 使 用 存在 性 证 明 的 第 一 人 ,但 他 却 是 第 一 个 
认识 到 它们 的 深刻 价值 和 意义 ,并 以 极端 漂亮 和 动人 的 方式 运用 它 
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们 的 大 .正如 和 希 尔 伯 特 指出 的 :纯粹 的 存在 性 证 明之 价值 恰恰 在 于 ， 
通过 它们 就 串 以 不 必 去 考虑 个 别 的 构造 ,而且 各 种 不 同 的 构造 包括 
于 辐 一 个 基本 思想 之 下 ,使 得 对 证 明 来 说 是 最 本 质 的 东西 清楚 也 突 
显 出 来 ;达到 思想 的 简洁 和 经 济 . 就 是 存在 性 证 明生 存 的 理由 … 和 村 
止 存在 性 证 明 … 等 于 废 奔 了 数学 科学 .” 

4) 康 托 尔 的 理论 是 革命 性 的 . 

从 十 希腊 时 期 直到 康 托 尔 时 代 , 暂 学 家 和 数学 家 们 部 只 承认 “ 潜 
无 穷 ”的 存在 . 也 就 是 说 ,他 们 能 够 在 如 下 意义 上 同意 整数 集 是 无 穷 
的 :对 于 整数 集中 的 任何 一 个 数 我 们 都 能 找到 下 一 个 比 它 更 大 的 整 
数 ,但 我 们 决 不 可 能 穷 举 所 有 整数 .例如 ,可 以 想象 把 每 一 个 整数 都 
写 在 一 张 纸 条 上 ,然后 把 这 些 纸 条 放 进 一 个 袋子 里 ,那么 ,即使 地 老 
天 荒 我 们 的 工作 也 永远 不 会 终止 . 

但 是 : 康 托 尔 的 前 昔 们 反对 " 实 无 穷 ”的 概念 一 一 即 , 他 们 反对 
认为 这 过 程 能 够 结束 或 袋子 能 够 装 满 的 观点 .用 席 斯 的 话说 :"*… 
我 首先 到 对 将 无 穷 量 作为 一 个 实体 ,这 在 数学 中 是 从 来 不 容许 的 .所 
谓 无 穷 ,只 是 -种 说 话 的 方式 …” 

康 托 尔 不 同意 高 斯 的 观点 . 他 极 愿 意 将 这 个 装 有 所 有 整数 的 袋 
子 看 作 一 个 自足 的 和 完整 的 实体 .他 不 是 将 "无 穷 " 仅 仪 看 作 一 种 说 
话 的 方式 而 不 对 考虑 .对 于 康 托 尔 来 说 ,无穷 ”是 一 个 应 于 以 窗 度 
重视 的 实 实在 在 的 数学 概念 ,值得 我 们 对 其 进行 严格 的 理性 论证 . 康 
托 尔 的 工作 是 划时代 的 ,对 现代 数学 产生 子 扎 大 影响 . 


习 题 


上 证明 从 可 数 集中 去 掉 一 个 有 限 子 集 后 剩 下 的 集合 还 是 可 数 
的 . 

2. 证 明 任 何 无 限 集中 必 含有 一 个 可 数 子 集 . 

3. 证 明 可 数 集 的 无 限 子 集 是 可 数 的 . 
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$2.3 复数 


2.3.1 复数 的 引进 

有 有 许多 原因 使 得 数 的 概念 必须 越 出 实数 域 而 引进 复数 .最 早 要 
求 应 用 复数 是 为 了 解 三 次 方程 ,但 是 通常 为 了 容 电 理 解 起 见 , 都 足 从 
二 次 方程 引入- 实数 域 股 有 提供 解 二 次 方程 的 完整 理论 . 像 

x = 一 上 

这 样 一 个 简单 方程 没有 实数 解 ,因为 任何 实数 的 平方 不 可 能 是 负 的 . 

我 们 面前 有 两 条 路 :或 者 宣布 这 个 简单 的 方程 没有 解 ,或 者 按照 
我 们 熟悉 的 扩充 数 的 概念 的 途径 引进 使 这 个 方程 有 解 的 数 . 历史 上 
曾 有 不 少数 学 家 取 第 一 种 态度 ,但 更 多 的 数学 家 取 开 放 的 态度 ,引进 
了 复数 .长 期 以 来 ,许多 人 不 接纳 复数 ,包括 一 些 大 数学 家 .经 过 大 约 
村 纪 的 怀疑 后 ,数学 家 终于 接受 了 它 . 在 此 基础 上 ,19 世纪 又 诞 
生 了 复 变 函数 论 . 复 变 函数 论 被 誉 为 19 基 纪 最 独特 的 创造 ,是 抽象 
数学 中 最 和 谐 的 理论 之 一 . 
复数 的 引进 有 和 何 重要 意义 “我 们 认为 至 少 有 三 点 : 
1 使 代数 方程 式 论 成 为 一 个 完美 的 理论 .代数 基本 定理 是 整个 
数学 中 要 的 定理 之 一 . 它 断言 ,n 次 代数 方程 有 x 个 根 .没有 复 
数 的 诞生 .就 没有 代数 基本 定理 .我 们 也 就 不 知道 -- 个 二 次 代数 方程 
会 有 多 少 根 . 

2) 复数 成 为 研究 实 分 析 的 得 力 工 具 . 法 国 数学 家 阿达 玛 说 :… 实 
域 中 两 个 真理 之 间 的 最 短路 程 是 通过 复 域 ”例如 ,计算 积分 .证 明代 
数 基 本 定理 ,研究 多 项 式 根 的 分 布 等 都 要 借助 复数 . 

3) 复数 在 电学 ,流体 力学 ,弹性 力学 等 领域 都 有 重要 应 用 . 
2.3.2 ”复数 的 几何 表示 

大 约 同 时 由 维 塞 尔 (Wessel 1745 一 1818), 阿尔 网 (Argand 


出 
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1768 一 1822) 和 高 斯 给 出 了 复数 的 玫 何 表示 .使 复数 的 运算 从 直观 
角度 来 看 更 为 自然 .这 也 是 使 复数 在 数学 和 物理 中 得 到 )” 泛 应 用 的 
重要 原因 . 

数 ==z+iy 称 为 复数 ,其 中 ,yy 许 实数 ,而 i 是 虚 单位 . 
P= 一 工 .实数 zx 和 yy 分 别称 为 复数 = 的 实 部 得 部 , 记 为 2 = Re =， 
y= Im zx. 

复数 的 几何 解释 就 是 简单 地 把 = = x +iy 用 平面 上 具有 直角 坐 
标 xy 的 点 来 表示 (图 2 - 8).z 的 实 部 是 它 的 .+ 坐标 , 岩 部 是 它 的 > 
坐标 .这 样 的 平面 称 为 复 平面 . 这样. -来 ,复数 和 复 平面 上 的 点 建立 
了 一 一 对 应 .x 轴 上 的 点 对 应 于 实数 > = > + 0 而 » 轴 二 的 点 对 应 
于 纯 虚 数 = - 0 + iy. 


图 2-& 


复数 可 以 出 向 量 表示 ,使 复数 的 实 部 和 虚 部 分 别 对 启 于 向 量 的 
横 坐 标 与 纵 坐 标 -复数 的 位置 也 可 出 极 坐标 来 确定 : 贷 助 对 应 于 表示 
复数 的 向 量 的 长 度 =- 和 这 个 向 革 与 实 轴 的 兴 角 9 来 确定 .- 和 分 别 
称 为 复数 x 的 模 和 和 辐 角 , 记 为 
r=|<|, $= Argz. 
值得 注意 的 是 , 辐 角 Arg z 是 多 值 的 ,它们 之 间 可 以 差 27 的 整数 倍 . 
通常 取 由 不 等 式 


0 Argz < 2n 
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所 确定 的 秆 作为 镶 角 的 主 值 . > 的 辐 角 的 主 值 记 为 arg z. 于 是 我 们 有 


Arg z = argz+2kr (上 :整数 )， (1) 
这 个 公式 虽然 简单 却 极为 重要 .首先 ,我 们 要 用 它 去 求 n 次 单位 祖 . 
用 以 研究 ， 次 单位 根 作 图 问题 . 其 次 ,与 实 分 析 不 同 , 复 分 析 要 研究 
多 值 丽 数 , 复 范 数 的 多 值 性 就 来 源 于 此 . 
几 个 特殊 情况 : 当 = 是正 实数 时 ,arg z = 0;x 是 负 实 数 时 ,arg z 
” mix 是 止 虚数 时 ,argz = rz/2. 特 别 需 要 指出 的 是 ,0 的 辐 角 是 不 定 
的 . 
2.3.3 复数 的 三 角 表 示 与 指数 表示 
设 = > x + iv. 册 辐 角 和 模 的 定义 (图 2 - 8)， 


ros gry = rsin 多 《27 
和 
rt = arctan ¥. (3) 
利用 (2) of 将 复数 > 表示 为 二 角形 式 : 
Ti = r(eo @+ isin 9). 
借助 控 拉 公式 
oe = cos p+ising 


串 将 复数 > 化 为 指数 形式 
= = wer. (5) 

这 是 一 种 更 为 紧凑 与 方便 的 形式 . 
2.3.4 复数 域 

从 中 学 数学 中 我 们 已 经 知道 ,对 复数 可 以 进行 加 . 减 、 乘 , 除 等 上 
如 运算 .复数 进行 加 法 运算 是 实 部 与 实 部 相 加 , 虚 部 与 虚 部 柑 加 : 

(qt+hD+(ectaqaDdD= (ate)+ (hp+ a 

其 几何 意义 是 , 它 符合 向量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 . 


复数 的 减法 也 类 似 : 
(at+bD)—- (ecrdD= (a 一 c)+rf(oa- dh. 
复数 作 敢 法 运算 没有 什么 困难 ,只 用 到 = -1: 
fat bletadi)™w (tac. bd) + (be + ad)i. 
但 这 种 运算 很 难看 出 敢 法 的 几何 意义 .我 们 借助 复数 的 指数 表示 给 
出 其 几何 意义 . 设 >， = re ,sa = re 则 


Re 


和 21 = age 


是 而 ,复数 乘法 是 模 相 科 ,和 辐 角 相 加 : 


argft 1 " £3) = arg £1 + arg 22. 


除法 也 类 似 ; 
1 Pei i 
es 
复数 除法 是 模 相 除 , 辆 角 作 减 : 


! 了 


Af =1 一 arg <. 


复数 的 运算 对 加 法 和 乘法 仍然 满足 交换 律 .结合 律 和 分 配 律 .也 就 是 
满足 域 的 基本 性 质 . 因 遇 人 金 体 复数 构成 一 个 域 .复数 域 包 含 实 数 域 为 
其 真子 域 ,因为 我 们 叮 以 把 * 0i 看 成 和 实数 a … 样 

遂 过 引进 符号 i, 我 们 把 实数 域 扩充 到 了 复数 域 .在 这 个 域 中 特 
踪 的 一 次 方程 


人 
有 两 个 解 x+ -ii 和 ~ = 1 实际 我 们 得 色 的 比 这 更 多 . 容易 验证 , 竺 
个 二 次 方程 都 有 解 . 这 种 方程 可 写 为 


eat+ byt+e = 0, 


“S50. 第 二 章 数 系 


ER 


它 的 解 为 "= 一 一 一 (6) 
当 刀 一 4ac 芋 和 时 , 解 为 实数 . 当 姑 4ac<0 时 ， 
Vb dac = Vo- (4a 他) = iv4ac Pi, 
从 而 解 为 复数 .有 了 复数 之 后 , 一 次 方程 在 任何 时 候 都 有 两 个 根 ( 重 
恨 算 二 次 ). 事实 上 ,我 们 得 纪 的 更 多 :在 复数 域 中 ”次 方程 有 > 个 
根 . 这 就 是 代数 基本 定理 所 断言 的 . 
2.3.5 乘 方 与 开 方 
乘 方 与 开 方 对 后 面 的 内 容 具有 重要 意义 ,需要 作 较 为 详细 的 讨 
论 .我 们 将 得 到 -…- 些 重要 公式 ,希望 读者 掌握 好 . 
先 讲 汇 方 . 设 = = r(cos p + isin g), 由 乘法 法 则 ， 
sx2 = rileos 9 + isin g)? = ri(cos 29 + isin 29), 
zx = rileos p+ isin gp)3 = ri(cos 39 + isin 39) 


so = (eos ng + isin ng). {7) 
自然 会 问 ,n 昆 负 整数 ,上 而 的 公式 也 成 立 吗 ? 由 除法 法 则 . 


= Ttcos( ~ 9) + isin(— gq)) 
(eos 9 — isin 9) 
= 点 (cos ep(- 29) + isin(- 29)) 


(cos 29 — isin 2¢). 
一 般 地 ， 


zz ”= "(cos ap 一 isin npg). 
所 以 ,不管 是 正 整数 还 是 负 整数 ,(7) 式 都 成 立 . 在 ~ = 1 的 特殊 情 
训 ,我 们 有 棣 莫 弗 (A.De Moivre,1667 - 1754) 公式 ， 
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{con p+ sin g)” = cos mp + isin np。 (8) 
利用 二 项 式 定 理 ， 
(cos + sing)” = cosrp + nicos’ tpsin g + et 
i leos psin” 9 + Pisin’g. (9) 


把 (8),(9) 结合 起 来 可 以 得 出 通过 cos 9 ,sin yg 表示 cos ng 和 sin ng 
的 公式 .例如 , 当 ”= 2 时 ， 


cos 29+ isin 29 -~ (cos 0 1 isin $Y) 


= ceos2op + 2icos psing — sin gp, 
比较 实 部 和 虚 部 ,得 
cos2p = cossp 一 simyp，sin2p = 2sin y cos 0. 
当 ”= 3 时， 
cos 39 + isin 3p ~ (cos p + isin g) 


cosg + 3icos gsing 3cosgpsin yp — isin’ g. 
比较 实 部 和 虑 部 ,得 
cos 3g = cosig 一 3cos psin2p = deos’ p -3ecos pp. (10) 
sin 39 ~ 3cos gsin g sinp =— 4simyp + 3sin g. (II) 
注意 ,复数 问 的 -一 个 等 式 相 当 于 实数 间 的 两 个 等 式 .通过 到 复数 域 的 
旅行 ,我 们 得 到 了 实数 域 的 结果 .” 越 大 ,这 种 方法 的 优越 忻 就 越 明 
显 . 上 面 的 结 滩 是 哈达 玛 的 名 言 “实数 域 中 的 两 个 真理 的 最 短路 程 是 
通过 复数 城 ” 的 佐 让 . 
这 里 特别 指出 ,(10) 将 在 :等 分 任意 角 的 问题 中 出 现 . 
下 面 我 们 转 而 研究 求 方 根 的 问题 . 设 ”是 正 整数 ,“ 是 任意 复 
数 . 考 虑 方程 


2" -a=0 或 sa (12) 
其 解 为 2 = Ya. (13) 


为 把 个 根 具体 地 表达 出 来 , 设 = = plcos 0 + isin 9),a = r(cos 
p+ isin 9), 则 
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pcos nO + isin n9) = r(eos p+ isin 9). 
由 此 得 p= +2Rr (R= 土 上 二 2.). 


从 而 p= .0 = P+. 
这 样 一 来 
a 2 四 
Sa (eos Ft 2 4 isin 于 二 2) C14) 


令 &=0,1.2.… ,wr -1 就 可 得 出 ”个 不 同 的 根 , 这 时 打卡 的 算 木 值 . 
公式 (14) 表明 ,所 有 这 些 不 同 的 根 都 具有 相同 的 异 . 相 邻 两 个 
根 的 辖 角 旋 为 25, 上 由 此 可 知 ,任何 复数 的 x 次 方 根 痢 有 个 不 同 的 


值 ,这 些 值 位 于 于 径 为 & 的 圆周 上 ,形成 一 个 正 nn 边 形 的 w 个 硕 点 
{网 2 一 9). 


2.3.6 单位 根 
在 公式 (14) 中 , 令 a = 1, 就 得 到 1 的 ww 次 单位 根 ; 
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TI = cos ME + isin RE, k=0,12.0n 1. 


再 强调 一 次 ,在 复数 域 ,1 恰 有 个 不 同 的 » 次 方 根 ,它们 可 以 用 单位 
圆 的 一 个 内 接 正 = 边 形 的 顶点 来 表示 {图 2 一 10}. 当 = 0 时 


cosg + ising = 1 


f AN 
NE 7 


图 2-10 


总 正 多 边 形 的 第 一 个 项 点 . 正 多 边 形 的 第 二 个 顶点 呈 


a = cos 2 4 inin AF. (15) 


a 


这 也 可 以 由 律 莫 弗 公 式 (8) 推出 : 
(cos E+ isin SE) ~ cos 2 +t isin 2x = 1 
7 a 
可 见 ,a 是 方 积 <” = 1 的 -个 根 .下 个 硕 点 wi 也 是 =” = 1 的 -一 个 
根 ,因为 
(0)” = a = 


由 此 ,下 述 "个 数 


(a =1 =1. 
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,aya ,a1 


部 是 1 的 次 方 根 .不 难看 出 ,这 个 指数 序列 再 往 后 ,或 序列 中 加 上 a 
的 负 指 数 都 不 会 产生 新 根 .例如 


1 EM na 
a l= 一 = 一 = a"!, 
G3 a 
nl = 
a aa = a. 


它们 只 是 简单 地 重复 以 前 的 值 . 

如 果 寻 是 偶数 , 则 正 n 边 形 有 一 个 顶点 在 -1 处 . 

特别 地 , 当 n 是 奇 素数 p 时 , 除 1 外 的 p -1 个 根 均 为 复数 ,而 县 
它们 都 不 是 次 数 比 p 低 的 x 次 单位 根 ,我 们 称 它 们 为 本 原单 位 根 .本 
原单 位 根 在 分 圆 域 的 理论 中 很 重要 . 

例 我们 给 出 三 次 单位 根 .显然 ,第 一 个 项 点 是 x = 1. 设 第 二 


个 顶点 是 %, 则 第 二 个 硕 点 是 w? 
w= cos St isin $x 三 一 去 十 i 汪 ， 
wo 0s risin 4 -二 -i 如 
3 3 2 2 
这 西 个 根 后 面 将 用 到 . 


有 上 了 单位 根 就 可 将 任意 复数 的 ”次 方 根 表示 出 来 . 设 a 是 任 一 
复数 ,我 们 来 求 "a ,只 要 知道 了 Wa 的 一 个 根 ,就 可 用 单位 根 把 其 它 
n 一 1 个 根 求 出 来 .不 妨 设 它 的 一 个 根 是 8. 设 a 是 由 (15) 式 给 出 的 1 
的 ”次 单位 根 , 则 va 的 nr 个 根 是 : 

Po Po ,ee , Ba" 


这 容易 验 让 .事实 上 ， 
FP =a (po = Bo a. 
这 说 明 Pa*(& = 0,1,2,…,n ”1) 是 治 的 根 . 
例 ” 求 -8 的 三 个 根 . 
解 ”显然 , - 2 是 一 个 根 . 其 它 两 个 根 是 
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-2%= 1-iv3, -2% =1+iV3. 


下 面 我 们 研究 方程 
xz” -1=0. 
这 是 一 个 ”次 方程 ,但 容易 化 成 一 个 - 1 次 的 方程 .由 
sm = (z(t+2 ?r+e+1), 
知 
zx" -1=0 
当 且 仅 当 x = 1 或 
i++ {16) 


成 立 . 这 时 (16) 必然 为 a,a?,… ,a ! 这 些 值 所 满足 . 

定义 ”方程 (16) 叫做 分 圆 方程 ， 

对 nn 是 素数 的 情况 ,高 斯 详细 地 考察 了 分 圆 方程 .他 证 明了 它们 
总 能 归结 为 解 一 串 较 低 次 的 方程 ,并 且 找 到 了 能 用 一 次 根 式 解 出 的 
充 要 条 件 .但 这 个 条 件 的 必要 性 的 证 明 只 是 到 了 人 徊 罗 瓦 才 有 了 严 恪 
的 基础 . 

例 解 4 次 分 圆 方程 

xz4+ra+xzz+y+l=0. (17) 


解 ” 解 这 个 4 次 方程 是 为 了 作 正 五 边 形 .用 x 除 (17) 的 两 边 ， 


方程 (17) 可 化 为 


这 个 方程 有 两 个 根 
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cl 二 


coa = 


二 1+yY5 二 1-y5S 
3. . 


因而 1 的 5 次 复 根 是 下 列 两 个 力 程 的 根 : 


Dz+ 二 -ww 或 rt 十 (1 -V5)r+1=0，, 


2) rr i =w 或 aa 去 (1 +ws)rz+l=0. 
利用 二 次 方程 的 求 根 公 式 ,可 以 把 这 两 个 上 方程 的 四 个 复 棋 邦 求 出 米 ， 
并 上 且 都 可 借助 开 方 运算 将 它们 表示 出 来 .后 面 我 们 将 证 明 ,这些 数 都 
是 可 构造 数 . 训 用 直 尺 圆规 构造 出 米 . 因 而 下 五 边 形 可 用 直 尺 鸭 规 作 
图 . 

最 后 指出 .在 有 理 数 域 中 加 入 w 次 单位 根 所 成 的 数 集 仍然 构成 
一 个 域 . 叫 做 分 阅 域 . 分 圆 域 在 证 明 费 马 大 定理 的 过 程 中 起 了 重要 的 
作出 . 
2.3.7 ”复数 的 确认 

16 世纪 的 数学 家 对 负数 还 持 钙 疑 态 度 ,负数 的 平 亡 根 当然 更 足 
莽 溢 绝伦 . 意 太 利 数学 家 卡尔 达 庶 (Gerolamo Cardano 1501 1576) 
对 次 方 穆 的 侠 法 作出 重大 页 献 . 他 在 解 二 次 方程 的 过 程 中 几 次 用 
到 复数 .但 最 终 他 还 是 把 它们 放弃 了 ,因为 “它们 既 模 不 透 , 又 没有 川 
途 ". 大 约 经 过 了 一代 人 的 时 间 , 意大利 数学 家 邦 贝 利 (Bombelli 
Rafael 1526 …1572) 迈 出 了 勇敢 的 一 步 .他 把 虚数 看 成 是 运载 数 
从 实 系 数 次 方 积 到 达 其 实数 解 的 必要 上 具 . 这 就 是 说 ,从 熟悉 的 实 
数 域 出 发 ,最终 阿利 实数 解 .位 中 途 不 得 不 进 人 我 们 所 不 熟悉 的 虚数 
世 拭 ,以 完成 我 们 的 旅行 .所 以 复数 是 从 三 次 方程 而 大 是 从 一 次 方程 
获得 原动力 的 .并 由 此 得 到 无 可 争辩 的 合法 地 位 . 

但 在 16,17 些 纪 ,大 们 对 复数 仍 有 极 大 的 疑虑 .这 清楚 地 反映 在 
莱 布 尼 效 的 - - 段 话 : 

“神灵 在 分 析 的 年 观 中 找到 了 超凡 的 显示 ,这 就 是 那个 理想 世界 


写 是 37- 


的 征 睁 .那个 介 十 存在 与 不 存在 的 两 栖 物 ,我 们 你 之 为 虚数 的 ( 1) 
的 半 廊 根 ” 

这 个 疑 虚 到 了 高 斯 才 得 以 消除 . 
习 题 

i 已 知 上 正三 钊 形 的 两 个 顶点 为 a .5. 试 写 出 一 切 可 能 下 的 另 


2. 己 知 正 方形 的 两 个 顶点 为 a,5 试 写 出 一 切 可 能 下 的 另外 两 


条 件 的 
+ za = Olz| = |e |zs = 1 


是 内 接 于 单位 圆 的 正三 角形 的 二 个 原点 
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数学 既 不 严峻 ,也 不 遥远 , 它 既 和 几乎 所 有 的 人 类 活动 有 关 , 又 
对 每 个 真心 感 兴趣 的 人 有 益 
R.C.Buck 
二 代 以 上 ,人 人 绒 知 天 文 .“ 七 月 流 火 ' ,农夫 之 词 也 ; “二 办 在 
天 , 妇 人 之 语 也 ; ‘月 离 于 毕 ' ,成 卒 之 作 也 ;' 龙 尾 快 展 ' ,儿童 之 谣 
也 .后 此 文人 学 士 ,在 问 之 而 茫然 不 知 者 侨 . 
显 炎 起 《日 知 录 》 卷 三 十 
本 章 讲 述 连 分 数 的 初步 慨 念 ,并 给 出 它 的 … 个 重要 上 谭 有 趣 的 应 
用 一 一 在 天 文学 上 的 应 用 .最 后 讲 连 分 数 的 性 质 ,并 引出 右 趣 的 斐 
波 那 契 级 数 . 
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3.4.1 辊 转 相 除法 

该 者 从 小 学 数学 中 就 已 经 熟悉 了 求 两 个 正 整数 的 最 大 公约 数 的 
轻 转 相 除法 .由于 这 一 方法 对 本 章 内 容 的 基本 性 与 重要 性 ,我 们 需要 
在 这 里 作 一 回顾 . 

以 下 将 两 个 正 整 数 a ,5b 的 最 大 公约 数 记 为 (a ,5). 给 定 两 个 J 
整数 a 和 46, 并 设 z 汪 4. 用 5b 除 4 得 商 ao, 余 数 ,写成 式 子 ， 

a = aob4+ri0 扫 < 芒 ， (1) 

这 是 最 基本 的 式 子 . 若 + = 0, 则 5 可 除 尽 a ,a 与 p 的 最 大 公约 数 就 
是 已， 
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车夫 0, 再 用 除 5, 得 商 ai, 余数 ~ , 即 
= ar+tr Omn<r. (2) 
如 果 zr = 0, 那 么 7 除 尽 bp, 由 (1) 也 除 尽 a. 又 ,任何 一 个 除 尽 & 
和 所 的 数 ,由 (1) 也 一 定 除 尽 .因此 = (a,b). 
如 果 x 天 0. 则 用 x1 除开, 得 商 ao, 余数 一 . 即 
r = artr 0 扫 m 拉 站 (3) 
如 果 rs = 0, 那 么 由 (2),ri 是 志和 和 vr 的 公约 数 , 由 (1) 它 也 是 a 和 
的 公约 数 .反之 , 若 一 个 数 能 整除 < 入, 那么 由 (1) 它 一 定 能 除 尽 6 
各 ,由 (2) 它 一 定 除 得 尽 r,ri ,所 以 rl 是 a ,5 的 最 大 公约 数 . 
如 果 r, 隆 0, 再 用 x; 除 71. 如 法 进行 .因此 用 力 转 相 除 法 得 出 -- 
系列 方程 ， 


a= cob+r ONSr<b, 
ba artr, OGn<r, 
ar tr OE, 
ry ural 0= rr, 


余数 形成 一 个 递减 的 序列 > rm， > ra > = 4. 作 有 限 次 除法 后 ， 
就 以 一 个 含有 余数 r。- 0 的 方程 结束 了 ,并 是 得 到 
人 ap) = rr, 1 
最 大 公约 数 等 于 最 后 一 个 非 零 除数 . 
例 ” 求 362 与 450 的 最 大 公约 数 . 
解 ”450 = 1 x 362 + 88，, 
362 ~ 4x88 + 10， 
88 =8x10+8, 
10=1x8+2, 
8=4x2. 
最 后 一 个 非 零 余数 是 2, 所 以 (450,362) = 2. 
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3.1.2 ”祖冲之 的 约 率 22/7 和 密 率 3557113 

中 华 民族 基 个 伟大 的 民族 ,在 中 华 民 族 的 历史 上 产生 过 许多 杰 
出 的 数学 家 ,祖冲之 就 是 其 中 之 - .他 生 于 公元 429 年 ,这 于 公元 500 
午 . 他 的 儿子 祖 蜡 和 和 他 的 孙 于 祖 能 ,也 都 是 数学 家 , 善 算 历 . 

关于 圆周 率 x .祖冲之 的 贡献 有 二 : 

(1) 3.1415926 < r < 3.1415927; 

(2) 用 22 人 7 作为 约 率 ,3557A113 作为 密 率 . 

这 些 结果 是 刘 微 割 圆 术 之 后 的 重要 发 展 . 刘 徽 从 圆 内 接 正 六 过 
形 算 起 , 令 边 数 一 倍 一 倍 地 增加 , 即 按 12,24,48,96,…,1536,…, 的 
顺序 逐次 算出 六 边 形 、 十 二 边 形 、……… 的 面积 ,这 些 数值 逐步 地 通 近 
逆 周 率 . 用 这 个 方法 串 以 盛 限 精密 地 条 近 网 周 率 , 但 每 一 次 都 比 圆周 
率 小 . 

祖冲之 的 结果 (1) 从 汪 下 两 个 方面 给 出 了 圆周 率 的 误差 范 几 . 
这 个 事实 容易 看 出 .不必 多 讲 . 下 面 我 们 将 详细 讲 结 果 (2). 从 

355 - 


五 3 = 3.1415929-… 


看 出 ,355A113 惊人 精密 地 接近 圆 局 率 . 准 确 到 六 位 小 数 . 这 一 发 现 
比 欧州 人 时 了 一 于 年 .法 国人 奥 托 (Valenlinus Otto) 在 1573 年 才 发 
现 这 个 分 数 .有 些 人 认为 那 时 的 人 们 喜欢 玫 分 数 来 计算 ,这 把 问题 看 
简单 了 . 其 中 节育 了 不 少 道理 ,这 道理 可 用 来 推算 大 文 上 的 许多 现 
象 . 这 就 无 怪 乎 祖冲之 祖 孙 三 代 都 是 算 万 的 专家 了 .这 个 约 率 和 密 率 
涉及 到 “用 有 理 数 最 作 通 近 实 数 "的 问题 . 
3.1.3 连 分 数 

1) 引言 ”现在 暂 寿 约 率 . 帘 率 的 问题 放 一 下 , 妍 究 一 个 新 问题 
利用 加 转 相 除法 ,可 以 把 一 个 数 ,例如 子 , 可 以 写成 如 下 的 形式 : 
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初 看 起 来 似乎 没有 什么 比 这 更 简单 ,更 无 意义 的 事情 了 ,其 实 不 然 ， 
这 种 形式 的 分 数 对 许多 数学 问题 , 特 负 是 对 研究 数 的 性 质问 题 具 有 
很 大 启发 性 ,这 种 分 数 称 为 连 分 数 . 
17 世 纪 和 18 批 纪 的 许多 大 数学 家 都 研究 过 连 分 数 .即使 在 分 天 
它 仍然 是 一 个 活跃 的 课题 
设想 一 个 学 代数 的 学 牛 试图 用 下 面 的 方法 去 解 二 次 方程 式 
xz-3r -1=0. {4) 
他 首先 用 > 遍 除 各 项 ,接着 把 这 方程 式 写 成 形式 
3+ 工 ， 
i 
林 知 基 x 仍 出 现在 这 个 方程 式 的 右边 ,内 此 可 用 与 它 相 等 的 量 
34 17r 来 代替 它 .这 就 给 出 


-3 34 一 上 
3 4 一 


了 


反复 几 次 用 3 + 17r 代替 z ,就 得 到 表达 式 


因为 > 连续 在 右 端 这 个 “多 层 ” 分 数 中 出 现 , 它 似 平 并 没有 更 接近 于 
求 出 方程 式 (4) 的 解 .但 是 让 我 们 更 仔细 地 来 考察 一 下 方 穆 式 65) 的 
右 端 .每 进行 一 步 停 一 次 ,我们 看 到 , 它 包含 一 系列 的 分 数 
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13 + 一 一 a (6) 


把 它们 化 为 简 分 数 , 并 进而 化 为 十 进 小 数 , 便 依次 得 出 下 面 的 数 


10 _ 3 109 _ 上 
,3 = 3.333 ,证 二 3,33 = 3.30303.…., 


终于 令 人 惊喜 地 发 现 ,这 些 数 给 出 了 二 次 方 答 式 (4) 的 正 根 的 越 来 
越 好 的 近似 值 . 二 次 方程 式 的 求 根 公式 指出 ,这 个 根 实际 上 等 于 
,3+w15 
2 
它 约 等 于 3.303 ,与 上 面 最 后 一 个 结果 的 前 三 位 小 数 是 一 致 的 . 

这 些 初 步 的 计算 提出 了 两 个 有 趣 的 问题 .首先 ,如 果 我 们 算出 越 
来 越 多 的 分 数 (6) ,是 否 能 不 断 得 到 x = (3 + 13)72 的 越 来 越 好 的 
近似 值 呢 ?其 次 ,假定 我 们 把 得 出 (5) 的 步骤 万 限 继续 下 去 ,以 至 取 
代 (5) 得 出 一 个 表达 式 


3 


~ 3.302775.， 


一 ， (7) 
3 十 本 下 二 
居中 三 个 黑 点 代 瑶 宁 " 等 等 ". 并 指出 接 绪 的 分 数 是 无 穷 无 尽 的 .部 
么 ,(7) 有 边 的 表达 式 等 于 (3 + vi13)72 码 ? 这 两 个 问题 的 答案 都 是 
肯定 的 .后 面 将 给 出 解答 . 
2) 简单 连 分 数 积 它 的 渐 近 分 数 . 形 如 
by 


十 
1 pb 


:十 一 : 
aa 可 


ca 
G4 te 


的 表达 式 岂 做 连 分 数 .在 一 般 情 沉 下 ,ai1,a2,a3,… 54:52,63,"… 可 
以 是 实数 或 复数 ,项 可 以 有 限 , 也 可 以 无 限 .我 们 将 限于 讨论 简单 连 
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分 数 .它们 取 如 下 的 形式 


1 
CE (8) 


ca 二 


Ga 十 


其 中 第 一 项 as 通常 是 正 的 或 负 的 整数 ,也 可 以 是 0, 项 a;.,u3,… 是 
正 整 数 .只 含有 限 项 的 简单 连 分 数 叫 有 限 简单 这 分数, 它 取 形式 


aa 一 一 一 一 ， (9) 
EE 
a3t ot 1 
a 


式 中 仅 含 有 限 个 项 a1,as,… ,a 一 个 比 (9) 简便 的 记 法 是 


a+l 1 L 了 ， (10) 
aa + 3 dr eta, 


第 一 个 + 号 之 后 的 + 号 都 写 低 , 表 示 “ 降 了 一 层 ”. 
例 67729 的 连 分 数 是 


67 9 1 1 1 
5 2+35 2+3572+ 站 
3 二 去 3+ 
9 9 4+ 1 
2 
ty 67 _ 1 1 1 
或 25 =2+ 可 于 4 (11) 


展开 的 过 程 就 是 不 断 地 作 带 余 除 法 , 即 轧 转 相 除法 .我 们 用 通常 加 转 
相 除 法 的 格式 把 计算 过 程 重 写 如 下 : 


67 29 
58 2 | 27 
9 3 | 2 
8 | 4 2 
1 2 0 
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这 样 根据 计算 结果 (由 中 间 的 数目 给 出 ) ,就 又 可 与 出 CiL). 这 个 例子 
展示 给 我 们 , 求 一 个 有 理 数 ( 或 者 说 分 数 ) 的 连 分 数 展 式 的 方法 就 是 
轧 转 相 除 法 .并 且 总 在 有 限 步 内 完成 . 另 一 方面 ,给 定 一 个 形 如 (9) 
的 有 限 连 分 数 , 沿 轧 转 相 除 法 的 逆 过 程 算 回 去 ,总 得 到 一 个 有 理 数 . 
于 是 我 们 有 

定理 1 ”任何 一 个 有 理 数 都 能 展 为 有 限 简单 连 分 数 ; 任 何 一 个 
有 很 简单 连 分 数 都 可 化 为 一 个 有 理 数 . 

定理 ! 指 机 ，- 个 无 理 数 的 连 分 数 展 式 将 含有 无 限 多 项 

例 ” 求 Y2 的 连 分 数 ， 


解 W231+42-1=1+ 
vY2 -1 
=1+=1 -1 二 
vl 2+vi3-1 
一 = 4 1 
一 工 =l+F 17 
2+ 本: 
-1 


用 连 分 数 表 示 实 数 时 ,有 理 数 和 无 理 数 有 了 明显 的 区 别 :有 有 限 连 

分 数 表 示 有 理 数 ,而 元 限 连 分 数 胡 示 无 理 数 .这 比 用 十 进 小 数 肯 示人 实 

数 上 其 有 明显 的 优越 性 .因为 有 有理 数 的 小 数 表示 可 以 是 无 限 循环 小 数 
这 里 还 有 一 个 问题 ,就 是 如 何 把 负数 展 为 连 分 数 ? 


例 。 把. 漳 展 为 连 分 数 . 
解 由 


只 需 展 站 就 可 以 了 ， 
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现在 继续 研究 (10) 式 . 我 们 把 数 caa，… ,a 器 做 连 分 式 的 部 
分 商 . 利 用 它们 可 以 悔 成 分 数 


1 1 
Ce 二 a = a Zi a 
它们 分 别 由 原 连 分 数 在 第 一 .第 二 .第 二 层 .… 外 切断 而 得 到 ,这 些 
分 数 分 别 叫做 连 分 数 的 第 一 个 ,第 二 个 .第 二 个 ,… 渐 近 分 数 ， 

例 67729 的 前 一 个 渐 近 分 数 分 别 是 


之 

1 7 
24+ 一 一 二 = 2 
2+3 2.333-…， 

1 1 30 
2+ 二 一 一 汪 = 2 
2+ 王 ， 13 = 2.307 


与 67729 = 2.3103448 比较 可 看 出 ,它们 都 是 67729 的 近似值 ,并 是 
一 个 比 一 个 更 精确 . 连 分 数 在 解决 许多 有 趣 的 门 题 中 是 -个 得 力 的 
工具 .下 面 我 们 分 别 过 论 连 分 数 的 一 些 重要 应 用 . 

例 ” 求 A11 的 近似 值 . 

解 ”可 以 肌 求 平方 根 的 方法 求 V11 的 近似 值 .位 用 连 分 数 更 方 
使 -我 们 有 


= 3+ 一 一 一 一 
(wwTT +3)z2 


1 
3+(wIL - 3) 


1 
3 +wTi+s3 
1 


工 - 
3+6+(vI 一 3) 
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重复 这 一 过 程 就 可 得 到 
1 1 1 
+6+3+6+(/Il -3) 
取 渐 近 分 数 ,不 难得 出 如 下 的 近似 值 : 
VT 3 10 63 199 1257 3970 25077 
3719” 60 ”379 1197 7” 7561 


用 小 数 表示 ,这 些 近 似 值 依次 是 

vi = 3,3.33333333,3.31578947,3.31666666,3.31662269, 

3.31662489,3.31662478. 
这 些 值 是 很 精确 的 近似 值 .实际 上 ， 
VIL = 3.31662479.…. 

例 ”一 个 分 子 分 母 很 大 的 分 数 下 起 来 很 不 方便 , 连 分 数 可 以 格 
我 们 找 一 个 分 子 分 母 较 小 的 分 数 来 近似 它 , 县 误差 很 小 .如 
10436743200 的 连 分 数 展 式 是 


1 
3 


104963 1 1 1 1 1 1 
43200 4+7+1+315+64 
有 基体 计算 如 下 : 
10463 | i 43200 
9436 | 4 | 41852 
1027 7 ~ 1348 
963 1 1027 
64 3 ”321 
64 5 320 
0 | 64 0 1 


分 数 的 部 分 渐 近 分 数 是 
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1 1 1! .7 1 
4°4+7 2904+7+1 33 


1 1_163 
+3+5 7 673° 


1 1 1 1 1 
4+1+71+11+3 128’*4+74+1 
例 ”如 ,8733 = 0.2424… ,而 10463/43200 = 0.242199.8733 
与 10463/43200 的 差别 在 小 数 后 第 3 位 . 
3.1.4 约 率 与 密 率 的 内 在 意义 
我 们 来 求 图 周 率 x 的 连 分 数 展 式 . 取 x 的 近似 值 为 3.14159265、 
并 和 1 比较 作 如 下 计算 : 


3.14159265 1 
3 
0.14159265 7 0.99114855 
0.13277175 15 | 0.00885145 
0.00882090 i 0.00882090 
| 0.00003055 
得 到 
= 1 1 1 
3 了 5 
前 四 个 渐 近 分 数 为 
3 [ 径 一 周三 《同体 算 经 》] . 
3+ 站 [ 约 率 , 何 承 天 (公元 429 - 447)]， 
3+1 了 工 333 
了 + 1]5 106” 
3+ 寺 二 小 =355 |[ 密 率 ,祖冲之 (公元 429 - 500) 2 


7+135+1 113 
原来 约 率 和 密 率 意 藏 在 连 分 数理 论 的 背后 ! 要 知道 连 分数 的 近 
代理 论 开 始 于 及 , 邦 贝 利 (Rafael Bombeli ,1526 ~ 1572) ,祖冲之 去 世 
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二 年 后 他 还 没有 诞生 .那么 ,祖冲之 知道 连 分 数 吗 ?他 用 什么 办 法 
找到 的 密 率 ? 据 文 献 记载 , 比 他 略 晚 的 同时 代 印 度数 学 家 阿利 亚 伯 哈 
塔 (ryabhara) 的 著作 中 包含 了 用 连 分 数 求 线性 不 定 方程 的 一 般 解 的 
尝试 ,他 大 约 死 于 公元 550 年 . 同时 代 或 稍 晚 ,阿拉 伯 与 希腊 的 著作 
中 也 偶 有 发 现 .我 们 可 以 猜想 ,祖冲之 的 思想 中 已 经 有 了 连 分 数 的 概 
念 .实际 算出 来 


22 355 
Fi 3.142,713 ~ 3.1415929 . 


误差 分 别 在 小 数 点 后 第 一 位 和 第 七 位 ,这 个 精确 度 即 使 在 现在 
的 生产 实践 中 也 是 够 用 的 .用 比 r = 3.14159265 更 精密 的 较 周 率 来 
计算 ,我 们 可 以 得 出 
1 1 1 1 1 1 
T+IS+1+292+ +1 + 


由 此 我 们 可 以 得 到 355/113 之 后 的 …… 个 渐 近 分 数 是 
103993733102 ,这 是 一 个 很 不 容易 记忆 ,也 不 使 于 应 用 的 数 . 以 下 的 
数据 说 明 ,分 三 比 7 小 的 分 数 不 比 22/7 更 接近 于 x. 而 分 母 等 于 8 的 
也 不 比 22/ 更 接近 于 x. 计 算 见 下 表 . 


T=3+ 


分 母 9 分 子 户 nr- pg 
1 3 0.1416 
2 6 .44416 

3 9 Q.1416 

4 13 日 1084 

5 16 0.0584 

6 19 — 0.0251 

7 22 0.0013 

8 25 n.0166 


我 们 还 可 以 通过 更 多 的 计算 指出 .在 分 母 不 比 114 大 的 分 数 中 
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以 3557/113 最 接近 于 r .而 22/ 和 355A113 又 是 两 个 相当 便于 记忆 
和 使 用 的 分 数 . 


习 题 
1 .把 下 面 的 分 数 化 为 有 限 简单 连 分 数 :1 , 沾 .3.54 ,3.14159. 
之 = 1 1 2£. 
2 车 3+ 3 十 1 十 言 : 求 
3. 求 147 的 有 限 简 单 连 分 数 ， 并 与 177Z1L1 的 连 分 数 相 比较 . 
4. 求 V3 的 连 分 数 展 式 . 
5. 着 p> 9， 人 =at 直 ,机 ;二 : 则 
pil 1 jl 
gq eatarte a 
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3.2.1 ”为 什么 四 年 一 闽 , 而 百年 又 少 一 间 
天 文学 和 年 代 学 中 的 许多 问题 可 以 用 数论 的 概念 来 计算 和 陈 
述 .下 面 我 们 将 讨论 才 个 有 趣 的 天 文学 问题 . 先 讨论 间 年 问题 . 如 果 
地 球 绕 太 阳 一 局 是 365 天 整 ,那么 我 们 就 不 需要 分 平生 与 同年 了 ;也 
就 是 没有 必要 每 隔 四 年 把 二 月 份 的 28 天 改 为 29 天 了 . 
如 果 地 球 绕 太阳 一 周 恰 是 365 二 天 , 那 我 们 每 四 年 加 一 天 的 算 
法 就 很 精确 ,没有 必要 每 隔 一 百年 又 少 加 一 天 了 . 如 果 地 球 绕 太 阳 -- 
周 恰恰 是 365.24 天 , 那 一 再 年 就 有 24 个 阔 年 , 即 四 年 一 闽 而 可 年 少 


一 疝 , 这 就 是 我 们 用 的 历法 的 来 源 .由 计 可 知 ,每 四 年 加 一 天 ;由 痢 
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可 知 ,每 百年 加 24 天 .但 是 ,事实 并 不 这 样 简单 .地 球 绕 日 一 千 的 时 
间 , 即 天 文 年 是 365.2422 天 .这 一 小 误差 逐渐 引起 了 季节 和 日 历 关 
系 之 间 的 难以 预料 的 大 变动 .例如 ,在 16 指 纪 ,者 分 是 三 月 十 一 日 ， 
而 不 是 原来 的 二 月 才 一 日 .中 闽 历 史上 曾经 有 过 多 次 重大 的 廊 法 改 
革 ,其 根本 库 因 就 在 于 此 . 

现在 让 我 们 用 求 连 分 数 的 渐 近 分 数 来 求 得 更 精密 的 结果 . 我 们 
知道 地 球 绕 太 阳 一 周 需 时 365 大 5 小 时 48 分 46 秒 ,也 就 是 


5 48 46 _ 10463 
365 +34 + 34x60* IK60760™ 305 43+ 60(K) 
将 它 展 为 连 分 数 : 
10463 360541 1 1 1 1 1 
365 43200 ”365 t+ 4 FT4+3+ +64 
算法 见 前 .分 数 的 部 分 渐 近 分 数 是 
Tl 1,7 1 1 1l1_ 8 
4*441477 2 4+7+T7 33 
3 
4t+t7+1+3 128 
1 1 1 1 1 4163 
4+711+3+3 7 63 
1 1 1 1 1 1 10436 


417+1+3+5+64 43200. 
和 的 渐 近 分 数 一 样 ,这 些 渐 近 分 数 也 一 个 比 一 个 精密 .这 说 明 ,四 
年 加 一 天 是 初步 的 最 好 的 近似 值 ,但 29 年 加 7 天 更 精密 些 ,33 年 加 8 
天 义 更 精密 些 , 而 99 年 加 24 天 正 是 我 们 百年 少 … 辣 的 由 来 .由 数据 
也 可 晓得 ,128 年 加 31 天 更 精密 . 积 少 成 多 ,如 果 过 了 43200 年 , 照 百 
年 24 国 的 算法 ,一 共 如 了 432 x 24 = 10368 天 .位 是 照 精 密 的 计算 ， 
却 应 当 加 10463 天 ,这 样 一 来 . 少 加 了 95 天 .这 就 是 说 ,按照 白 年 24 
闷 的 算法 ,过 43200 年 后 ,人 们 将 提前 95 天 过 年 ,也 就 是 秋 初 就 要 过 
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年 了 ! 所 以 历法 多 规定 :世纪 数 不 能 被 4 整除 的 世纪 年 如 1700.1800， 
I900,2100,2200 ,2300,… 等 不 是 闲 年 , 而 其 余 的 世纪 年 如 1600、 
2009 ,2400,… 等 足 国 年 .但 这 又 时 得 有 点 太 短 了 . 班 在 有 人 提出 . 
4009 ,8000 ,… 等 不 作为 国 年 .这 是 一 个 仍 玉 解决 的 问题 . 
3.2.2 公历 的 改革 . 

日 前 世界 上 大 多 数 半 家 使 用 的 公历 虽然 精 虚 比较 高 ,位 从 实用 
角度 看 还 存在 一 些 缺点 .这 些 缺 点 中 最 明显 的 : 

1) 一 年 四 季 ,各 季 长 度 不 等 .有 90,91.92 大 二 种 .因此 上 半年 
与 下 半 全 的 长 度 也 不 相等 ; 

2) 各 月 的 日 数 不 等 ,有 28,29,30.31 天 四 种 ,大 小 月 安排 无 规 


律 ; 
3) 每 日 的 星期 数 不 固定 , 随 征 份 而 变 . 如 1998 年 的 泡 电 是 咱 期 
内 ,1999 年 的 元 日 是 星期 五 . 
此 ,从 使 用 方便 ,容易 记忆 这 点 来 讲 , 公 历 是 不 型 想 的 .为 了 使 
公认 更 加 完善 ,1910 年 在 英国 伦 部 各 开 了 一 次 国际 改 历 会 议 . 县 体 
讨论 公历 的 改革 问题 . 据 统 计 , 到 1927 年 国际 上 的 改 历 方案 就 有 … 
百 四 上 多 种 .很 多 国家 为 此 没 立 了 专门 的 改 历 委 员 会 .从 目前 来 看 、 
比较 引 大 注意 的 所 谓 * 世 界 历 ” 方 案 有 两 种 .… -种 是 一 秆 分 12 个 月 
的 . 叫 短 "十 一 崩 世 界 历 ” 另 -- 种 是 一 年 分 13 个 月 的 "二 三 个 月 世界 
砚 《“ 现 表 ) .这 西 种 历法 都 虚 服 了 上述 缺点 ,便于 记忆 ,便于 使 用 ,日 
年 年 相同 ,永久 可 用 .这 样 一 来 ,挂历 就 不 必 年 年 印 了 .缺点 是 特别 列 
出 的 疼 日 和 年 终 国 际 节 都 不 在 日 序 之 内 ,对 记录 社会 活动 和 访 史 事 
件 带 来 了 麻烦 . 所 以 到 现在 还 没有 诞生 一 个 为 大 家 普遍 接受 的 新 公 
历 ， 
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十 二 月 世界 历 
一 季度 : 1 月 [ 2 月 3 月 
BB|I 8 15 22 29 5 12 19 360 3 0 
-2 9 16 23 30| 6 13 20 27 4 1 
3 0 7 24 31 7 14 21 28 5 12 
三 [4 1 18 25 1 8 15 22 29 6 13 
四 512 19 2 12 9 1623 30 7 14 
五 16 13 20 27 13 0 17 24 1 8 1 
N74 2128 41 18 25 |? 9 1 
季度 | 4 月 1 5 月 6 月 
日 ! 8 15 22 29 5 12 19 26 3 0 17 
2 9 16 23 30| 6 13 20 27 4 1l 18 
-ai 24 31 7 14 21 28 5 12 19 
4 11 18 25 1 8 15 22 29 6 13 20 
5 12 19 26 2 9 16 23 30 7 14 21 
6 13 20 27 3 10 17 24 it 8 15 22 
7 14 21 28 4 1L 18 25 2 9 16 23 
三 季度 7 月 ' 3 万 9 及 
日 1 8 15 22 29 5 12 19 26 3 0 1 
-|2 9 16 23 30 6 13 20 27 4 11 18 
3 10 17 24 31 7 14 21 281 5 12 19 
|14 11 18 25 1 8 15 22 29| 6 13 20 
5 12 19 26 2 9 16 23 30 7 14 21 
五 :6 13 20 27 3 310 17 24 1 8 15 22 
六 |7 1 21 28 4 11 I8 25 2 9 16 23 
四 季度 10 月 11 及 12 月 
日 1 8 15 22 29 5 12 19 26! 3 10 17 24 
12 9 16 23 30 6 13 20 27 4 1 48 25 
:|310 17 24 31| 7 14 21 28 5 12 19 26 
= 141 18 25 jl 8 15 2 29. 6 13 20 27 
四 5 12 19 26 2 9 16 23 3n 7 14 21 28 
EE 6 13 20 27 13 10 17 24 ij1 8 15 22 
六 | 7 14 21 28 4 11 18 23 2 9 16 23 30" 
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十 三 月 世界 历 
T 
月份 415lsl7islolwunluzl 
星 期 1 国 
日 11rTijriiiril i 
一 2|2|2]j|2z|2|12|2|2| 2| > 
3|3|31s3|3|13|3j3| 3| 3 
4|14|4|34|414|34 34| 4| 4 
5|5|15|s|ls|l5|1515|5|s 
6|6|6|66|16|56|6l6lan 
| 717|7|7|1717| 7 777 
日 si8|8|8|8|18 8|8| s,s 
一 EE 
一 2 |10 J10 fio fo lio J10 | 19110| 10 
三 lu 
四 12 |12 14211221 12:12|12|12 
天 13 |13 13 013 3 | 73]3 13 ls 
六 14 |14 14 i14 |14 |14 114 |14 |14|14|14|14 
日 ts 1s [1s lsts ls ls ls [sis 
一 16 :16 |16 116 |16 lll6 |16 le | 16 
一 17 [17 17 17 17 117 ll | 17 
三 18 |i8 ig is lis 18 li8 ig lg | 18 
由 :19 |19 9 |19 J19 539 |19 |19 :te | 19 
五 20 |20 20 |20 120 i2n |20 l20 120 | 20 
六 21 |21 j21 [2 i21 |21 |21 121 |21 la 
22 .22 |22 |22 122 |22 [22 |22 |22 | 22 
一 23 23 |23 123 |23 |23 123 |23 |23 :23 
二 24 ,24 |24 124 |24 |24 124 |24 |24 24 
二 125 |25 |25 |25 |25 |25 25 |25 |2s i25 
四 26 |26 26 |26 |26 126 |26 |26 :26 | 26 
五 27 |27 .27 |27 |27 127 |27 |27 127 | 27: 
六 23 ‘28 128 |28 ‘28 |28 加 28 :28 |28 | 28 
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3.2.3 ”农历 的 月 大 月 小 、 痿 年 闽 月 

农历 的 大 月 三 十 天 、 小 月 二 十 九天 是 怎样 安排 的 ? 

我 们 先 说 明 什么 叫 翔 望月 . 出现 相同 月 面 所 但 隔 的 时 间 称 为 逆 
望月 .也 就 是 从 满月 ( 望 ) 到 下 一 个 满月 ,从 新 月 ( 逆 ) 到 下 一 个 新 月 ， 
从 峨 周 月 ( 弦 ) 到 下 一 个 同样 的 蛾 硝 月 所 间隔 的 时 间 . 我们 把 朔 沁 月 
取 作 农 上 月 . 

已 经 知道 朔望月 是 29.5306 大 ,把 小 数 部 分 展 为 连 分 数 


0.s306 1 1 1 1 1 1 1 1 


T+li+7+1+2+33+1+2° 
它 的 浙 近 分 数 是 

1*2'15’17'49'1634'1683" 
也 就 是 说 ,就 一 个 月 来 说 ,最 近似 的 是 30 天 ,两 个 月 就 应 当 -大 
小 ,而 45 个 月 中 应 当 8 大 7 小 ,17 个 月 中 9 大 8 小 等 等 .就 49 个 月 来 
说 前 两 个 17 个 月 里 ,都 有 9 大 8 小 ,最 后 15 个 月 里 ,有 8 大 7 小 ,这 
样 在 49 个 月 中 ,就 有 26 个 大 月 . 

再 谈 农 历 的 间 月 的 算法 . 地 球 绕 月 一 周 需 365.2422 天 , 明 望 月 

是 29.5306 天 ,而 它 正 是 我 们 通用 的 农历 上 月 ,四 此 一 年 中 应 该 有 


365.2422 _ 10.8750 
29.5506 一 12.37… = 1239.5306 


个 农历 的 月 份 ,也 就 是 多 于 12 个 月 .因此 农历 有 些 年 是 12 个 月 ;而 
有 些 年 有 13 个 月 , 称 为 闽 年 .把 0.37… 展 成 连 分数 


_1 1 1 1 1 1 
0.37 并 + 并 + 本 ， 


它 的 渐 近 分 数 是 

] 1 

2'3 13727- 
因此 ,两 年 一 辐 太 多 .三 年 一 国 太 少 , 八 年 三 六 太 多 ,二 思 年 七 间 太 
少 . 如 果 算 得 更 精密 些 


3 7 10 
, 言 ， 
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10.8750_ 1 1 1 1 1 1 
29.5306 21+1172+1-41 1+1l6+ 
1+ LL 1 1 1 1 
1+5S+2+6+2+2 
它 的 渐 近 分 数 是 
了 工 上 上 ,六 二. 让 :此 ,区 731 ... 
2 3 8711719731543344193S 全 


这 里 需要 指出 ， 用 汉 在 者 秋 时 代 吏 们 的 视 完 福 经 创造 本" 二 天 年 七 
阁 法 .相当 完满 地 把 我 们 的 历法 建筑 在 科学 的 基础 之 上 , 远 远 走 在 
进 界 各 国 的 前 列 . 
3.2.4 二 十 四 节气 

并 四 节气 是 很 多 人 都 熟悉 的 ,尤其 在 农村 ,是 家 喻 户 晓 . 现在 我 
们 使 用 的 皇 历 上 ,在 节气 那 一 天 前 写 着 “今日 立春 " “今日 复 至 ”等 
字样 . 订 四 节 的 名 称 足 :立春 .雨水 , 惊 蔓 .春分 .清明 . 谷 韦 . 立 槛 .小 
满 ,芒种 .夏至 .小 虽 .大 时 ,立秋 、 处 时 .名 露 .秋分 .寒露 .霜降 .立冬 
小 雪 、 大 委 . 冬 苗 小寒. 大寒 .为 了 使 于 记忆 .劳动 人 民 僻 立 了 -- 首 歌 
诀 : 


春雨 惊 春 清 从 天 ， 
夏 满 蕊 夏 旱 相连， 
秋 处 露 秋 寒 霜降 ， 

冬 轨 轨 冬 寒 又 寒 . 

甘 四 节气 在 我 国 蚌 逐步 形成 的 .至 送 在 瑞 商 时 代 已 经 有 了 复 至 、 
冬至 等 概念 ,以 后 逐渐 不 富 , 到 了 西汉 初期 已 经 有 了 完整 的 二 十 四 节 
气 .在 我 同 古代 ,二 十 四 节气 的 日 期 是 由 测定 太阳 影子 的 长 度 来 决定 
的 .《 周 幅 算 经 》 和 《4 后汉 书 律 历 志 》 等 许多 十 书 都 记载 着 二 十 四 入 气 
的 日 影 长 度数 值 . 这 说 明 二 十 四 节 实 际 上 是 太阳 视 运 动 的 一 种 反映， 
与 月 亮 运 动 豪 无 关系 .因此 二 十 四 节 在 公历 中 的 日 期 基本 上 变化 不 
大 ,有 四 名 口诀 很 好 记 : 
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公历 节气 真 好 算 , 一 月 两 节 不 改变 .上 半年 来 六 、 奸 一 ,下 半年 来 
八 . 甘 三 . 

这 就 是 说 ,节气 在 上 半年 的 公历 日 期 都 在 六 日 和 甘 -… 日 ,而 下 半 
年 都 在 八 日 和 甘 三 日 .由 于 太阳 运动 的 不 均匀 性 ,这 些 日 于 可 能 有 
一 .二 日 的 出 入 ,但 不 会 差 更 多 .节气 在 古代 本 称 为 “ 气 " ,每 个 月 全 有 
二 个 气 ,一般 在 前 的 则 “节气 ” ,在 后 的 则 “中 气 ", 后 人 把 节气 和 中 气 


统称 为 节气 .按照 古人 的 规定 ,每 个 月 由 所 含 的 中 气 来 表征 ,如 合 冬 
至 的 月 就 是 十 ~- 月 , 含 雨 水 的 月 就 是 正月 .各 月 的 节气 和 中 气 分 本 如 
下 : 
正 | 三 [三 T 四 了 五 | 六 七 及 | 丸 | 干 | 十 | 十 
月 | 月 | 月 | 月 | 月 | 月 | 月 | 月 | 月 | 月 | 一 | 二 
| 月 | 月 
节 | 立 | 壤 | 清 | 立 | 区 | 水 i 立 1 白 | 寒 | 立 | 大 | 小 
气 : 春 | 的 | 明 | 夏 | 种 1 器 |j 秋 | 露 | 露 | 冬 | 二 | 案 
中 十 | 存 | 谷 | 小 | 夏 | 大 | 处 | 秋 | 需 | 小 | 冬 i 大 
气 ,水 | 分 | 市 | 满 | 至 | 咽 | 茵 | 分 | 降 | 雪 | 至 寄 
这 个 表 同 农历 浆 月 的 实 排 有 密 场 关 系 . 
3.2.5 ” 阔 月 放 在 瞩 儿 


农历 的 国 月 究竟 怎样 安置 ,历史 工 曾 有 过 不 辣 的 处 理 . 大 致 |， 
西汉 初期 以 前 ,都 把 闽 月 放 在 -年 的 未 尾 . 例 如 , 汉 初 把 九 月 作为 
年 的 最 后 一 个 月 , 那 时 的 半月 就 放 在 九 睛 之 后 , 称 为 "后 九 月 ”到 上 了 了 
后 来 , 随 着 历法 的 估 步 精密 ,安置 闽 月 的 方法 也 有 了 新 规定 ,这 就 是 
把 不 含有 中 气 的 月 份 作为 冰 月 ,这 个 演 辣 规则 直到 今天 翁 在 使 用 .为 
什么 农具 有 的 月 份 会 没有 中 气 呢 ?原来 ,两 个 节气 或 两 个 中 气 之 间 平 
均 日 数 为 365.2422 寺 12 = 30.4368 日 ,而 一 个 朔望月 是 29.5306 日 ， 
两 考 有 将 近 一 天 的 差 数 .因此 ,中 气 在 农历 月 份 中 的 日 期 会 逐 上 月 有 将 
近 一 天 的 推迟 .这 样 继续 下 去 ,必然 有 的 月 份 的 中 气 正好 落 在 这 个 月 
的 最 后 一 天 ,那么 下 个 月 就 没有 中 气 了 ,而 是 出 现在 再 下 一 个 月 的 月 
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初 了 .按照 前 节 的 规定 ,每 个 月 都 有 自己 图 定 和 的 中 气 , 邦 么 把 没有 中 
气 的 月 偷 叫 做 闲 月 就 是 很 自然 的 了 . 

例如 .1968 年 , 农 记 次 成 申 年 ,这 年 八 月 以 前 各 月 中 气 所 在 的 日 
期 如 下 : 


而 水 - 正月 村 一 
春分 二 月 并 二 

谷雨 有 | 
丰满 l 四 月 寺 下 
”夏至 五 月 菇 六 
大 茵 | 六 月 证 八 

处 嘲 | 七 月 三 人 

白露 1 “ 冰 七 月 十 五 | 
秋分 | 八 月 初 二 
这 里 的 闲 七 月 中 只 有 一 个 节气 各 涯 ,而 没有 中 气 . 


下 面 列 出 从 3949 年 到 2020 年 农历 半月 的 情况 : 


1949 闻 七 月 1974 闽 丐 月 1998 图 五 月 
19s2 “， 间 五 月 1976 ”| 间 从 月 ， 2001 ”， 辣 西 月 
1955 | 同月 ， 1979 | 曾 六 月 | 2004 ;国有 崩 
1957 间作 月 1982 ”| 图 四 月 2006 ”| 国 七 月 

| is6o 图 六 月 1984 | 则 十 月 ， 2009 | 洽 近 月 
1963 二 四 月 1987 ”| 朵 六 月 2012 闽 四 月 

| 966 | 国 - 月 [| 1990 国 五 月 2004 | 村 

1968 坷 七 月 1993 头 二 月 2017 

1971 | 闻 五 月 | 1995 个 八 月 2920 

3.2.6 ”日 月 食 


前 向 已 经 介绍 过 翔 沁 月 ,现在 骨 介绍 交点 月 .大 家 知道 地 球 绕 太 
阳 转 ,月 亮 绕 地 妹 转 . 地 球 的 轨道 在 一 个 平面 上 , 称 为 黄道 而 :而 月 亮 
的 轨道 并 不 在 这 个 平面 上 ,因此 月 亮 轨道 和 这 黄道 而 有 交点 .具体 地 
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说 .月 亮 从 地 球 轨道 于 面 的 这 一 侧 穿 到 另 -一 侧 时 有 一 个 灾 点 .再 从 另 
一 伽 穿 加 这 一 侧 时 交 有 一 个 交点 ,其 中 一 个 在 地 球 轨 道 峰 内 . 另 一 个 
往 痢 外 ,从 网 内 交点 到 圈 内 交点 所 需 时 间 称 为 交点 月 .交点 月 约 鸭 
27.2123 大 . 当 太 阳 , 崩 亮 和 地 球 的 中 心 在 一 直线 ,这 发 生日 
食 ( 图 3 一 已 或 月 食 ( 刀 果 月 亮 在 籽 球 的 另 一 人 出 ). 如 圈 3 一 1 .由 十 二 
点 在 一 直线 [ ,因此 月 亮 - - 定 在 地 球 轨道 平面 上 ,也 就 是 月 亮 企 交点 
上 :同上 晤 也 是 月 亮 全 其 的 时 候 ， 也 就 是 朔 . 从 这 样 的 位 置 再 问 到 同样 
的 位 置 必 需要 有 两 个 条 件 : 从 一 交点 到 同一 交点 (这 和 月 有 关 ) 1; 
从 逆 加 逆 ( 这 各 翔 望 月 有 关 }) .现在 我 们 来 求 闻 望 月 和 区 义 点 用 的 比 . 
我 们 有 


29.5306 _ 
27.2123 一 


jy 1 1 1 1 1 1 
ll+1+2 r+41:+24+91 
1 1 


| 1 
1 F251 2° 


地 球 轨道 


苦 谍 渐 近 分 数 
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曾 223 x 29.5306 天 = 6585 天 = 18 年 11 天 .这 就 是 说 ,经 过 242 个 
交点 月 或 223 个 朔望月 以 后 ,太阴 .月亮 各 地球 又 差不多 回 和 好 了 原来 
的 相对 位 置 .应 当 注 意 的 是 本 一 定 这 尘 个 天 摔 的 中 心 准 在 一 可 线 上 
时 于 出 现 日 食 或 月 食 , 稍 偏 -一 些 也 会 发 生 ,因此 在 这 18 年 11 天 中 会 
发 生 好 多 次 委 食 各 月 食 ( 约 有 41 议 自 食 和 29 次 月 食 ) ,虽然 要 邻 两 
次 旦 售 ( 或 月 食 ) 时 间 障 时 间 并 不 是 一 个 固定 的 数 , 但 古 经 过 了 18 年 
11 天 以 后 ,由 于 这 三 个 天 栖 又 加 到 了 床 来 的 相对 位 置 ,因此 在 这 18 
年 11 天 中 日 食 、 月 食 发 生 的 规律 又 二 现 了 .这 个 交 食 ([ 盘 有 丹 食 
的 总 称 ) 的 周期 称 为 沙 罗 周期 “ 沙 罗 ”就 是 重复 的 意思 - 求 册 了 沙 罗 
洞 期 ,就 大 大 便 玉 已 食 月 食 的 测定 . 
3.2.7 翌 月 合 壁 ,五 盟 联 珠 ,七 二 同 富 

1962 年 2 月 5 日 是 春节 .正在 那天 ,天 空中 出 现 了 一 个 非 
的 现象 ,就 是 金 、 木 .水 . 火 . 土 直 大 行星 在 同一 个 方向 上 出 现 , 询 
在 这 个 方向 上 昌 食 也 正好 发 生 . 这 种 现象 称 为 打上 月 合 辟 ,五 星 联 珠 ， 
七 琴 同 官 {( 图 3 - 2). 这 种 育 异 的 现象 几 百 年 才 会 出 现 一 次 

天 文学 家 把 “大 "分 为 车 干部 分 (这 里 的" 天” 指 的 是 我 们 的 视 
室 间 ) ,每 一 部 分 称 为 一 个 星座 .通过 黄 遵 面 的 共有 12 个 星座 , 称 为 
黄道 2 宫 .1962 年 2 月 5 日 这 一 天 , 爹 . 本 .水 、 火 . 土 . 日 .月 七 个 星球 
同时 走 到 一 个 宫 内 .这 就 是 七 瑟 同 宫 . 为 什么 称 为 五 蜡 联 珠 呢 ?因为 
在 那 一 天 人 和 们 从 地 妹 王 看 起来 金 . 本 ,水 . 火 . 主 五 个 行星 的 位 置 差 不 
多 在 一 起 - 但 实 味 上 有 远 有 近 ,好 象 串 戒 一 串珠 子 …- 样 .这 种 现象 也 
称 为 天 星 罕 . 古 人 把 帘 角 不 超过 45° 的 情况 就 称 为 五 星 联 珠 . 五 星 联 
珠 被 视 为 吉祥 之 滥 . 对 这 种 现象 远 在 两 千 多 年 前 我 国 历 史上 就 有 了 
记载 .在 4 汉 书 》 律 认 志 上 是 这 样 写 的 

复 覆 太 狠 历 , 隐 毅 弦 望 背 最 密 , 日 月 如 合 壁 ,五星 如 联 珠 ， 

还 有 一 个 注 : 
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图 3 一 2 


太 割 上 撕 申 子夜 六 朔 互 冬至 时 ,七 贝 缘 会 乐 斗 牵 牛 分 度 , 夜 尽 如 
合 壁 联 珠 也 . 

太初 基 汉 武帝 的 年 号 ,在 公元 六 104 个 .这 说 其 我 们 的 祖先 对 大 
文 现象 时 就 作 了 精密 的 观察 . 

何 时 再 发 生 联 珠 现 象 , 也 可 用 上 面 担 供 的 方法 算 ,当然 复 热 度 增 
加 了. 
2.2.8 和 干支 纪年 

在 我 国 的 日 让 牌 上 通常 有 上 了 晴 部 分 :一 是 用 阿拉 伯 数 字 表 泉 的 公 
族 拥 期 , 另 一 是 用 汉 文 数 字 表 示 的 农历 目 期 .这 两 型 之 辣 沼 常用 " 农 
历 王 子 年 三 月 小 "农历 丙午 年 二 月 大 ”等 字样 晤 开 , 这 时 的" 王 
子 " “肉牛 ”就 器 做 “干支 ”. 查 一 查 过 去 的 历 书 就 知道 ,“ 和 王子” 人 牛 对 
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应 的 是 1972 年 , “内 午 "年 对 应 的 是 1966 年 .干支 实际 上 是 "大 于 ”和 
“地 支 ”的 合 称 . 甲 . 乙 ,两 . 了 ,成 吕 . 庚 . 广 . 王 . 燃 十 个 字 叫 做 “天 
于 ”; 子 . 丑 . 实 . 印 . 压 .已 午 . 未 . 申 . 丁 .成 . 刻 十 二 个 字 韦 做 “地 支 “ 
把 天 十 中 的 一 个 字 摆 在 前 而 ,后 面 配 上 地 支 中 的 一 个 字 ,就 构成 -- 对 
干支 .如 果 大 于 以 “ 申 ” 字 开始 ,地 支 以 “ 子 ” 宁 并 始 组 合 ,我 们 号 可 以 
得 到 六 十 对 干支 ,这 常 叫 艇 “六 | 干支 ” 或 “六 十 花甲 子 ". 我们 把 六 
十 丁 支 表 排 列 如 下 . 


1 2 3 | 4 s | 6 
| 
甲子 | 乙 妨 | 夫 帘 | 丁 久 | 碎 搬 ,已 已 
11 12 13 | [4 15 1 16 


讳 成 | 乙 突 | 再 子 | 丁 妖 | 成 寅 ; 已 外 
21 22 23 | 24 25 26 
甲 申 | 乙 西 | 内 成 ; 成 子 ; 已 刁 
31 32 33 35 36 


i 
甲午 | 乙未 | 肉 由 ; 丁 西 | 成 成 己 率 
41 42 43 1 44 45 46 


甲 展 | 乙 蕊 | 内 个 丁 玉 | 及 申 : 己 酉 | 王子 
Sh S2 53 54 $5 56 S57 58 | 59 60 
甲 守 | 乙 拖 | 两 展 ，1 已 | 成 午 | 已 未 庆 由 | 六 本 | 三友 | 可 
按照 表 的 次 庄 ， 和 放款、 这 种 纪年 法 市 “十 支 纪 年 
法 .” 从 古代 文献 来 看 , 十 支 纪年 至 返 在 东 激 初期 已 经 普通 使 用 . 直 
区 今 天 没有 间断 过 

干支 纪年 在 我 国 历史 学 中 广 证 使 用 ,特别 是 近代 史 中 很 多 重要 
的 历史 事件 的 年 代 常 出 干支 年 表示 .例如 , 甲 千 战 争 .上 记 子 义 和 闭 起 
义 ` 现 成 蛮 法 .辛亥 革命 等 等 . 然而 ,在 现代 央 中 由 于 采取 了 公认 纪 
年 .下 支 纪年 就 不 必要 了 了 

把 公历 纪年 换算 成 十 支 纪年 ,通常 要 查阅 专门 编 炎 的 年 代 对 照 
表 , 这 类 书 - 般 比 较 少 ,而 查 起 来 也 很 麻烦 .下面 介 绍 一 个 简单 的 计 
算 公式 ,可 以 用 来 很 容易 的 算出 公 频 基 年 所 对 应 的 十 支 米 .这 个 公式 
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是 
n=x-3-60m, 
这 里 n 是 干支 表 中 的 序数 ,x 是 所 求 年 的 公历 纪年 数 ,m = 0,1,2， 
…, 取 整数 值 ,适当 选择 wz 的 值 ,使 
0<< > 去 60. 

从 得 到 的 = 就 可 立即 从 表 中 在 出 干支 来 . 

例 求 1894 年 的 干支 . 

解 一 1894. 选 取 mm = 31, 则 

n= 1894 一 3.-60x31= 31. 

由 干支 表 中 查 出 ,对 应 的 干支 是 甲午 .1894 年 正 是 甲 千 战 争 发 
生 的 年 代 . 

这 里 有 一 点 值得 注意 .从 公式 的 要 求 看 .r 只 能 取 公 元 4 年 以 后 
的 值 .那么 公元 4 年 以 前 的 于 支 怎 么 办 ?天 文 纪年 法 规定 , 公 区 元 年 
记 为 + 1 年 ,公元 前 一 年 记 为 0 年 .公元 前 2 年 记 为 -1 年 ,公元 前 3 
年 记 为 -2 年 ,-…. 把 公 泡 4 年 以 前 的 x 值 按 这 个 方法 取 值 .而 且 六 
也 可 以 取 负 整数 ,那么 ,公式 (1) 仍旧 成 立 . 

例 ” 求 公 元 前 221 年 的 干支 . 

解 这 时 ., 依 规定 x = 一 220, 取 m = 一 4, 则 

n= (-220)-3-60x(-4) = 17. 

由 干支 表 查 出 ,干支 为 庚 展 . 

这 是 秦 国 完成 统一 ,秦始皇 称 帝 的 那 年 . 

反 过 来 ,从 干支 纪年 换算 公 访 纪年 ,要 复杂 一 些 . | 碟 为 干支 经 过 
60 年 就 重复 一 次 . 同 -三 支 对 应 一 系列 公历 纪年. 它们 之 间 相 差 60 
的 整数 倍 ,为 了 解决 这 种 不 确定 性 ,需要 参考 其 它 沪 史 因 素 . 
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$3.3 ” 连 分 数 的 性 质 


3.3.1 ” 渐 近 分 数 的 性 质 

前 面 以 连 分 数 为 工具 研究 了 许多 天 文 现象 ,简单 耐 漂 皖 地 得 出 
许多 有 用 的 结果 ,同时 我 们 还 注意 到 连 分 数 还 有 一 些 很 好 的 性 质 . 现 
在 我 们 就 着 手 对 连 分 数 的 理论 作 些 初步 探讨 . 先 从 x 的 渐 近 分 数 开 
始 , 看 它 能 给 我 们 些 什 么 启示 . 

二 3.1415926…, 它 的 新 近 分 数 是 


22 333 _ 355 _ 
3, 李 3.1428, 108 = 3.1415094,713 = 3.1415929. 
与 x 的 准确 值 相 比较 ,我 们 看 到 ， 
333 355 22 
3< Tn"< 113 < 
如 果 将 各 阶 渐 近 分 数 分 别 记 为 
tp... Pa ... 


dog1” qa” 
那么 ,它们 似乎 时 现下 述 规 律 ; 
加 一 一 < Pa 
do ”ga Yan 
更 清楚 些 . 林 写 为 : 


< 
gan+l 加 


De < ax 是 递增 序列 :2 > x 是 递减 序列 ; 


2》 has nae 
9 + 
前 而 曾 指 出 ,在 所 有 分 母 小 于 & 的 分 数 中 以 22 人 7 最 接近 于 x 这 
样 . 渐 近 分 数 还 有 性 质 


一 下 > co) 


3) 全 是 对 x 的 最 侍 到 近 , 即 在 所 有 分 坪 4 <4， 的 分 数 中 ,经 和 
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Tt 最 接近 . 

下 南 我 们 证 明 这 些 性 质 对 任何 连 分 数 都 成 立 ,但 要 花 . 

研究 渐 近 分 数 ,首先 看 看 它 有 无 规律 ,能 不 能 找 出 渐 近 分 数 的 点 
达成 .答案 是 肯定 的 , 们 找 公 这 个 答案 花费 了 数学 家 不 少 的 心思 
3.3.2 渐 近 分 数 的 表达 式 

设 。> 0 是 一 个 实数 .其 连 分 数 展 式 为 


co Caot l dalayaot 1)+ an 


人” a ” Q2al +1 
第 -个 是 明 是 的 ,第 … 个 请 读者 白 己 算 , 我 们 算 - 算 第 二 个. 
1 1 
0 十 人 二 a 0 十 1 
al to 
2 
LL CE 
Tr ari Tt a ri aias {1 
Qa 


_ agoar + 1) 十 cu 
cas 1 - 


在 -- 役 情况 下 ,我 们 有 
定理 1 车 命 
Pr sans Pr erapt ls ps = apr 1t py tn > 1 (1) 
1 gr (tn > 1). (2) 
则 pg 就 是 a 的 第 个 渐 近 分 数 . 

证 “用 归 纳 法 证 明 . 当 = 2 时 ， 


Pi Gaprt po aldiavt I)+an 


go 1 ga 3 ei dy Qu 


2 Qa241 + 40 caal t+ 
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与 上 面 的 公式 一 致 . 设 n = 上 时 公式 成 立 , 今 证 当 = +I 时 公式 
也 成 立 .a 的 第 个 浙 近 分 数 是 


ao 一 一 


Qi 二 
a 的 第 有 +1 个 渐 近 分 数 是 


1 
Gp 上 
Gl 


两 者 的 差别 羽 在 于 将 ax 换 成 a + 法; 如果 a 第 个 渐 近 分 数 是 
Pe _ rpe 1+ pe 2 


3 Cad 1 + ge 2 


则 第 上 + 1 渐 近 分 数 是 


ae + 二 pe t+ px 2 
ee 


pes! 
. 1 

et ap to Ig rt ds 
Rrl 


asa + Dpe 1 deps 


(axaert + Dae +t cng 


pgs Prt +t teripr 2 + pat 
ORGA+IG4 -1 TF Agile-2 7 de 1 


Gel (aape st Pe 2) pe 
Hgrt (a tt ge 2) + dr 1 
二 和 
Ce 

定理 证 毕 . 

有 了 渐 近 分 数 的 表达 式 后 ,就 可 以 研究 浙 近 分 数 之 间 有 什么 联 
系 了 .找到 它们 之 闻 的 联系 就 可 以 比较 它们 的 大 小 ,从 调 增 减 的 信息 
也 就 知道 了 . 下面 的 定理 告诉 我 们 ,相仿 渐 近 分 数 之 问 有 非常 简单 而 
明 钢 的 关系 .性 质 本 鼻 十 分 有 趣 . 
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定理 2 pdr 1 一 gps 1 = (1)"! (n>0). (3) 
Padn 2 op 2 7 (la {n>1) (4) 


证 归纳 法 广 明 . 
证 (3) 当 m = 工时 ,公式 (3) 成 立 : 
Pigno- qipo = atao 十 工 一 cao 1 
若 症 = 大 时 (3) 成立 , 则 由 (1),(2)》， 
9 — geripe 
(apripe 4 pe de Caerige + det) pr 


AP 
Catge 1 一 gets-D 
= 人 (1 和 = (CD 
证 (4) 今 用 (3) 证 (4). 
Prds 2 gp 
二 《enp tt pe 3) 2 — Cangat 十 人) 疡 2 
= pa dn > 一 enGv-1P -2 
= nC pr Ldn 2 — Fr 1 Pn-2) 
= C1",. 证 举 . 
系 1 (pq) = 1. 
证 由 (3),p,,q, 的 公 因 数 一 定 整除 (- 1)”'. 它 一 定 是 1 或 
(- 1). 
系 1 指出 . 渐 近 分 数 都 是 既 约 分 数 . 
(3) 的 两 边 除 以 g,，19,,(4) 的 两 边 除 以 g, .29,, 可 得 


标 2 
四 (5) 
对 Sr adn 1 
Pr pz (De (6) 


对 Gn—2 Gndr 2 


%3.3 连 分 数 的 性 质 587 


有 有 了 系 2 就 可 以 比较 贞 个 相 邻 的 渐 近 分 数 .或 岗 个 相隔 的 浙 近 分 数 
的 大 小 了 


3.3.3 渐 近 分 数 的 极限 


设 < >0. 士 是 cn 溢 0av 汪 1 = 1.2 0) 令 
a (7) 
二 -1 1 1 1 
由 Saat (8) 
。 1 上 1 
和 a 


可 看 出 ,a 与 它 的 第 n 个 渐 近 分 数 的 差别 仅 人 在 于 将 pg, 中 的 4 换 成 
a, .这 样 一 来 ,由 定理 1, 立刻 得 到 
定理 3 
2 0tl abn pr 2 
ar ardn tt 
这 是 个 预备 性 的 定理 -我 们 的 目的 在 于 找 出 x 与 它 的 第 "个 新 
近 分 数 的 差 ,有 有 了 养 就 可 以 考虑 和 极限 问题 了 . 
定理 4 


(rn 2 2). (9) 


,CD Do 
eat nt) nant2garel + gs 
注 (10) 式 实际 上 是 两 个 公式 ,需要 分 别 证 明 . 
证 今 以 两 种 力 式 考察 4 与 渐 近 分 数 的 差 . 由 (9}),a 可 有 上 了 时 种 
表示 : 


(10) 


a 2 Ebrtt Pa oo Kutipr + pu! 
and 十 人 2 ao+19a 十 1 


用 这 是 个 表达 式 分 别 与 芭 作 差 ,就 可 得 到 (10). 下面 的 任务 只 是 计 
算 . 
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， 
Pr Matiprt Pol Pn 


Ge ld 
ribas 十 py Ldn utipoudy -Pad 1 
gulartign + dg 1) 
prgu gab) (DD" 
ged G1) Pan dy + 9 
又 。 
ap 
2 C2 a 
ra pnt lds +t Pagdn Orns prstt ~ Pug, 
Gn (Gnt2datl + dn) 
oralpartge 一 Gripr) CT Dan 
da ant2 gtl + gu) Wanadutt + Ya) 
证 毕 
由 定理 4, 当 ”=- 2m + 1 时 ， 
Pa 1 Pamrl 
Gm lag a) 0 “© gr 
当 = 22 寺 :(13” 一 1 从 而 
a Le»0= Cece 
gam #2 
利用 (6), 当 4 = 2m + 1 时 ， 
ao Pam 0 Pm 
dantl Mam gaortgaw 1 {amt 
与 {113 结合 起 来 就 得 出 
p 23 2 
>> > > 
qd! gs {an+1 
由 (6), 当 n= 2m 时 ， 
Pam _ Paw 2 A Dam Pam-2 
dm 2m 2 2m2m 2 2m 92m 2 


《117 


(12) 


(13) 
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与 (12) 结合 起 来 就 得 出 


名 < 下 < (14) 
To #2 G2 2 
(13) ,C14) 结合 起 来 ,有 
名 < 外 < < 
Up G2 
< < (15) 
HY2n+1 3 ul 
出 (5) 还 可 得 到 
la Za - 1 (16) 
| a gz 1| 2n92a- 1 


定理 5 og. 
证 出 定理 1， 
ao = tq = asl al, 


dr = Hn 1 3 2 drt 11- 
由 此 ,利用 数学 归纳 法 本 证 ,yg #. 
定 至 5 指出 ,9 > se(n 一 co) 


定 至 6 a = lim 2". 
"gn 


证 ”由 定理 4， 
|, “|- | CD 


' 9 和 


3.3.4 连 分 数 的 几何 解释 
-个 无 理 数 的 连 分 数 的 渐 近 分 数 收 第 到 这 个 无 理 数 ,这 一 当 实 
有 一 个 有 趣 的 几何 解释 .这 是 1897 千 德国 数学 家 上. 克 汪 因 给 出 的 . 
克 菜 因 不 仅 是 一 个 硬 越 的 数学 家 ,而 且 善 于 写 科 善 著作 .他 的 -- 些 著 
作 至 今 还 在 重印 和 使 用 . 
设 a > 0 是 一 个 无 理 数 , 它 的 第 n 个 渐 近 分 数 是 pg .在 坐标 
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纸 上 标 出 横 坐 标 x 和 纵 坐 标 * 是 整数 的 点 (7,y) ,这 些 点 称 为 格 点 . 
想象 在 这 些 点 处 搬 上 一 个 大 头 针 .然后 画 一 条 直线 y = ez .这 条 直 
线 不 通过 任何 一 个 格 点 ;因为 ,如 果 有 一 个 坐标 为 整数 的 点 满足 方 
程 ,就 会 推出 = 是 有 理 数 ,但 我 们 已 假定 a 为 无 理 数 .现在 想象 .把 -- 
条 细 线 的 一 端 绑 在 直线 y = az 的 无 穷 遥 远 的 一 点 上 ,而 把 另 一 端 拿 
在 竹中 .把 线 拉 直 ,并 使 手中 的 --- 点 位 于 原点 .从 原点 向 上 移动 手 , 这 
条 线 就 会 从 上 瑟 磁 到 一 些 大 头 针 ; 向 下 移动 于 ,这 条 线 就 会 从 下 面 厨 
到 男 一 些 大 头 针 ,如 图 3 一 3 所 示 . 
从 上面 触及 这 条 线 的 大 头 针 具 有 坐标 (gi ,Pi (gaba), (qs, 

ps).… .它们 分 别 对 应 于 奇 次 渐 近 分 数 

Pi Pa Ps... 

1 43 95 
从 下 面 甬 及 这 条 线 的 大 头 针 具有 坐标 (qo, peo), (91 p2), (9 pi)， 

它们 分 别 对 应 于 候 次 渐 近 分 数 

2 2 

Go 42° 94 
用 折线 工 把 (oi, p1)， oat PP3) ,qs.ps).… 连接 起 来 ,用 折线 工 ; 把 
go p00,(q2s pa) ,qa,Pr)'… 连接 起 来 .这 两 条 折线 向 外 走 得 越过 . 
它们 就 战 通 近 直 线 -wz 

例 ”图 3 -3 男 出 了 数 


itil 
720 L 


的 连 分数 屡 式 的 克 革 因 疼 . 

习题 ”构造 (v5 - 1)72 的 连 分 数 蝴 式 的 克 莱 央 候 | . 
3.3.5 最 佳 逼近 

连 分 数 提供 了 对 实数 的 最 佳 道 近 ,因而 十 分 有 用 . 

定理 7 设 a 是 任 一 实数 ,ps /gs 是 a 的 第 上 个 渐 近 分 数 ,那么 
在 分 母 "所 gn 的 一 切 有 理 数 中 ,pi /gs 是 a 的 最 好 有 理 近似 值 , 即 若 


1 
1 


+ 二 


和 $3.3 ”和 连 分 数 的 性 质 :91 ， 


y 
A 
10l 
9 
8 
(5,8) 
7 
6 Py 
5 BH 
4 人 oy 
3 3 
CLAN | 
上 
1 th) 
由 
9 x 
图 3 一 3 
PA9 是 一 个 满足 0 < 4 所 qr 的 有 理 数 , 则 
| 经 |<1< -人 | (17) 
Gk 中 
证 ” 先 讲 一 讲 证 明 的 基本 思想 .车 4 ~ pegi, 则 定理 已 经 成 立 


(我 们 只 假定 a 是 实数 .所 以 它 可 以 是 有 理 数 ,也 可 以 是 无 理 数 , 当 a 
是 有 理 数 的 时 候 ,就 可 能 出 现 a = 杂 Aex 的 情况 ). 因 此 只 和 需 考 虑 a 
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二 和 Zou 的 情况 .这 时 a 有 第 1 1 个 渐 近 分 数 .不 妨 设 pi /gs < 
Paste -Te < 大 Ze 的 情况 可 完全 类 似 地 讨论 ). 闻 阁 已 经 


证 明 ， 

从 二 

E21 
人 让 放 关 天 赴 
如 图 3 - 4 所 入, 洲 在 区 问 1 | 内 . 证 册 可 以 分 为 两 步 : 


Ge fe 
pAg 洲 在 区 间 的 外 面 , 或 者 落 在 左边 (图 3 5) ,或 者 落 在 右边 (图 
3 -6)32) 车 pAgq 落 住 区 问 的 左边 , 则 


a 


A 
了 加 
图 3， 4 
ee 
pb Pl 
9 人 
图 3-5S 
a 
Pg Wa Ea 
六 Gel 
图 3 -6 
- p, 
也 
9 人 UR 9 


当 pAq 落 在 区 间 的 右边 时 ,后面 证 明 . 
1) 先 证 明 : 普 0 < 4 过 中 , 则 


3$3.3 ， 连 分 数 的 性 奈 -93 


或 如 二 < 2. (18) 
Grr Ed 


今 用 反 泪 法 证 之 ,如果 (18) 不 成 立 , 则 有 

ft 

UR 9 UEry 
由 于 priAgrri 是 既 约 分 数 , 而 gg 各 gx < gy. 所 以 上 式 中 等 式 不 能 
成 立 . 于 是 


Pe ob Pe! 


di 多 Ge 
因此 ， 
pe 0 1 
呈 gg ga 
站 
Qert dee-i ET 


又 ,出 假设 go + gx > 249. 从 而 


1 


by 
git a irl 9 4 a Yas Yt! 


+ 24 __2 
gedert Ge eet 
与 定理 2 的 系 2 相生 盾 . 这 就 证 明了 (18). 
2) 若 
pe pb 
dtl a 
如 
Le pl bp 
: gg Ge 1 Re er 


再 算 a 与 从 的 距离 .由 定理 4， 
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| 1 
| del (orgde +t ge 17 
但 art > dei 所 以 geq t+ gr > Qt 人 + Ge t= Gel 从 而 
| | 1 1 
a - 
gq)| alarride + ge-1) agerl 
所 以 < < | 
gr | 9 


证 毕 . 
3.3.6 方程 x? -ar + 1 的 解 

连 分 数 可 以 用 来 求 尾 何 代数 方程 的 正 根 的 近似 解 ,条 件 蚌 该 方 
程 有 这 样 的 解 .我 们 来 考察 >- 次 代数 方程 


artl. 《19) 
若 a > 0. 则 这 个 方 称 的 止 根 具有 连 分 数 展 式 
= 1 1 1 
CE 
为 了 看 册 这 : :点 ,我 们 只 要 在 (19) 两 边 除 以 就 得 到 
+=au+l. 
zr 
， 上 I I 
所 以 Ta 
aa + 一 
例如 , 当 a = 1 时 ,方程 x? :x+ 有 正 根 
< 《20) 


数 a 基 产 生 黄 金 分 割 的 数 , 俐 黄金 分 割 是 构造 正 五 边 形 的 关键 .下 而 
讲 丰 多边形 的 作 图 时 .还 会 遇 到 它 . 
3.3.7 斐 波 那 契 级 数 

数学 的 各 个 领域 常常 奇妙 而 出 乎 意料 地 联系 在 一 起 .(20) 式 中 
的 连 分 数 是 最 简单 的 无 限 连 分 数 , 它 的 渐 近 分 数 是 


下 
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1 23 5 8 13 


[全 : 训 :人 (21) 
它们 的 分 子 和 分 各 由 下 述 整 数 序列 组 成 : 
1,1,2,3,5,8,13,21,34,.…. (22) 


住 这 些 数 中 ,从 第 三 项 开始 ,每 一 个 数 都 是 它 前 面 的 两 个 数 的 和 :; 例 
让 ,2=]11.3:-=-5+3, 等 等 .这 些 数 以 斐 波 那 契 级 数 而 著称 . 

斐 波 者 契 级 数 出 现在 意大利 数学 家 斐 波 那 莫 (Fibonaccei:1174 一 
1250) 在 1202 年 所 善 的 《算盘 书 》 中 , 书 中 是 这 样 提出 问题 的 :“ 如 果 
每 对 兔子 每 月 能 繁殖 .对 子 免 ,而 子 免 在 出 生 后 第 二 个 月 就 有 生殖 
能 力 , 第 三 个 月 就 生产 一 对 兔子 ,以 后 每 个 月 生产 -对 ,假定 每 对 免 
子 帮 是 一 雌 - 雄 . 试问 一 对 兔子 一 年 能 繁殖 多 少 对 倪 子 ?” 由 这 个 问 
题 得 出 的 序列 就 是 上 面 的 (22). 出 人 意料 的 是 ,这 个 序列 在 许多 场合 
都 出 现 .因此 .我们 需要 对 它 作 些 探讨 . 

数列 (22) 中 的 每 - -个 数 叫做 辈 波 那 契 数 . 若 第 x 个 辈 波 那 契 数 
记 为 PF,, 则 我 们 有 

Fo= 1,F = 1,F,=2,F,=3,F=5,.. 


这 个 序列 有 下 面 的 递 挫 关 系 
Fis = Frit Fs {n= 0,1,2,.°). (23) 
六 此 出 发 借 肛 数学 归纳 法 可 推 得 通 项 公式 
TEL+WST 人 
A 0 


这 个 公式 是 法 外 数学 家 比 内 (Binet) 求 出 的 
证 1)»w =0. 这 时 


A (3 


96 第 三 覃 。” 连 分 数 肥 其 在 天 文学 上 的 应 用 


2) 为 了 证 明 下 面 的 情况 ,我 们 党 要 计算 


1+y5Y 1L+2V3S+5 1+ _ 
人 =- (25) 
类 似 地 ， 
1 -SP - 1 一 
( 3 】 1+ 一， (26) 
1+. 人 LA _ .A 
从 而 ( 加 ) ( 7 ) = VS 
3) nm = 工 这 叶 
Tf /1-3 
-人 2 ) ( 2 ) J 
-2 (L153) 人 35) 
jl 2 2 
= 
5 


Fr= FPF, 2+ PF, 1 


ss 029 
-ss se 
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上 出 (25) (26)， 


公共 (24) 得 证 : 

斐 波 奢 揣 数 足 大 自然 的 一 个 基本 模式 , 它 出 现在 许多 场合 . 住 花 
的 攻 叭 中 存在 辈 波 那 契 模式 . 几 平 所 有 的 花 , 其 花 痊 数 都 是 斐 波 性 契 
数 . 例 如 百合 花 的 花 以 有 3 汐 ; 毛 黄 属 的 植物 有 5 次 花 ;许多 浴 淮 属 
植物 有 8 活化 ;万 厅 箱 的 花 有 13 放 ;和 紫 范 赂 的 植物 有 21 准 伦 ;天 多 数 
雏菊 和 34,55 .89 流花 .在 向 日 艺 的 花 盘 内 葵花 子 的 螺旋 模式 中 也 可 
以 发 现 莫 流 那 架 级 数 . 嘿 然 这 -模式 儿 个 世纪 前 已 被 注意 到 ,此 司 闵 
被 广泛 研究 ,但 真正 满意 的 解释 下 到 1993 年 才 给 出 . 

非 波 那 回 数 有 许多 点 内. 它 可 应 用 十 分割 问 题 .例如 ,把 一 个 让 
方形 分 割 为 若干 个 不 相 重 的 下 方形 .在 回转 相 除 法 中 ,为 了 求 测 两 个 
立 然 数 的 最 大 公约 数 , 需 要 进行 -系列 除法 .我 们 党 要 知道 除法 次 数 
的 ]. 限 .对 下 ,G. 拉 梅 给 出 一 个 巧妙 的 定理 :为 了 求 出 两 个 自然 数 的 
最 天 公约 数 , 按 需 要 进行 的 除法 的 次 数 绝 不 大 于 较 小 自然 数 的 位 数 
的 三 信 . 这 个 定理 的 证 明 首 先 要 用 到 起 波 那 问 级 数 的 某 些 性 质 . 很 波 
亏 契 级 数 还 有 许多 其 它 应 用 ,以 致 1963 年 成 立 了 斐 波 那 兢 协会 ,出 
版 了 《 禁 波 那 架 季 刊 》 
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算术 给 予 我 们 一 个 用 之 不 入 的 ,充满 有 去 真理 的 宝库 .这 些 真 理 
不 旦 孤立 的 ,而 是 以 相互 最 密切 的 关系 并 立 着 .而 量 随 着 科学 的 等- 
成 切 的 进展 ,我 们 不 断 地 发 现 这 些 真 理 问 的 新 的 ,完全 意外 的 接触 
点 ， 


G.F. 高 斯 
数学 ,科学 的 皇后 ;数论 ,数学 的 皇后 、 
全.F. 高 斯 


$4.1 初等 数论 初步 


4.1.1 数论 是 什么 

数论 是 研究 整数 性 质 的 -个 数学 分 支 . 它 主要 包括 初等 数论 , 解 
析 数 论 ,代数 数论 ,下 番 图 逼近 ,超越 数论 等 .还 有 其 它 分 支 . 现代 数 
论 已 经 深入 到 数学 的 一 切 分 支 . 

初等 数论 以 算术 方法 为 主要 方法 . 初等 数论 中 其 些 问题 的 十 究 
促成 新 的 数学 分 支 的 产生 . 如 对 不 定 方 程 和 和 次 互 反 定 律 的 研究 促 
进 了 代数 数论 和 类 域 论 的 形成 和 发 展 . 

初等 数论 中 仍 有 许多 问题 没有 和 解决. 

近 几 十 年 米 初等 数论 在 计算 机 科学 . 绢 合 数学 ,代数 编码 ,计算 
方法 ,信号 的 数字 处 理 等 领域 内 得 到 广泛 的 应 用 . 

解析 数论 以 分 析 1 具 为 其 主要 并 具 , 涉 及 到 分 析 与 数论 的 交 互 
作用 .所 研究 的 问题 分 为 三 类 : 

1) 用 分 析 方 法 证 明 整 数 的 一 些 定性 性 质 . 最 著名 的 例子 是 哥 德 
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巴赫 猜想 . 

2) 素数 分 布 . . 

3) 用 整数 性 质 分 析 解 析 的 性 质 . 例 如 在 有 理 数 域 和 代数 数 域 上 
的 模 函 数 等 . 

代数 数论 .普通 数论 研究 整数 ,代数 数论 研究 更 广泛 的 一 类 数 . 

我 们 将 选择 几 个 最 著名 的 问题 进行 讨论 ,它们 分 别 来 自 数论 的 
不 同 分 支 ， 
4.1.2 数论 的 一 个 特点 :表面 简单 ,实际 难 

数论 表 南 上 简单 , 它 的 主要 定理 可 以 表述 得 人 人 容易 理解 ,从 证 
明 起 来 却 需要 极其 艰深 和 复杂 的 数学 工具 .这 里 指出 ,研究 经 典 数 论 
问题 必需 有 坚实 的 数学 基础 ,省 则 会 劳 而 夸 功 . 请 读者 切记 此 言 . 
4.1.3 素数 与 合 数 

自然 数 的 一 个 最 重要 的 性 质 是 .一些 数 能 分 解 为 两 个 或 多 个 较 
小 的 数 的 乘积 . 

例如 


c=u"b, 
时 ,a 或 b 就 称 为 c 的 因数 或 除数 , 记 为 alc,b1c. 若 a 不 能 整除 c, 记 
为 a 二 ce. 
易 见 ,对 于 任何 自然 数 4 都 有 iu ,al0. ale. 这 说 明 a 至少 
有 因数 1 和 a. 


基于 .上面 的 观察 ,我 们 将 自然 数 分 为 三 类 : 
1 1: 
2) p, 只 有 自然 数 1 和 p 是 它 的 因数 ; 

3) n, 有 两 个 以 上 大 于 1 的 因数 . 

2) 类 中 的 数 叫 素 数 ,又 叫 质数 .如 2.3,5,7,11,13,17,….3) 类 
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中 的 数 叫 合 数 . 如 4,6,8.9,24,56,65,……. 
+4.1.4 ”素数 表 

素数 在 数论 中 起 着 中 心 的 作用 .下 面 将 讲述 的 算术 基本 定理 指 
出 ,任何 大 于 1 的 整数 ,或 者 本 上 身 就 是 素数 ,或 者 可 以 以 唯一 的 方式 
完成 素数 的 乘积 ,所 以 ,把 素数 看 或 建筑 整数 大 厦 的 砖 右 是 再 恰当 不 
过 了 .在 这 个 意义 上 ,数论 中 的 索 数 犹如 化 学 中 的 原子 .都 是 同样 值 
得 认真 研究 的 . 出 于 率 数 的 中 心 作用 , 造 一 张 来 数 表 , 给 出 不 超过 -- 
个 给 定 白 然 数 N 的 所 有 素数 就 是 一 件 很 有 意义 的 事 悄 了 .为 此 , 先 
引进 一 条 引 理 

引 理 ”每 一 个 合 数 ”至 少 存 一 个 素 因 数 户 雪 v7 

证 设 户 是 的 最 小 素 因 数 ,并 设 ”= prii., 这 里 wi 之. 如果 
户 v ii 则 户 :四 > vv = 和 这 个 闻 盾 指出 了 引 理 成 立 

有 了 引 理 我 们 就 可 以 造 素数 才 了 . 任 给 一 个 正 束 数 NN, 订 以 按 
赔 下 述 方法 求 出 一 切 不 超过 N 的 素数 :把 不 超过 NN 的 一 切 正 整 数 按 
大 小 关系 排 成 串 


1.2.3,4,.- ,NN. 
首先 划 去 1. 第 一 个 留 下 的 是 2, 它 是 -- 个 素数 
+.2.3.4.5.6.7.8.9. 10. -和 
共 次 ,从 2 虑 隧 一 位 划 去 一 数 ,这 样 就 如 去 了 2 的 -一切 俏 数 ， 
4.2.3.4.5.8.7.8.9. Hp、AN， 
第 -- 个 留 下 林 划 去 的 是 3, 它 不 是 2 的 倍数 ,因此 吓 -- 个 素数 .然后 从 
3 电 隔 两 位 划 去 一 数 ,所 划 去 的 数 就 是 3 1 3m(m 一 1,2,…) ,它们 
是 3 的 一 切 倍数 (3 本 身 除 外) 
4.2.3.#.5.6.7.8.9. WH. . N. 
第 一 个 鳃 下 林 划 去 的 是 5, 它 不 是 小 于 它 的 素数 (2 及 3) 的 倍数 .网 
它 是 素数 .然后 从 5 起 每 隔 5~1 = 4 位 划 去 一 数 ,所 划 去 的 数 是 5 


丘 去 
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+ Sm(m = 1,2,…), 也 就 是 5 的 一 切 倍 数 (5 本 身 除外 ): 
.2.3.4.5.8.7,8,9, .1].,.…,. N. 

如 此 继续 进行 ,所 划 去 的 都 是 合 数 ,第 一 个 留 下 的 都 不 是 比 它 小 的 素 

数 的 倍数 ,因此 总 是 一 个 素数 . 用 这 种 方法 可 以 惹 一 的 把 素数 求 出 

来 .这 种 方法 好 像 用 筛子 逢 当 寄 数 一 伴 , 称 为 埃 拉 多 斯 染 尼 

(Eratosthenes) 簿 法 、 

要 求 出 不 超过 N 的 一 切 素数 ,根据 引 理 ,只 需 把 不 超过 VN 的 
素数 的 倍数 划 去 就 行 了 ,这 因为 不 超过 N 的 合 数 的 最 小 素 因 数 总 是 
不 超过 YN 的 . 

为 了 更 清楚 的 了 解 素数 表 的 造 法 ,我 们 举 N = 60 为 例 , 造 出 小 
于 60 的 素数 表 . 

例 ” 求 不 起 过 60 的 全 体 素 数 - 

解 ”因为 不 契 过 v60 < 8 的 素数 是 2,.3,5,7 ,所 以 在 2,3.…,69 
中 , 留 下 2,3,5,7, 依 次 划 去 2,3,5,7 的 倍数: 

+23454789WU 13 MHEI7H 

19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 WH 3 

34 23637 斑 和 钵 折 4 相生 特 季 由 47 咎 

50 玉 卫 5 和 列 末 56 条 下 359 的 
留 下 的 数 

2,3.5.7,11,13,17,19,23,29,31,37,41 ,43,47,53,59. 
就 是 不 超过 60 的 全 体 素数 . 

上 面 所 讲 的 就 是 著名 的 埃 拉 多 斯 染 尼 得 法 . 早 在 公元 前 300 年 
左右 , 埃 托 就 担 出 这 一 筛 法 .素数 表 就 是 根据 这 一 方法 略 加 改变 而 造 
出 来 的 . 埃 氏 得 法 的 改进 与 发 展 是 近代 解析 数论 的 重要 工具 之 一. 

这 里 自然 出 现 的 一 个 问题 是 ,素数 个 数 是 有 限 的 还 是 丘 恨 的 ?如 
果 是 有 限 的 ,就 可 以 造 一 张 素 数 表 , 厅 括 一 切 素 数 ,使 用 起 来 就 方便 
了 .但 是 素数 个 数 是 无 限 的 . 大 约 在 2300 年 前 欧 内里 得 就 证 明了 了 存 
在 无 限 多 个 素数 .尽管 如 此 ,迄今 为 下 还 没有 发 现 素 数 的 模型 或 产生 
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素数 的 有 效 公 式 . 因 而 寻找 大 的 素数 必须 借助 计算 机 一 个 一 个 地 找 . 
寻求 大 素数 是 数论 研究 的 重要 课题 之 一 . 

读者 可 能 会 产生 一 个 疑问 : 找 大 素数 有 伟人 么 用 ?其 全 会 问 研究 数 
论 有 什么 用 ?这 的 确 是 一 个 很 有 意义 的 问题 , 荐 得 问 . 人 在 二 次 世界 大 
战 以 前 :许多 数学 家 都 认为 纯 数 学 ,特别 像 数论 这 样 的 学 科 是 无 用 
的 .如 英国 著名 数学 家 哈代 就 说 这 ,数学 是 一 种 ”完全 清白 而 无 省 的 
职业 ". 他 还 说 :” 真 正 的 数学 对 战争 毫 无 影响 , 至今 迁 没有 人 能 发 现 
有 什么 火药 味 的 东西 是 数论 或 相对 论 造 成 的 ,而 且 很 多 年 也 不 会 有 
人 发 更 这 类 事情 .” 

“文化 大 革命 " 前 ,对 数论 的 这 种 认识 在 我 国 也 严重 地 存在 着 . 
由 于 认为 数论 是 理论 脱离 实践 的 ,所 以 那 时 数论 的 教学 和 研究 受到 
踊 视 . 

二 次 大 战 以 后 ,数学 应 用 的 面 狐 发 生 了 根本 性 的 变化 .数学 已 经 
渗透 到 包括 社会 科学 在 内 的 社会 的 一 场 领域 中 去 了 .1945 年 庶子 阐 
的 蔬 区 云 使 人 们 ,也 使 哈代 本 人 生前 看 到 了 相对 论 不 可 能 与 战争 有 
大 的 预言 的 可 犀 的 否定 .他 所 钟爱 的 数论 在 1982 年 以 来 也 已 成 为 应 
用 于 能 控制 成 千 上 万 有 颗 核 导弹 的 密码 系统 的 理论 基础 . 

现在 最 好 的 密码 是 用 素数 制造 的 , 租 难 破译 .这 也 不 难 理解 . 用 
计算 机 算 两 个 100 位 的 素数 的 乘积 是 一 件 很 容易 的 事情 .但 如 果 给 
定 一 个 200 位 的 数 ,让 你 找 出 它 是 哪 两 个 素数 的 乘积 , 那 就 困难 多 
了 .数学 家 至 今 还 没有 发 现 一 种 有 效 的 方法 去 迅速 分 解 一 个 合 数 .所 
以 用 素数 作 密 钥 , 安 全 度 非常 高 .特别 是 ,如 果 你 知道 一 个 别人 不 知 
道 的 大 素数 ,你 用 这 个 囊 数 作 密 铀 ,别人 就 不 可 能 破译 你 的 密码 . 
4.1.5 ”算术 基本 定理 

一 个 合 数 c 可 以 表示 为 乘积 c = a . 5, 其 中 4,5 两 个 数 皆 不 为 
1.«.b 中 还 可 能 有 合 数 . 着 a 是 合 数 , 则 可 以 进一步 分 解 :a = 
4a1* 42. 对 记 也 一 样 .这 样 我 们 继续 分 解 , 直 到 不 能 分 解 为 止 . 这 种 
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分 解 一 定 会 到 某 -- 步 停止 ,因为 分 解 所 得 的 内 数 越 来 越 小 ,但 不 能 为 
1. 这 时 每 一 个 因数 都 是 素 因 数 .于 是 ,我 们 证 明了 

定理 1 每 个 大 于 1 的 整数 要 么 是 素数 ,要 么 是 若干 素数 的 乘 
积 

数 的 这 种 逐步 分 解 过 程 可 以 由 多 种 方法 实现 

例 60 = 4x15=2x2x3x5 

60=30x2=15xX2x2=3x5x2x2. 

这 说 明 分 解 的 方法 可 以 是 多 种 多 样 的 .特别 对 大 合 数 更 是 如 此 . 
但 是 一 个 重要 的 事实 是 ,不管 这 种 素 因 数 分 解 是 如 何 实现 的 ,除了 这 
些 因数 的 次 序 外 ,所 得 的 结果 总 是 一 样 的 , 即 在 同 -- 个 数 的 任意 两 个 
素 内 数 分 解 式 中 ,素数 是 相同 的 , 且 每 个 素数 均 出 现 相同 的 次 数 . 例 
如 在 60 的 分 解 中 ,两 种 分 解 方式 得 到 的 结果 是 一 样 的 ,都 含有 两 个 
2, 一 个 3 和 一 个 5. 对 任 一 数 4a, 这 一 结果 可 以 表述 为 : 

a = php pe, 
其 中 bu,pa ,pr 是 素数 ,ai 守 1(7 = 1,2,…,n) 是 自然 数 . 

定理 2{ 算 术 基 本 定理 ) -个 数 的 素 因 数 分 解 式 是 唯一 的 . 

注 “这 个 定理 读者 是 熟悉 的 ,并 且 天 天 在 用 .但 可 能 不 少 人 并 
不 知道 它 的 证 明 ,或 者 认为 唯一 分 解 定 理 是 天 经 地 义 的 ,不 必 证明 . 
事实 上 ,这 个 定理 不 是 天 然 成 立 的 ,需要 给 予 证 明 . 学 了 后 面 的 内 容 
就 会 明白 了 . 

证 ” 反 证 法 .假设 唯一 分 解 定 理 不 成 立 ,那么 一 定 存 在 一 些 数 . 
它们 具有 不 止 一 种 率 因 数 分 解 式 .在 这 些 数 中 必 有 一 个 最 小 的 ,说 为 
c.c 有 最 小 素 因 数 p, 于 是 有 

c= pd. 
因为 4 <c ,及 以 d 有 唯一 的 素 因 数 分 解 式 .这 说 明 ,c 的 含 p 的 紊 因 
数 分 解 式 是 唯一 的 . 

但 是 , 依 很 设 ,< 至 少 有 两 种 素 因 数 分 解 式 ,所 以 < 必 有 一 种 不 含 

户 的 分 解 式 . 设 在 这 个 分 解 式 中 的 最 小 素数 是 pi ,并 有 
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c= pr adi. (1) 

因为 p, > p, 故 有 di < 之 4d. 从 而 也 有 pd < pa = .我 们 来 讨论 数 
cr = ec- pdr= pid pdt= (Pei 
这 是 一 全 比 < 小 的 数 , 必 有 唯一 分 解 式 .由 上 式 ， 
ple>pleo= pl tp 一 旋 )d> 产 lc 或 户 |( - p). 

但 因 pi 是 分 解 式 (1) 中 的 最 小 素数 ,所 以 路 的 素 因数 均 大 于 .这 
样 ,唯一 的 可 能 是 pl1( pi - 记 ) ,因此 它 也 整除 p1. 这 与 六 是 素数 矛 
盾 . 这 个 矛盾 说 明 前 看 的 假如 是 不 对 的 , 即 -: 个 数 不 能 有 两 种 不 同 的 
分 解 式 .定理 广 毕 . 

在 普通 整数 中 算术 基本 定理 成 立 具有 重要 的 意义 ,许多 定理 的 
证 明 都 要 用 到 它 ,如 y2 是 无 理 数 的 证 明 就 用 到 它 , 但 是 ,算术 基本 定 
理 只 在 普通 整数 中 上 成立, 在 更 广泛 的 数 类 中 , 它 可 以 不 成 立 . 

这 里 顺便 指出 ,为 什么 不 把 1 作为 素数 ;内 为 把 1 看 作 素 数 , 唯 
一 性 定理 就 不 成 立 了 . 

4.1.6 ” 另 一 种 “算术 ” 

一 个 数 只 能 以 一 种 方式 分 解 为 素数 的 乘积 ,这 一 事实 并 不 地 然 
实际 上 有 许多 “算术 ”在 其 中 类 似 的 定理 不 成 立 .这 里 给 出 一 个 简单 
例 节 .考察 全 体 侦 数 

2,4,6,8,10,…， 
这 些 数 中 有 的 可 以 分 解 为 两 个 偶 因 数 的 乘积 ,而 有 的 则 不 能 .不 能 分 
解 为 两 个 偶 因 数 的 乘 各 的 借 数 称 为 偶 素 数 . 它们 就 是 能 被 2 整除 但 
个 能 被 4 整除 的 偶数 : 


2,6,10,14，… 

不 难看 出 ,每 一 个 偶数 , 获 么 是 一 个 偶 素 数 , 要 人 么 可 以 表示 为 偶 
泰 数 的 乘积 .但 是 这 样 的 偶 素 数 分 解 式 不 是 唯一 的 .例如 数 420 就 有 
二 种 不 同 的 分 解 式 ， 

420 = 6-730= 10-42= 14.30. 
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这 种 ”算术 ”指出 , 泰 因子 分 解 式 的 唯一 性 并 不 是 总 成 立 的 .在 
代数 数论 中 , 素 因 子 分 解 式 的 唯一 人 性 问题 涉及 到 费 马 大 定理 的 证 明 . 
4.1.7 ”最 大 公 因 数 

设 a,b 是 两 个 整数 . 当 我 们 知道 了 a,b 的 素 因 子 分 解 式 时 ,就 
不 难 求 出 它们 所 有 的 公 因 数 . 设 


a = ph pe,b = ph ph. (2) 
这 里 我 们 把 两 个 分 解 式 写 得 好 像 a 和 b 有 相同 的 案 因 数 : 
pis pa pr, 


但 约定 可 以 出 现 0 指数 .例如 车 pi 整除 a 而 不 整除 5b, 则 在 {2) 中 
(= 0. 例如 ,a = 140,5 = 110 就 可 写 为 
140 = 22517111°, 110 = 215170111. 

从 (2) 可 看 出 ,a 与 5 的 公 因 数 只 是 那些 同时 出 现 疗 a 与 5 中 的 
那些 素 因 数 p; ,并 日 p; 的 指数 不 能 超过 2 与 5 中 较 小 的 一 个 ,以 及 
它们 的 乘积 .在 a ,5 的 所 有 公 因数 中 有 一 个 最 大 的 , 称 为 最 大 公信 
数 .a 与 5 的 最 大 公 因数 记 为 

d= (a,b). 
令 Y= minfa 有), 则 
a = pl pr. (3) 

例 (140,110)=2.5= 10. 

若 qd 一 《a.68) = 1 上, 则 称 a 和 是 互 素 的 .一 个 经 常用 到 的 性 质 是 

定理 3{ 除 法 规则 ) 若 clab,(c,6) = 1, 则 cu. 

证 因 (c,5) = 1: 所 以 ce 的 所 有 素 关 数 都 能 整除 ec ,化 不 整除 
6 ,并 可 出 现在 a 的 方 罕 不 会 小 于 出 现在 c 的 方 寡 . 

4.1.8 函数 [了 ,人 2 

在 上-: 节 时 而 我 们 讨论 了 地 任意 一 个 正 整数 分 解 成 标准 分 解 式 
的 问题 .现在 我 们 介绍 两 个 数论 里 面 常 常用 到 的 函数 :[ x] 与 1r1. 

定义 了 苞 数 [x] 与 1.r1 是 对 于 一 切实 数 都 有 定义 的 函数 ,函数 
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[Lx] 的 值 等 于 不 大 于 xz 的 最 大 整数 ;函数 |x! 的 值 是 之 -[r]. 我 们 
把 [zj] 叫做 x 的 整数 部 分 ,jri 叫做 = 的 小 数 部 分 . 


例 [mr -3ifel=-2[- 加 = 一 4 过 ]=-0[- 有 0 


3 
ix! = 0.14159… .1 一 羡 ! = 子 ,iV21 = 0.414.…, 
{i—- = rx- [~ 7x] = 4-3.14159 = 0.85840.. 


Liz] 与 1x1 是 数学 中 两 个 十 分 有 用 的 符号 ,下 面 还 会 不 断 用 到 . 
由 定义 可 以 立刻 得 出 下 列 简单 性 质 : 
Dr= [rl+lrl. 
2) 若 zx 之 y: 则 [=1 扩 [>y]. 
3) 若 z= m+ vm 是 整数 ,0 仿 w<1, 则 mr = [zjsu= {rl. 
寺 别 地 , 当 0 太 <1 时 ,[x] = 0,izr|l = z. 
4) 对 任意 的 整数 巧 有 .fxtm] = [xr]J+m.irtml= fr 
这 说 明 ,1.ri 是 周期 为 1 的 周期 函数 ,它们 的 图 形 见 图 4 一 1， 
4—2., 
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图 4-2 
Srj+[y] 人 [rty] RA[r]j+[yl+1, 等 号 有 且 只 有 
一 个 成 立 . 
证 由 z+y= [zjJ+[y]+ixl+iyi, 及 OZ irlt |y! <2. 
当 0 zitiy! <1lWH,[r + yl}= [xr)+[y). 


当 1 扫 1zkt+1lyl<2 时 ,r+y= [x]J+[y]J+1l+(lr!+iy! 


1) ,所 以 ,[=+3]= [zl]+[y]+1- 
例 [3.5] + [4.1] =3+4=7;3[3.5+4.1; = [7.6] = 7 
[3.5] + [4.6] =3+4=7;[3.5+4.6)} = [8.1] = 8. 
|- [zx] -1， 当 x 不 是 整数 时 ， 


D1), 当 4 是 整数 时 . 
证 当 x 是 整数 时 ,上 式 昌 然 成 立 . 今 设 > 不 是 整数 ,我 们 有 、 
-c=-[r]- rt =-[rj-l+1l- rii0<i1i-icri<l. 
从 而 [ze=- -0r -1 


7) 若是 两 个 整数 ,5 > 0, 则 
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Ta 
Lp 
! 如 | 是 整数 ,从 而 两 者 之 差 b| 双 


其 次 ,a 是 整数 .b1 
小 于 思 . 所 以 


8) 戎 “,/ 是 任意 两 个 正 整数 . 则 不 大 于 a 而 为 6 的 倍数 的 让 束 
数 的 个 数 是 | 全 | 个 、 

例 到。 = 10.5 3. 则 | 于 
个 3 的 倍数 . 


证 当 a <<56 时 二 然 . 设 m 是 任 一 不 大 于 a 而 为 5 的 偿 数 的 下 
整数 , 则 


Oma0<m 人 a 闫 - 
故 满足 以 上 条 件 的 w 的 个 数 等 于 满足 .上 式 的 mj 的 个 数 , 因 而 等 于 
4.1.9 费 马 素数 
一 -种 有 趣 上 且 有 很 长 历史 的 数 呵 费 蕊 素数 .这些 数 是 由 法 国 数 学 
家 费 马 引进 的 . 杉 初 的 无 个 费 马 素数 是 
Fo=27 tl1= 3, FL 


Fi= 2 -1 
由 这 些 数 可 以 看 出 ， 


《4) 
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尽管 除了 上面 的 五 个 数 外 , 费 马 没有 做 进一步 的 计算 ,但 他 坚信 所 有 
的 这 种 数 都 是 素数 .然而 当 瑞 王 数学 家 欧 拉 再 往 前 走 了 一 步 , 这 个 猜 
想 就 被 推翻 了 .他 证 明了 下 - -个 费 马 数 不 是 素数 : 

Fs = 4294967297 = 641 .6700417. 
到 1988 钻 时 ,数学 家 已 经 知道 ,让 ,下 ;,… ,下 1 都 是 合 数 . 

故事 到 此 并 没有 结束 , 费 马 数 义 出 现在 用 直人 尺 和 圆规 作 正 多 边 
形 的 这 样 一 个 完全 不 同 的 问题 中 . 

下 多 边 形 是 这 样 一 种 几 边 形 . 它 的 顶点 等 距离 地 位 于 一 个 希 周 
-如果 它 存 5 个 顶点 ,就 称 它 为 正 nn 边 形 .从 顶点 到 辆 心 的 nx 条 连 
线 构成 x 个 中 心 角 ,每 个 角 为 360" /xn. 如 此 能 够 作出 这 样 大 小 的 - - 
个 角 ,就 能 作出 这 个 下 wn 边 形 . 

占 希 腊 人 对 于 斗 找 用 直 尽 和 较 规 作 正 多 过 形 的 方法 十 分 感 兴趣 . 
日 不 待 吉 ,对 于 等 边 := 角 形 与 正方 形 这 种 简单 情 拒 他 们 是 会 作 的 . 利 
惠 不 断 平 分 中 心 攻 的 办 法 .他 们 能 够 作出 

4,8,10,32, 2 

3.6.12.24，… ,3 - 2 
个 疯 点 的 正 多 边 形 .此 外 他 们 还 能 作 正 五 边 形 .因此 ,也 能 作出 

5.10,20,40, ,5 ,27, 
个 硕 点 的 正 多 边 形 .这 样 -来 ,他 们 又 叮 作出 另 一 种 正 多 边 形 .下 上 
五 边 形 的 中 心 基 是 

360°/15 = 24". 

而 这 可 中正 下 过 形 的 中 心 角 72” 及 正三 边 形 的 中 心 币 120 来 作出 : 
第 一 个 角 的 两 售 减 去 第 二 个 角 :72 x 2 - 120” = 24" .因此 他 和 们 又 能 
作出 边 数 为 

15,30,60,..,15 - 2 
的 止 多 边 形 . 

以 上 就 是 希腊 人 在 构造 止 mn 边 形 上 所 作出 的 贡 上 献 .他们 的 页 献 
保持 两 二 年 的 时 间 , 直 到 年 青 的 德国 数学 家 高 斯 1801 年 发 表 了 数 
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论 的 划时代 著作 《算术 研究 》, 这 个 问题 才 有 了 新 的 进展 .高 斯 超过 希 
腊 人 的 不 仅仅 是 他 给 出 了 一 个 利用 青 上 六 和 圆规 来 作 正 三 七 边 形 的 方 
法 :更 重 要 的 是 ,对 所 有 的 ”他 解决 了 哪些 止 ” 边 形 可 以 用 直 尽 和 加 
规 作 出 来 ,而 哪些 则 不 能 .下 面 我 们 来 叙述 高 斯 的 结果 . 

上 面 已 经 楷 出 ,从 一 个 下 n 边 形 出 发 ,通过 等 分 它 的 钴 个 中 心 
角 ,就 能 得 到 正 2z2 过 形 . 劳 一 方面 ,从 一 个 正 27 边 形 出 发 .只 要 取 " 
个 不 幅 邻 的 顶点 就 能 得 到 止 > 地形. 这 表明 ,为 了 判定 哪些 正 ? 边 形 
可 作 , 只 要 讨论 奇数 情形 就 够 了 .高 斯 让 明了 

定理 4 对 奇数 wn, 当 旦 仅 当 是 一 个 费 雪 素 数 .或 是 若干 个 不 
闻 的 费 马 素 数 的 乘积 时 , 正 ， 边 形 才 能 用 直 尺 和 圆规 作 山 来 . 

让 我 们 考察 几 个 最 小 的 值 .不 3 边 形 和 和正 5 边 形 可 以 作出 .但 
不 能 作出 下 ?7 边 形 , 册 为 了 不 是 费 马 素数 .也 不 能 作出 十 9 边 形 ,因为 
9=3:.3 是 两 个 格 等 的 费 马 素数 的 乘积. 也 不 能 作出 = 11 和 w= 
13 的 下 多 边 形 ,但 是 能 够 作出 能 ，= 15 = 3.S 及 m = 17 的 正 ? 边 
形 . 

很 自然 .高 斯 的 发 现 引 起 人 们 对 费 马 素数 的 新 兴趣 .迄今 没有 新 
的 费 马 素数 被 发 现 .数学 家 倾向 于 相信 不 再 有 其 它 的 费 己 素数 了 . 
4.1.10 完全 数 与 梅森 数 

在 数论 的 发 展 史 [充满 了 著名 猪 急 和 和 未 解难 题 . 这 一 节 我 们 将 
注意 力 集中 于 与 完全 数 和 梅森 数 有 关 的 猜想 上 . 共 中 少数 猜想 得 到 
了 满意 的 解答 ,人 大 部 分 猜想 还 没有 解决 . 梅森 (Mersenne Marin. 
1588 - 1648》 是 法 国 数学 家 ,自然 哲学 家 和 宗教 家 .他 在 1544 年 提出 
了 梅森 素数 .梅森 素数 的 提出 是 探索 表 素 数 公 式 的 开始 ,在 数论 史上 
具有 开拓 性 的 意义 . 

定义 。” 形 如 


M, = 2"—1 (n>1) 
的 数 叫 化 梅 森 数 ,其 中 是 率 数 的 梅森 数 叫做 梅森 素数 . 
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例 M;=2-1=3,M3=2 -1=7,M:=2-1= 15, 
Ms= 25-1= 31. 

梅森 提出 的 问题 具有 启发 性 ,但 他 当时 的 判断 有 误 . 他 说 ,对 
p= 2,3,5.7,13,17,31,67,127,257, Mi 是 系数 .而 p < 257 的 其 
它 素 数 对 应 的 M, 部 是 合 数 .梅森 是 如 何 得 到 这 一 结论 的 呢 ? 无 人 知 
路 .到 了 1947 年 有 了 丘 式 计算 机 后 ,人 们 才能 检查 他 的 结论 .发 现 他 
犯 了 五 个 错误 . Mer ,Masz 不 是 素数 ,而 Mol ,Mass, Mju 是 素数 

1867 年 以 来 ,人 们 已 经 知道 M6z 是 合 数 ,但 对 它 的 对 子 一 无 所 
若 -1903 年 10 月 华美 国 数学 会 举行 的 -- 次 会 上 , 数学 家 科 尔 
(Fredrick Nelson Cole) 提交 --- 篇 论文 《< 大 数 的 因子 分 解 》. 轮 到 科 尔 
报告 时 ,他 走 公 黑板 前 ,一 言 未 发 便 作 起 2 的 方 逢 的 演算 , 自 到 2 的 
67 次 知 , 从 所 得 结果 减 去 1. 然后 默默 无 于 地 在 黑板 的 空白 姓 写 下 两 
个 数 相 乘 ， 


19370772 x 761838257287 
两 个 计算 结果 完全 - 样 .之 后 ,他 只 字 末 吐 义 回 到 自己 的 座位 上 .会 
场 .上 煤 发 了 热烈 的 掌声 . 

关于 梅森 数 我 们 有 下 条 的 定理 . 

定理 5 若 m > 上 上 丹 a"- 工 是 素数 , 则 < = 2, 且 ”是 素数 . 

证 ” 先 赴 e 必须 是 2. 设 ae > 2. 因 为 n 之 1, 所 以 

i<a-l<a -1= (al)ge" lt trarl) 

所 以 a* 工 有 大 于 | 的 真 因数 (ae - 1). 这 就 是 说 a” .1 不足 素数 ， 
因此 要 它 是 素数 必 有 a = 2. 这 就 是 说 ,a” -上 是 素数 . 它 必须 是 2”- 
1 = M, 的 形式 , 妈 必 须 是 梅森 数 . 

再 证 ”一 定 是 素数 .事实 上 ,如果 ww 是 合 数 :n = gi, 其 中 1 进 
下 去 下 , 则 必 有 1<2 -1 之 2" 一 1. 于 是,(2* 一 1)i(2" 1) 二 (2 

1) .从 而 2" -1 不 是 计数 .这 样 一 来 ,此 2" -1 是 家 数 ,必须 ”是 素 

数 . 这 说 明 a” 一 4 是 素数 , 则 它 一 定 是 梅森 素数 .证 毕 . 

这 个 定理 只 是 给 出 了 a" 一 1 是 率 数 的 必要 条 件 .这 个 条 件 不 是 
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充分 的 .换言之 , M, 是 索 数 必须 ”是 素数 ,但 反 过 来 并 不 成 立 : 当 ?> 
是 素数 时 ,MM 不 一 定 是 素数 . 前 面 指出 , Mer, Masy 部 不 是 素数 .其 
它 例 陡 有 : 

23° M1 ,47| Ma3,167 | Mes,263| Mia1,359; Mo 


局 


等 . 
那么 到 底 有 多 少 梅森 数 是 素数 呢 ? 
到 今 大 为 止 ,我 们 只 知道 34 个 梅森 数 是 素数 .它们 是 Mr :其 中 
PF =2.3,5,7,13,17,19,31,61.,89,107,127,521 ,607 ， 
1279 ,2293,2281.3217.4253 ,4423,9689,9941， 
11213 ,19937,21701 ,23209 ,44497 ,86243.110503 ， 
132049,216091,756839,858433,1257787. 
从 第 13 个 开始 , 即 从 Ms 开始 ,都 是 在 1952 年 以 后 ,借助 电子 计算 
机 而 陆续 发 现 的 . 用 前 所 知道 的 最 大 素数 ,就 是 梅森 素数 Mia5rrm ， 
这 个 数 有 有 378632 位 .这 是 1996 年 5 月 威斯康星 州 克 雷 研究 所 发 
现 的 . 
梅森 数 中 是 否 有 无 穷 多 个 素数 ?这 是 一 个 没有 解决 的 问题 . 
还 有 人 提出 过 这 样 的 猜想 , 即 如 果 M， 是 素数 ,那么 Ms 也 是 一 
个 素数 . 这 个 猜想 对 于 小 的 梅森 数 都 是 对 的 . 但 到 第 5 个 梅 素数 
Ma = 8191. 这 个 猜想 就 被 否定 了 . 借助 于 电子 计算 机 ,可 以 证 明 
Mo = 2 一 1 是 一 个 合 数 .这 个 数 有 2466 位 ,到 1976 年 , 才 找 到 


它 的 一 个 素 因 子 


p= 2x 20644299 x MIs + 1 
= 338193759479. 
到 1957 华 . 有 人 证 明了 虽然 M1 与 Mis 前 是 素数 ,但 Mu 5 Mw 
都 是 合 数 ,它们 可 以 分 别 被 1768(27 - 1 + 工 与 120(22” - 1) + 工整 
除 . 已 知 最 大 的 梅森 复合 数 为 M, ,其 中 
g = 39051 x 25001 — 1. 
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与 梅森 数 密切 相关 的 是 寻找 偶 完全 数 芍 问题 .前面 已 经 说 过 ， 
完全 数 的 概念 来 自 毕 达 哥 拉 斯 . 他 把 完全 数 定 交 为 等 于 自己 的 真 因 
数 之 和 的 自然 数 .例如 6 是 完全 数 ,因为 6 = 1+2+3. 下 一 个 完全 数 
是 28, 因 为 28 的 真 因 于 是 1,2,4,7,14, 而 28 = 1+2+4+7+14. 
现在 的 数论 书 中 对 完全 数 的 概念 作 了 一 点 修改 ,将 完全 数 定义 为 

定义 ”一 个 自然 数 ” 称 为 完全 数 , 如 果 它 的 全 部 因数 之 和 等 于 
2n. 

我 们 用 oln) 表示 = 的 全 部 因数 之 和 .于 是 我 们 有 

atl)= 1.6(2) = 3,0(3) = 4,0(4) = 7,0(5) = 6， 
of6}=1+2+3+6=12=2.56, 

z(28) 一 1+f2+4+7+[I4+284= 56=2.28. 

为 了 下 面 使 用 方便 ,我 们 先 给 出 on) 的 计算 公式 : 
设 ， = 站 的 … 拓 .为 了 计算 <(m) 考虑 下 面 的 乘积 ， 
(1 4 pyt pet pC + pa+ pI + ee + ph) 
lt p+ pi t+ pei). 
在 这 个 乘积 的 展 式 中 ,> 的 每 一 个 因子 都 出 现 一 次 ,而 有 是 只 出 现 一 
次 ,所 以 
oan) = (T+ pr +t pt ph)(l+ pt pt e+ ps) 


lt pt p+ + ph). 
利用 几何 级 数 求 和 公式 ,得 
Pi-1 pa-l1 
有 了 这 一 公式 我 们 就 可 以 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 。” 若 (my,z) = 1, 则 co(mn)- ol mol(n). 
证 和 若 六 = 的 降生 的 = 则 由 计算 公 代 
pp i gl 
| 


oln)= 
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= alm)oatn). 
现在 再 回 到 完全 数 的 问题 . 古 希 腊 人 已 经 知道 4 个 完全 数 .活动 于 公 
元 一 世纪 的 新 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 哲学 家 和 数学 家 尼 科 至 科斯 
(Nicomachus) 在 他 的 《算术 引 论 》 中 列 出 了 下 面 4 个 完全 数 : 
P| = 6, P, = 28, Ps = 496, Ps = 8128. 

他 说 ,这 些 数 的 形成 很 有 规律 :个 位 数 有 一- 个 ,十 位 数 有 一 个 , 百 位 数 
有 … 个 , 千 位 数 有 一 个 . 只 根据 这 几 个 有 限 的 数据 ,他 就 作 了 如 下 两 
个 猜想 : 

1) 第 ”个 完全 数 怡 有 ” 位 数字 ; 

2) 人 簿 完全 数 总 是 交 蔡 地 以 6 和 8 结尾 . 

可 惜 这 两 个 猜想 都 是 错误 的 . 不 存在 5 位 数字 的 完全 数 . 下 -个 
完全 数 是 15 世纪 发 现 的 : 

Ps 一 33550336 - 
它 的 术 位 数字 是 6. 第 6 个 完全 数 尾 
Pe = 8589869056 

末 位 数字 也 是 6, 而 不 是 8. 借助 同 余 的 理论 可 以 证 明 , 偶 完全 数 总 是 
议 6 和 8 结尾 ,但 不 一 定 交 替 出 现 .Ps 已 经 这 样 大 ,似乎 告诉 我 们 完 
全 数 十 分 稀少 .现在 了 我们 还 不 知道 有 无 限 个 完全 数 ,还 是 只 有 有 限 个 
完全 数 . 

关于 确定 所 有 完全 数 的 一 般 形 式 的 问题 要 追 潮 到 数学 的 发 祥 时 
期 . 欧 儿 里 得 已 经 部 分 地 解决 了 这 一 问题 .他 证 明了 如 果 和 

1+2+23+.2 1=p 

是 素数 . 则 2*-'p 是 一 个 完 侈 数 .人 往 如 ,1 +2+4= 7 是 一 个 素数 ,内 
此 4x 7 28 是 一 个 完全 数 . 欧 几 里 得 的 推理 用 了 几何 级 数 的 求 和 
公式 : 


1+2+2+21=2 1. 
换 句 话说, 如果 2* 一 1(k > 1) 是 素数 , 则 ”= 2 (2 -1) 是 一 个 
完全 数 .大 约 在 欧 几 里 得 2000 年 后 , 欧 拉 证 明了 ,所 有 的 偶 完全 数 一 
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定 上 共有 这 种 形式 .我 们 把 这 两 个 结论 并 在 一 起 ,得 出 下 面 的 定理 . 
定理 6 如 果 M, 是 索 数 ,那么 
MM + 1) = 2071024 — 1) 05) 


是 -个 偶 完全 数 ,而 几 除 这 些 以 外 .再 没有 其 它 的 偶 完 全 数 . 

证 ”证明 分 为 两 步 :1)(5) 是 完全 数 ;2) 偶 完全 数 都 具有 (5) 的 
形式 . 

1) 根据 完全 数 的 定义 ,只 需 证 明 : 如 果 M, = 2* - 1 是 素数 , 郁 么 


(2 26-1)) = 2°227 1) = 2°(2* — 1). 

注意 到 (2 ' ,2 - 1) = 1, 所 以 

o{27 (27 -1)) = ol(2° a(27 — 1). 
2471 的 因数 显然 为 1,2,22,… ,2* ,所 以 

afl220) = +2+. +201 = 27 .1. 
这 个 计算 还 说 明 ,2? ' 不 是 完全 数 . 
二 为 M， = 2* -1 是 素数 , 它 只 有 两 个 央 数 2* - 上 和 1, 所 以 

ol21 -1)=27-1+1= 27 
这 样 一 来 ,sot2? '!(22 -1)) = 2(27 -1). 这 就 泪 明 了 (5) 是 完全 数 . 
2) 任 - 偶 完全 数 都 具有 (5) 的 形式 .现在 假定 a 是 一 个 偶 完 个 
数 ,并 假设 a 的 标准 分 解 式 中 含 2 的 最 高 力 知 的 次 数 为 x-1. 因 4 为 
侦 数 ,所 以 一 1 宇 1. 丸 因 2"”"' 不 是 偶 完 全 数 , 所 以 a = 2” uw > 
1,21a. 因 此 a 的 因数 为 所 有 形 如 2iv 的 数 , 其 中 0 志 i? 寺 mn 1 及 
zlu. 从 而 

Zu = 2a= ola)} = ol2" Iu) = ol2" Notu) 
= (+24.2 ou) 

ol(u)(2" 一 上 


即 得 (2" - 1)12"w4. 因 (2”,2* 一 1) = 141, 所 以 (2" 11 # 是 
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幕 数 . 另 一 方面 ,由 上 面 的 等 式 得 到 


但 点 与 二 一 者 是 ww 的 因数 ,而 ol(w) 叉 是 4 的 所 有 因数 的 总 和 .所 


2” -~ 1】 
以 4 只 有 两 个 因数 和 二 1' 风 “之 1 及 uw 至 少 有 两 个 网 数 zx 与 
1 所 以 必须 汪 于 T= 工 换 名 话说,* 是 一 个 素数 , 且 
二 2” 


由 定理 $,” 必须 是 素数 .这 就 证 明了 ec = 2 ax = 2"1(2"7..1)= 
计 M( M+ 1),# 是 素数 ,证 毕 . 


当 关 =2,3,5,7 时 ,2 -1 的 值 分 别 是 3.7,31.127 ,它们 都 是 素 
数 , 折 以 
2(22 -1) = 6， 2(2 - 1) = 28， 
24(25 - 1) = 496， 25(27 - 1) = 8128. 
都 是 完全 数 . 
这 个 定理 说 明 , 是 否 有 无 穷 多 个 偶 完 全 数 的 问题 归结 为 是 否 有 
无 穷 多 个 梅森 素数 的 问题 .由 于 吕 前 只 知道 34 个 梅森 素数 ,所 以 目 
前 只 知道 34 个 傅 完 全数, 其 中 最 大 的 是 2025778(205778 - ]) .是 否 存 
在 坷 完全 数 ? 这 是 一 个 没有 解决 的 问题 . 借助 计算 机 可 以 证 明 ;1) 苦 
# 为 奇 完全 数 . 则 > 1080 :2) 若 为 商 完 全 数 , 则 1 必 有 一 个 大 于 
100110 的 素 内 数 ;3) 车 nm 为 奇 完全 数 , 则 a 的 于 异 的 素 因 数 的 个 数 
至 少 是 8. 
4.1.11 ”高 斯 的 功 续 
讲 到 数论 不 能 不 提 到 德 合 数学 宜 山 斯 (Gauss Carl Friedrich， 
1777 一 1855》. 他 与 阿 基 米 德 和 牛顿 并 州 为 历史 上 最 伟大 的 数学 家 . 
他 不 仅 对 纯粹 数学 作出 意义 深远 的 贵 献 ,而 且 对 天 文学 ,大 地 测量 和 


习 题 “17 

电磁 学 也 作出 重要 贡献 ， 

1795 - 1798 年 高 斯 在 格 丁 根 大 学 学 习 ,1799 年 获 该 大 学 博 上 学 
位 . 矢 士 论文 的 题目 是 代数 基本 定理 的 一 个 证 明 ,而 在 他 之 前 的 证 明 
都 是 不 完全 的 .24 岁 时 他 发 表 了 《算术 研究 》, 这 是 数学 史上 最 出 色 
的 域 果 之 一 . 节 中 广泛 而 系统 地 阐述 了 数论 里 重要 的 概念 和 方法 .他 
研究 耳 同 余 的 理论 ,给 出 了 二 次 互 反 定律 的 第 一 个 还 明 . 他 利用 数论 
对 正 n 边 形 作 攻 问 题 提出 了 代数 解法 .三 如 前 蚀 刚 讲 过 的 ,对 只 用 直 
斥 圆 规 作 正 n 边 形 的 作 图 问题 ,他 给 出 了 判别 准则 .特别 是 ,高 斯 证 
明了 能 够 作出 正 17 边 形 , 他 自己 就 完成 了 这 个 作 图 . 这 个 发 现 是 欧 
儿 里 得 后 的 第 一 个 .他 很 以 此 为 骄傲 .因此 ,遵照 他 的 遗嘱 ,在 他 的 幕 
碑 上 画 子 一 个 内 接 于 贺 的 正 17 边 形 .他 使 用 了 复数 ,并 在 1831 年 措 
助 复数 的 平面 表示 建立 了 严密 的 复数 理论 .高 斯 是 首先 认识 到 非 欧 
几何 存在 的 人 .高 斯 英 定 了 曲面 内 蔓 几 和 何 学 的 基础 ,启发 他 的 学 生 
B. 歼 有 曼 发 展 了 商 维 空间 的 一 般 的 内 草 几 和 何 ,这 在 后 来 成 了 爱 因 斯 地 
的 广义 相对 论 的 数学 基础 . 

高 斯 既是 对 数字 具有 非凡 记忆 力 的 卓越 的 算术 家 ,又 是 一 位 渊 
博 的 理论 家 和 杰出 的 应 用 数学 家 . 他 通过 大 约 有 155 个 题目 的 出 版 
物 促 进 了 数学 的 发 展 .他 立论 极端 着 慎 ,有 3 个 原则 :“ 少 些 , 但 是 要 
成 熟 "; 不 留 下 进一步 要 做 的 事情 ” ;极度 严格 的 要 求 .从 他 逝世 后 出 
版 的 著作 可 以 明 最 地 看 到 ,他 有 大量 的 文章 从 未 发 表 . 由 于 他 在 
数学 ,天 文学 ,大 地 测量 学 和 物理 学 中 的 杰出 的 研究 工作 ,他 被 选 为 
许多 科学 院 和 学 术 团体 的 成 员 … 数 学 家 之 主 ” 的 称号 是 对 他 极其 恰 
当 的 先 誉 . 


习 题 


1. 造 不 超过 100 的 素数 表 . 
2. 车 nn? 二 ab,(a,&) = 1, 则 a,5 都 是 平方 数 . 
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3- 对 任意 整数 a ,证 明 
2[ala+I)，3lelta+ifa+2)，31a(2a2+7). 

4.4 是 奇数 则 321(c2 + 3){a? +7). 

5. 对 任意 整数 a,(2a + 2,9a + 4) = 1. (有 用力 转 要 除法.) 

6. 车 a 是 奇数 , 则 (3a,3a +2) = 1. 

7. 任 何 素 数 的 容 都 不 是 完全 数 . 

3. 一 个 平方 数 不 会 是 完全 数 . 

9. 两 个 奇 素数 的 乘积 不 会 是 完全 数 

10. 证 明 数 ”= 20(20 - 1)》 不 是 一 个 完全 数 . 


$4.2 ”素数 定理 与 哥 德 巴赫 猜想 


4.2.1 素数 定理 

关于 素数 的 第 一 个 问题 是 .有 多 少 个 素数 ?这 个 问题 约 在 2300 
年 前 已 由 希腊 大 回答 了 .其 解答 见于 欧 几 理 得 的 《几何 原本 》 第 几 卷 
定理 20. 

定理 1 素数 有 无 穷 多 个 . 

证 ” 欧 几 里 得 的 证 法 是 友 证 法 .假定 素数 只 有 有 限 个 ,将 它们 
罗列 如 下 : 

Pi = 2,p2 = 3 PN- 

那么 数 pi1p2… pw + 1 将 不 为 上 述 素 数 中 任 -- 个 所 整除 . 因此 .或 者 
和 它 本 身 是 素数 ,或 者 它 有 不 同 于 二 述 素 数 的 新 的 素 因 子 . 这 与 彼 定 巴 
盾 . 定 理 证 举 . 

欧 几 里 得 关于 素数 是 无 限 的 汪 明 是 数学 证 明 中 的 -- 个 典范 . 如 
果 世 界 上 确实 有 经 典 性 的 伟大 定理 的 话 , 奢 么 欧 岂 里 得 的 证 明 就 是 
一 例 . 实 际 上 ,他 的 论证 常常 被 人 们 作为 数学 定理 的 典范 . 内 为 这 一 
定理 简洁 ,优美 ,又 极为 深刻 .20 世纪 英国 数学 家 险 代 在 其 精彩 的 专 
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著 《 一 个 数学 家 的 辩 白 》 中 对 欧 几 里 得 的 证 明 作 了 如 下 的 评论 :我 
最 好 还 是 回 到 古 希 腊 人 入 那里 去 .我 要 报 述 并 证 明 希 腊 数 学 中 两 个 有 
名 的 定理 .这 责 个 定理 都 很 简单 ",“ 存 思想 利 演算 上 .都 很 简单 ,但 毫 
无 疑问 它们 是 最 高 水 平 的 定理 . 每 一 个 定理 现在 仍然 像 它们 刚 发 现 
时 那样 生气 勃勃 而 举足轻重 一 一 两 干 年 的 岁月 没有 使 它们 产生 一 
丝 陈 旧 感 ”. 哈 代 涪 的 另 - 个 定理 是 关于 W2 是 无 理 数 的 证 明 . 

由 欧元 里 得 的 证 明 我 们 3 出 另 一 个 有 趣 的 问题 .对 -- 个 素数 p， 
用 p* 表示 所 有 小 于 等 于 p 的 素数 的 汪 积 .我 们 把 形 如 p*”+ 1 的 数 


叫做 欧 儿 里 得 数 ， 


为 这 些 数 出 现在 素数 是 无 穷 的 欧 儿 里 得 证 法 中 


有 趣 的 是 ,前 去 个 欧 几 里 得 数 都 是 素数; 


但 是 


19¢* 


+ 


+ 


+ 


+ 


+ 


1=2+1= 3, 

l=2x3+1=7, 

l= 2x3x5+1=31, 
l=2x3x5x7+1= 211, 
l=2x3x5x7x1ll+1 = 2311. 


+1= 59 x 509, 
174 + 


+ 


1= 19 x 97 x 277, 
1= 347 x 27953 


部 不 是 素数 .是 否 存 在 尤 劣 多 个 素数 p ,使 p*” + 1 是 素数 ,这 个 问题 
还 没有 解决 . 是 否 存 在 无 穷 多 个 素数 请, 使 p* + 1 是 合 数 ,这 个 问题 


也 没有 解决 . 


关 十 素数 的 第 一 
定理 2 相 邻 素数 的 间 引 要 多 大 有 多 大 
证 ”通过 举例 证 明 . 存在 999 个 连续 的 自然 数 ,其 中 没有 一 个 


是 素数 .它们 是 


个 问题 是 , 相 邻 素数 的 间距 有 多 大 ? 


1000! + 2, 1000! + 3，10001 + 4，…,1000! + 1000. 
易 见 ,第 一 个 数 能 被 2 些 除 ,第 二 个 才能 广 3 问 除 ， …, 最 后 
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数 能 被 1000 整除 . 这 就 造 出 了 999 个 连续 的 自然 数 ,其 中 没有 一 个 
是 素数 . 

扬 样 的 办 法 可 以 造 出 更 大 的 间隔 .这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

今 问 有 多 少 对 相差 为 1 的 泰 数 ? 很 清楚 ,2 是 唯一 的 价 素 数 .其 它 
地 数 都 是 奇 素数 ,它们 的 美 是 偶数 .这 样 -- 来 ,2 与 3 是 唯一 的 一 对 相 
莽 为 1 的 素数 .同样 地 ,2 和 5 是 叭 一 的 . -对 相差 为 3 的 素数 ,2 种 7 是 
唯一 的 -- 对 相关 为 5 的 素数 .不 存在 相关 为 了 的 一 对 素数 . 

相差 为 2 的 素数 怎样 昵 ? 品 然 ,这 样 的 素数 必需 都 是 奇数 . 这 种 
素数 对 叫做 挛 生 素数 .如 

3.5; 5,7; 11,13; 17.19; 29.311…. 

亭 生 素数 对 的 个 数 是 有 了 眼 . 还 是 无 限 ?这 个 门 题 仍然 没有 答案 . 
半 个 世纪 以 来 .这 已 战 为 数论 中 最 高 深 的 研究 课题 之 一 了 . 

下 面 研究 素数 分 布 的 情况 . 

考察 一 下 素数 表 就 会 发 现 . 素 数 的 出 现 是 无 规则 的 .但 是 .素数 
的 无 序 后 面 隐 蕊 着 有 序 .最 终 ,素数 的 间隔 也 表现 出 某 种 秋 序 . 

1791 年 高 斯 通过 对 素数 表 的 调查 注意 到 , 虽然 问 陋 呈 无 序 状 
念 . 们 平均 癌 隔 增 长 得 很 慢 . 他 猜测 到 如 下 的 素数 定理 ,但 没有 证 时 . 

用 x(x) 表示 不 超过 x 的 素数 的 个 数 . 观察 下 表 ， ‘ 


, te) 产 =Comz 
1000 168 145 6 
10000 1229 1086 LB 
50000 | 5133 4621 ”TD 
Hpon0 | gs92 | 8686 1.10 
500000 41538 | 38l03 | lo 
1000000 78498 72382 | 1.084 
2000000 148933 137848 080 | 
5000000 348513 324149 1.075 
10000000 664579 620417 1.071 


84.2 堵 数 定理 与 哥 德 马 入 狂想 "121 - 


这 个 表 告 诉 我 们 如 下 凡 点 : 

1) 素数 的 个 数 是 无 穷 的 :x(r) 一 coi 

2) 素数 的 个 数 与 全 体 整 数 的 个 数 相 比 则 少 得 多 :x (x) 人 一 0; 
即 , 上 几乎 所 有 的 整数 都 不 是 素数 . 

3) xz /ogz 是 x(z) 的 渐 近 式 . 

因而 ,人 们 猜想 下 面 和 的 定理 成 立 : 


定理 3 素数 定理 ) lim SC -= 1 
logx 
首先 对 这 个 问题 作出 重要 贡献 的 是 切 比 雪夫 . 他 在 1848 华 和 
1850 年 证 明了 : 


定理 4 学) 去 < rr) < (682) pi 

1896 年 .法国 数学 家 阿达 马 和 泊 松 几乎 同时 相互 独立 地 证 明了 
素数 定理 .但 他 们 使 用 了 复 变 函 数 的 相当 深入 的 理论 . 这 就 推动 人 们 
去 寻找 初等 的 和 较 简 单 的 证 明 . 真 到 1949 年 , 塞 尔 伯 格 和 下 尔 都 斯 
才 给 出 了 既 不 用 复 变 隆 数 也 不 用 微 积分 的 证 明 . 这 曾 在 数学 界 引 起 
惊奇 ,因为 数学 家 花 了 一 个 半 世 纪 才 找到 它 . 
4.2.2 哥 德 巴 赫 猜 想 

1742 年 ,德国 数学 家 麻 德 巴赫 (Christian Goldbach, 1690 - 1764) 
在 和 他 的 好 朋友 .大 数学 家 欧 拉 (Leonhard Euler ,1707 - 1783) 的 几 
次 通信 中 ,提出 了 关于 正 整 数 和 索 数 之 间 关 系 的 两 个 推测 ,用 现在 确 
切 的 话 来 说 ,就 是 : 

(A) 每 一 个 不 小 于 和 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 : 

(B) 每 一 个 不 小 于 9 的 奇数 都 是 二 个 奇 素数 之 和 . 

这 就 是 著名 的 引 德 巴赫 猜想 .我 们 把 猜想 (A) 称 为 "关于 储 数 的 
哥 德 巴 幸 猜想 " ,把 猜想 (BE) 称 为 “关于 奇数 的 哥 德 巴赫 猜想 ". 由 于 

2n+1= 22 一 1 +3 

所 以 ,从 猜想 (A) 的 正确 性 立即 推 册 猜想 (B) 的 正确 性 . 
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为 了 增加 一 些 感性 认识 .我 们 给 出 30 以 内 的 偶数 的 表示 : 


6=3+3， $8=3+5, 
10=3+7= 5S5+53, 12=5+7, 
14=3+11l =7+7, 16=3+13=$5+1l, 
lI8=5+13=7+11, 20=3+17= 737+ 13, 


22=3+19=5+17= 11+11, 
24 -5+19=7+17= 11+13, 
26 3123=7119= 13+13, 28=5+23- 11+17, 
30=7+23= 11+19= 13+17. 


欧 拉 盟 然 没有 能 够 证 明 这 两 个 猪 想 ,但 是 对 它们 的 正确 性 是 深 
信和 不 疑 的 .1742 年 6 月 30 日 ,在 给 厅 德 巴赫 的 一 封 信 中 他 写 道 :我 认 
为 这 是 一 个 肯定 的 定 埋 ,尽管 我 还 不 能 证 明 出 来 . 哥 德 巴 赫 猜 想 提出 
到 今天 已 经 有 258 年 了 ,5 是 至 今 还 不 能 最 后 地 肯定 它们 的 真 伪 . 人 
们 积 加 了 许多 宝贵 的 数值 资料 ,都 表明 这 两 个 猪 奶 是 合理 的 .这 种 合 
理性 以 及 猜想 本 身 所 上 共有 的 极 共 简 单 .明确 的 形式 ,使 人 们 和 欧 拉 - 
样 ,也 不 出 得 不 相信 它们 基 正 确 的 .因而 ,二 寿光 年 来 这 两 个 猜想 一 
可 吸引 了 许 许 多 多 数学 工作 者 和 数学 爱好 者 ,特别 是个 少 著名 数学 
家 的 注意 和 兴趣 ,并 为 此 作出 了 痕 巨 的 努力 . 

从 提出 哥 德 巴赫 猜想 到 19 世纪 结束 这 160 年 中 ,虽然 许多 数学 
家 对 人 它 进 行 了 研究 ,但 并 没有 得 到 任何 实质 性 的 结 朵 和 提出 有 效 的 
研究 方法 .这 些 研究 大 多 是 对 猜想 进行 数值 的 验证 ,提出 一 些 简单 的 
英 系 式 或 一 些 新 的 推测 .1900 年 ,在 巴黎 召开 的 第 二 届 国 际 数学 会 
上 ,德国 数学 家 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 在 其 展望 20 世纪 数学 发 展 前 最 
的 著名 演讲 中 ,提出 了 23 个 他 认为 是 最 重要 的 没有 解决 的 数学 问 
题 ,作为 今后 数学 研究 的 主要 方向 ,并 期 竺 在 这 新 的 一 个 志 纪 里 , 数 


$4.2 素数 定理 与 哥 德 巴 畦 铺 想 * 123 . 


学 家 们 能 够 解决 这 些 礁 题 . 颖 德 巴赫 猜想 就 是 希 尔 伯 特 所 提出 的 第 
八 问题 的 一 部 分 .但 是 ,在 此 以 后 的 一 段 时 间 轩 ,对 车 德 巴 灰 猜想 的 
研究 并 未 取得 什么 进展 .1912 年 ,德国 数学 家 朗 道 ( 王 . Landau) 在 关 
由 剑桥 召开 的 第 五 届 国 际 数 学 会 上 十 分 翡 观 地 说 :即使 要 证 明 下 面 
较 弱 的 命题 {C) .也 是 当代 数学 家 所 力 不 能 及 的 : 

(C) 存在 一 个 正 整 数 上 ,使 每 一 个 大 于 等 于 2 的 整数 都 是 不 超过 
个 素数 之 和 和 . 

1921 年 , 蜂 国 数学 家 哈代 (G.H.Hardy) 在 车 本 哈 根 数学 会 作 的 
-次 讲演 中 认为 :名 德 巴 禁 猜想 可 能 是 没有 解决 的 数学 问题 中 的 最 
困难 的 一 个 . 

就 伍 一 些 著名 数学 家 作出 悲观 预言 和 感到 无 能 为 力 的 时 懂 , 他 
们 没有 料 到 ,或 者 没有 意识 到 对 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 正在 开始 从 儿 
个 不 同方 向 地 得了 为 以 后 证 明 是 重大 的 突破 . 

1937 年 ,苏联 数学 家 维 诺 和 只 拉 多 大 (Vinogradov. 人 .1) 让 明了: 
每 一 个 充分 大 的 奇数 都 是 三 个 奇 素数 之 和 . 巴 弟 德 金 算 过 , 当 奇 数 
7 > expie 31 时 ,就 能 表 为 三 个 奇 素数 之 和 .这 就 是 说 , 除 掉 有 限 
个 奇数 外 ,命题 (B) 都 成 立 . 但 explele nl 这 个 数 太 大 了 ,无 法 逐一 
验证 对 于 小 于 它 的 奇数 来 说 命题 (B) 是 否 都 成 立 . 所 以 命题 (B) 基本 
上 被 证 明了 . 

1938 年 ,我 关 著 名 数学 家 华 罗 上 下 及 一 些 国外 数学 家 独立 地 二 明 
了 , 命 古 (4 对 几乎 上 所 有 的 偶数 部 成 立 . 假 没 M(x) 表示 不 超过 >， 
而 又 不 能 表示 为 两 个 素数 之 和 的 偶数 的 个 数 , 那 么 
M(x) 


lim * = 0. 
这 说 明 ,使 命题 (A)》 成 立 的 偶数 出 现 的 "概率 "为 1. 
至 素数 指 素 因数 个 数 不 超过 某 一 常数 的 自然 数 . 今 引 和 人 下 馈 两 
个 命题 : 
《DD) 每 一 个 充分 大 的 偶数 都 是 素 因 数 个 数 分 别 不 超过 a 和 的 
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两 个 殉 素 数 之 和 和 . 记 为 {e ,5). 

(FE) 每 一 个 充分 大 的 偶数 都 可 以 表示 为 一 个 素数 与 一 个 泰 因数 
个 数 林 越过“ 的 歼 素 数 之 和 , 记 为 {1.c). 

在 命题 (D) 中 取 = 1, 即 待命 题 ( 王 ) .但 因 处 理 这 两 个 命题 的 方 
法 有 差异 .所 以 还 是 分 开 写 好 . 处 理 命题 (E) 需要 高 深 的 分 析 工 具 . 
证 明 哥 德 巴 赫 猜 想 就 是 要 证 明 (1.1) 上 成立. 

布 部 1920 年 证 明了 (9.9) : 

定理 5{ 布 部 ) 每 个 充分 大 的 偶数 都 可 以 表示 为 素 因 数 个 数 不 
超过 9 的 两 个 殉 麦 数 之 和 . 

关于 命题 (E) 瑞 尼 1948 年 证 明了 (1,c): 

定理 6l 瑞 尼 ) 存在 一 个 正常 数 - ,使 每 一 个 充分 大 的 偶数 都 可 
以 表 为 一 个 素数 与 一 个 不 超过 。 的 列 素 数 之 和 - 

不 少数 学 家 改进 了 布朗 和 瑞 尼 的 结 洒 . 我 国 数学 家 对 此 作出 重 
大 页 献 . 

1956 年 干 元 证 明了 {3,4). 间 年 阿 : 维 诺 克 拉 多 夫 证 明了 (3,3). 
1957 年 王 元 又 证 明了 (2,3)， 

关于 命题 (E) .1962 年 潘 重 洞 证 明了 (1,5$).1963 年 潘 承 润 与 巴 
尔 巴 恩 又 分 别 独立 证 明了 (1.4).1965 年 , 阿 : 维 诺 克拉 多 去 , 布 赫 夕 
塔 布 与 朋 比 尼 都 证 明了 (1.3). 

1966 年 ,我 国 著名 数学 家 中 景 润 对 得 法 作 了 新 的 重要 改进 之 后 
证 明了 (1.2): 

定理 7 每 一 个 充分 大 的 偶数 都 可 以 表 为 一 个 素数 与 一 个 不 趣 
过 两 个 素数 的 丧 积 之 和 

这 是 一 个 | 分 杰出 的 成 就 . 

从 1937 个 维 诺 克 拉 多 大 的 工作 开始 到 现在 已 经 60 多 年 了 .这 
期 间 哥 德 巴林 狂想 取得 了 巨大 的 进展 .尽管 如 此 ,人 们 还 不 能 预测 再 
德 巴 赫 猜 总 解决 的 最 后 日 程 .研究 哥 德 巴赫 猜想 产生 的 方法 不 仪 对 
数论 有 广泛 的 应 用 ,对 数学 的 其 它 分 支 也 有 广泛 的 应 用 . 


#4.2 素数 定理 与 嫩 德 巴赫 猜想 


4.2.3 有 关 素数 芍 12 个 问题 


美国 数学 家 阿波 斯 托 尔 在 1976 年 出 版 的 《解析 数论 


中 给 出 下 面 12 个 未 解 问题 : 

1 是否 存在 大 于 2 的 偶数 ,不 是 两 个 素数 之 和 ? 
2) 是 否 在 在 大 于 2 的 偶数 ,不 是 两 个 素数 的 养 
3) 是 否 存在 无 穷 多 对 挛 生 素数 ? 

4》 是 否 存在 无 穷 多 个 梅森 素数 ? 

5) 是 否 存 在 无 穷 多 个 梅森 数 是 复合 数 ? 

6) 是 省 存 住 无 穷 多 个 费 马 素数 7? 

7) 是 洁 存 在 无 穷 才 个 费 马 数 是 复合 数 ? 


导 引 》 一 书 


8) 是 否 存在 无 穷 多 个 素数 其 有 .r? + 有 的 形式 ,其 中 是 整数 ? 


9) 是 否 存在 无 穷 多 个 素数 共有 zz + 到 的 形式 ,其 
整数 ? 


是 给 定 的 


10) 对 每 一 个 整数 ,是 省 在 wn? 与 (nn + 1 之 间 都 至 少 存在 一 


个 素数 ? 


11) 对 每 -个 整数 n > 1, 是 再 在 n? 与 xn? 7 之 问 都 至 少 存在 


一 个 素数 ? 
12) 是 理 有 无穷 多 个 式 数 ， 其 每 一 位 都 是 
111111111111111111)? 


1( 如 11， 
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我 们 感到 有 可 能 和 比 我 们 水 平 高 许多 的 数学 接触 .这 种 数学 的 
妃 量 各 美 尽 管 只 能 简单 地 一 营 , 也 构成 了 胖 富 我 们 思想 的 基 而 ,并 在 
我 们 作为 数学 使 出 者 和 数学 教师 的 朴素 活动 中 给 了 我 们 长 期 芭 少 的 
机 会 . L.Felix 


引 


叫 


这 - 讲 包 含 二 部 分 内 容 :二 元 一 次 不 定 方程 , 勾 股 定理 及 有 关 
问题 和 费 马 大 定理 .涉及 到 -次 不 定 方程 ,二 次 不 定 方程 与 高 次 不 定 
方程 .这 二 个 问题 跨越 了 两 千年 的 历史 .不 定 方 程 的 问题 古 敬 亨 常 
育 , 并 打非 常 困难 ,现在 佑 然 是 数学 研究 的 热门 课题 . 

数论 从 - -开始 就 讨论 各 式 各 样 的 确证 方程 和 不 确定 方程 . 在 确 
定 方 各 中 , 林 知 数 的 个 数 与 方程 的 个 数 一 样 多 .例如 

2x:+3r+1=0 


和 


程 . 

不 定 方程 是 这 样 一 种 方程 ,其 中 安 量 的 个 数 多 十 方程 的 个 数 , 并 
昌林 知 数 还 变 受 到 某 神 限制 ,例如 限制 未 知 数 为 整数 、 有 理 数 等 .不 
定 方 程 的 讨论 非常 复杂 .我 们 只 讨论 三 个 着 名 问题 ; 百 鸡 问题 ,人 勾 股 
定理 和 费 马 大 定理 .不 定 方程 起 源 很 早 , 大 约 在 公元 3 世纪 就 在 丢 番 


引 
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图 的 研 完 .我国 4《 周 余 算 经 》 的 商 高 定理 “和 勾 三 股 四 弦 五 ”就 属于 此 类 
问题 . 商 高 定理 远 在 丢 熏 图 之 前 .《 周 牌 算 经 》 是 公元 前 1 世纪 的 著 
作 , 基 一 部 讲 盖 天 学 说 的 天 文 著作 , 书 中 有 较 复 杂 的 开 广 和 分 数 运 
算 .在 《风骨 算 经 》 的 第 一 章 里 披 述 了 西周 开国 时 期 ( 约 公元 前 1000 
年 ) 周公 妨 旦 与 商 高 的 问答 ,讨论 用 和 矩 测量 的 方法 . 商 高 对 周公 说 : 
“ 故 折 短 以 为 名 广 三 , 股 修 山 , 径 隅 五 ( 勾 的 古 写 为 句 )”. 可 见 “ 勾 二 股 
四 六 五 ”这 个 特殊 例子 的 发 现 是 很 早 的 . 

在 西方 不 定 方程 的 研究 起 源 于 玻 番 向. 丢 番 图 是 数学 史 [上 -位 
杰出 的 数学 家 ,他 写 了 二 部 著作 :1 算术 》 原 有 13 卷 ,现存 6 郑 ; 
22《 论 多 边 形 》 现 存 -- 些 片断 ;3)《 入 论 》 已 遗失 . 

《算术 》 是 一 部 共有 高 度 创造 性 的 伟大 著作 ,对 欧洲 的 数论 产 斗 
了 深远 的 影响 . 书 中 现存 部 分 大 约 有 130 个 问题 的 解法 .其 中 大 部 分 
是 不 定 方 穆 和 不 定 方程 组 .因此 ,不定 方 程 在 西方 也 叫 亚 铸 图 方程 . 

对 委 番 疼 方程 我 们 主要 研究 些 什么 呢 ? 

1) 解 的 存在 性 问题 . 初等 办 法 是 凑 一 个 , 找 一 个 .高 级 的 办 法 是 
借助 分 析 ,代数 或 其 它 工 具 去 找 解 .如 果 解 不 存在 , 则 需 给 出 证 明 . 这 
里 顺便 指出 ,不 存在 性 证 明 最 于 难 .如 玉 次 以 上 的 代数 方程 的 求 根 问 
题 ., 几 何 作 图 三 大 难题 无 解 的 证 明 ,本章 的 费 蕊 大 定 瑾 等 都 是 
如 果 解 存在 ,下 面 的 问题 就 是 : 

2) 解 的 个 数 问 题 

再 进一步 的 问题 是 : 

3) 确定 解 的 完全 组 . 

有 时 还 需要 了 解 

4) 解 的 界 的 估计 . 

能 找 出 解 的 完全 组 这 是 最 理想 的 .但 这 是 很 军 匈 的 情况 . 
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$5.1 一 次 不 定 方程 


公元 5 世纪 我 国 古代 数学 家 张 丘 建 在 他 的 《 算 经 》 中 就 握 出 并 解 
答 了 一 个 二 元 一 次 不 定 方程 的 问题 . 张 丘 建 的 生 卒 年代 已 不 可 考 . 他 
的 著 书 的 时 代 大 约 是 在 魏 的 天 赐 元 年 (公元 404 年 ) 与 太 和 十 八 年 
(公元 494 年 ) 之 间 . 

《 张 丘 建 算 经 》 卷 于 最 后 一 题 是 世界 有 名 的 百 鸡 问题 : 

“ 鸡 熏 一 ,值钱 五 , 鸡 母 一 ,值钱 二 , 鸡 欠 三 ,值钱 一 . 首 钱 买 百 鸡 . 
问 鸡 颁 母 欠 各 几何 ?” 

设 用 x,y ,x 分 别 代表 鸡 箱 . 鸡 母 , 鸡 办 的 数目 ,就 得 到 下 面 的 方 
程 : 

Sr +3y+ 玫 = = 100， 


T+y+2 = 100. 
消去 xz, 再 化 简 ,得 到 
Tz + 4y = 100, 
我 们 要 解决 这 个 问题 ,就 是 要 求 出 下 述 方程 的 非 负 整 数 解 . 
但 是 上 述 方程 不 过 是 二 元 一 次 不 定 方 程 的 一 个 具体 的 例子 .二 
元 一 次 不 定 方程 的 一 般 形式 是 
ear + by= cc, 
其 中 5,c 是 整数 ,下 面 我 们 研究 它 的 解法 . 
5.1.1 ” 通 解 公式 
二 元 一 次 不 定 方程 的 任何 一 个 具体 的 解 都 叫 作 它 的 - -个 特 解 . 
先 假定 二 元 一 次 不 定 方 程 有 一 个 特 解 ,我们 来 说 明 如 何 借 这 一 特 解 
将 它 的 金 部 解 表 示 出 来 . 
定理 1 设 二 元 一 次 不 定 方程 
ur 中 by=e (1) 


$ 1 一式 不 定 方程 ， 129 ， 


(其 中 @,b,e 是 整数 时 a ,5 都 不 是 0) 有 一 组 整数 解 了 = -ro = wo; 
叉 谍 (a,8) = dya = ad,p = 4d, 则 (1) 的 一 切 解 可 以 表 成 
T= ro htsy = y+at, (2) 
其 中 一 D0, 寺 1 ,+2 
注 ”我 们 把 (2) 称 为 (1) 的 通 解 公式 . 
证 证明 分 两 步 :1)(2) 是 (1) 的 解 ;2){1) 的 尾 一 解 者 可 表示 
为 (2) 的 形式 . 
1) 证 明 的 办 法 是 , 代 人 验算 ,既然 rzo,yo 是 (1) 的 解 ,当然 满足 
(1) ,名 aro + bwo = “由 此 
axzbo pit) + bly +t art)= ce + bal ~ abi)t 
= etlpbida - adb) = ce. 
这 表 虞 (2) 式 是 (1) 的 解 . 
2) 只 需 证 明 ,(1) 的 任意 解 都 具有 (2) 的 形式 . 设 x ,y 是 (1) 的 
任 一 解 , 则 ar + by = c, 从 此 碱 去 ero + 5vo = c, 即 得 
at -ro tbly - yo) =0 
一 atdkr -xo + bid(y - yo) = 0. 
消去 4 ,并 移 项 ,得 到 
az 0 = Pily — yo). 
氏 为 (al ,6) = 1, 所 以 aj|(y -wo), 从 而 
yu yt at. 
将 yy 一 yo 代入 上 式 即 得 
ar -ro)=- pat SS 1 
= 一 看 FF > = ro bt. 
此 x',y 可 表 成 (2) 的 形状 . 
综合 1),2) 知 ,(2) 表示 (1) 的 一 切 整 数 解 . 证 毕 、 
例 ” 求 10zx -7y = 17 的 全 部 解 . 
解 由 观察 法 可 知 x = 1,y = - 1 是 一 个 特 解 ,四 此 一 般 解 为 
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|7=1+71 0 1 22 
z 二 二 
[vy =-1+10 


5.1.2 整数 的 模 

为 了 给 出 二 元 一 次 不 定 方 积 可 解 的 充 要 条 件 , 我 们 需要 整数 的 
模 的 概念 . 当然 证 明 二 元 一 次 不 定 方程 可 解 的 充 要 条 件 还 有 曾 的 方 
法 .但 这 种 方法 较为 简洁 . 

定义 一 个 整数 集合 构成 一 个 模 , 如果 它 对 加 诚 是 自封 的 . 

例 全体 整数 集 构成 一 个 模 .因为 任何 两 个 整数 的 和 与 差 仍 是 
整数 . 

自然 数 集 不 构成 一 个 模 . 因为 两 个 自然 数 的 差 林 能 不 再 是 自然 
数 . 如 5 -了 3 了 =- 2, 不 再 是 自然 数 . 

例 ”和 任 一 白 然 数 的 倍数 构成 一 个 模 . 如 ;3R| = 0,++1,+2 
… 构成 :个 模 . 集合 中 只 有 含有 0 的 模 称 为 0 模 . 

定理 2 1) 和 任何 模 中 必 会 有 0; 

2) 苦 w ,2 在 模 中 . 则 ma + np 也 在 机 中 ,其 中 m,n 为 任意 整 


证 ”1) 在 模 中 任 取 一 数 4, 依 模 的 定义 ,a -a = 0 在 模 中 . 

2) 若 4a 在 模 中 , 则 24 一 4 +4 在 模 中 ,34 = 2a +& 在 模 中 .从 
而 ,对 任意 mm ,zma 在 模 中 .同样 m5 也 在 模 中 ,进而 ma + mw 在 模 中 ， 

定理 3 对 任何 两 个 整数 < 和 # ,所 有 形 如 am + 6n 的 全 体 整 数 
形成 一 个 模 . 

些 定 理 很 明显 ,无 需 让 明 . 

定理 4 任何 一 个 非 0 的 模 痢 是 某 正 整数 倍数 所 组 成 的 集合 . 

证 ”这 个 模 中 一 定 有 一 个 最 小 的 正 整 数 , 没 这 个 正 整数 为 4. 
我 们 来 证 明 , 模 中 的 所 有 其 它 数 都 是 4 的 倍数 .只 要 证 明了 这 一 点 ， 
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定理 的 证 明 就 完成 了 . 

今 用 反 证 法 证 之 .如 果 不 然 , 则 模 中 一 定 存在 一 个 数 4, 它 不 是 
4 的 倍数 .这 时 必 有 整数 g 和 ,使 得 

n= dg+r,l<r<d. 

巾 模 的 定义 ,r = n - dg 在 模 中 ,而 + < d, 这 与 a 的 最 小 性 相 蔬 拓 . 

这 就 证 明了 , 模 中 的 任何 数 都 是 4 的 倍数 .此 外 ,由 模 的 定义 知 ， 
4 的 信和 数 也 在 模 中 ,所 以 这 个 借 是 由 4 的 整数 倍 组 成 的 集合 .证 毕 . 

定理 4 一 下 子 把 模 的 结构 摘 清 楚 了 : 它 是 某 个 整数 的 倍数 的 集 
合 . 这 个 整数 一 定 是 模 中 最 小 的 正 整数 -我 们 应 尽 全 力 把 它 找 出 来 ， 

有 了 这 些 准备 之 后 ,现在 我 们 络 出 两 个 正 楚 数 a 与 的 最 大 公 
因数 的 另 一 定义 ,并 让 明 它 与 通常 的 定义 是 - 样 的 . 

定义 ” 设 “s,6 蚌 两 个 正 整数 .在 定理 4 中 到 一 切 形 如 aw + pn 
的 数 所 成 之 模 ,在 定理 4 的 证 明 中 所 得 到 的 4 称 为 a 与 的 最 大 公 因 
数 , 记 为 Ce ,5). 

定理 5 {4,5) 具有 如 下 性 质 : 

1) 存在 整数 rx,y ,使 得 (a ,5) = cz + Ai 

2) 对 任意 两 个 整数 x,y, 必 有 (a,6)|ar + by; 

3) 如 果 任 一 整数 e,eja,e1b, 则 ci(a,6), 

注 1. 我们 可 把 定理 5 中 的 1) 叫 表示 定理 ,a 与 5 的 最 人 人 公 岂 
数 (a ,5) 可 通过 a 与 5 表示 出 来 . 

2. 3) 指出 (a,5) 就 是 通常 的 最 大 公 因 数 . 

3. 定理 5 的 证 虹 并 不 困难 .但 这 里 用 的 方法 在 初等 数学 中 是 很 
少见 到 , 它 是 从 模 的 结构 中 推出 的 .这 种 方法 值得 学习 . 

证 1)(a,b) 在 由 am + bn 所 组 成 的 模 中 ,所 以 --. 定 存在 整数 
zy; 使 (a .56) = ar + by, 

2) 由 定理 4, 模 中 的 数 都 是 (a ,5b) 的 倍数 

3) 因为 由 1) ,存在 *,y 使 得 (u,b) = ar + By, 由 出 式 可 知 ， 


elaselp => el(a,b). 
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注 ”定理 4 的 证 明 已 暗 涉 了 回转 相 除 法 .我 们 了 举例 说 明之 . 
例 取 a = 323 和 6 = 221. 由 饶 转 相 除 法 可 得 
323 = 221 + 1 + 102. 
可 见 102 在 以 a * 323 和 = 221 所 形成 的 模 中 ,又 
221 = 102 - 2 + 17， 
所 以 17 也 在 这 个 模 中 - 因 
102 = 17 .6， 
所 以 17 是 该 模 中 的 最 小 正 整 数 ( 记 着 17 是 素数 ) 即 17 = 
(323,221). 利用 这 个 方法 可 以 求 出 定理 51) 中 的 xz 和 ww: 
17 = 221 -2.102 = 221-2(323 — 221) = 3 221 -2.323. 
所 以 之 = 一 2,y = 3. 
5.1.3 可 解 的 充 要 条 件 
现在 我 们 来 研究 二 元 一 次 方程 可 解 的 条 件 .我们 有 
定理 6 二 元 -- 次 方程 
ur 十 由 一 上 (3) 
有 和 解 的 充 要 条 件 是 (a ,5)|c. 
证 “一 ”假定 (3) 式 有 整数 解 , 设 为 ro,yo, 则 
ary + byo = c. 
但 (ee)la:ta:5)ib 庆 (a,6)|c, 故 条 件 的 必要 性 得 证 . 
5)|c 则 cc = ce,o) ,其 中 c 是 整数 .由 定理 S, 存 
在 两 个 整数 :.z 满 是 方程 
as tbt = (a,b) 一 ascl+atcl = abcl = 一 
令 ro = scisyo = tc1, 即 得 axro + byo = ce, 所 以 (1) 式 有 整数 解 ro， 
>0. 证 毕 . 
例 “判定 下 列 二 元 一 次 方程 是 否 可 解 ; 
1. 10x -7y = 17; 2. 117x + 21y 
3. 18r +24y = 9; 4. 107r + 37y 


38; 
25. 


用 
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解 1. 有 解 ,因为 (10,7) = 1|173 
2. 无 解 ,因为 (117.21) = 33 十 8. 
3. 无 解 ,因为 (18,24) = 6 十 9; 
4. 有 解 ,因为 (107,37) = 工 | 25. 
5.1.4 如 何 求 二 元 一 次 方程 的 解 
求解 的 过 程 一 般 分 为 三 步 ， 
1) 判断 方程 (1) 是 否 有 解 . 先 求 出 最 大 因数 (4 .2) ,并 判断 是 否 
有 (au,5)|c. 著 (a,5) + c, 则 方程 无 解 ,就 此 停 步 . 
2) 车 (a,5)|c, 则 方程 和解 .设法 求 出 一 组 特 解 ,然后 利用 公式 
{2) 求 出 通 解 . 
3) 如 果 特 解 不 易 求 , 则 玫 银 转 相 除法 求解 . 
下 面 的 例子 是 其 体 求法 . 
例 求 107z + 37y = 25 的 一 切 整数 解 . 
解 ”前 面 已 经 判断 ,这 个 方程 有 解 .下 面 用 轰 转 相 除法 去 求 它 . 
由 方程 得 


37y =25 107x = y= -10 2 1233 


令 y1 二 (25 33x)/37, 则 wi 应 是 一 个 整数 ,于 是 得 到 一 个 新 的 不 定 
方程 
37y1 + 33.r = 25. 


又 33r =25 -390 > 3 (4) 


仿照 上 面 , 令 -rl = (25 ~ 4y1)/33, 又 得 旬 一 个 新 的 不 定 方 程 : 
33x1 + 4yl = 25. 


3 _ 
3 ge Ln 


又 4y1 = 25 -337r, 全 mi 


令 yi = (1 一) 74, 这 就 得 到 
Xi1 + 4y2 = 1. (6) 
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由 此 不 难看 出 ,(6) 的 一 切 解 是 
7 1 4ty = tt 0,+1,+2,.). 


把 这 个 结 归 代 人 (5) ,得 


3 2+33t(t=0,+1,+2,..). 
这 样 一 来 ,(5) 的 一 切 解 是 
T1144t,y =-2+33(t = 0,+1,+2,.) 
把 这 个 结果 代入 (4) ,得 到 (4) 的 一 切 解 是 
YT 2+1331,7-3 371(t=0,+1,+2,.) 
再 把 它们 代 回 原 方程 ,得 出 不 定 方程 的 解 为 
=3 37t,y=-8. 1071(t=0,+1.=2,.) 


直接 验算 可 知 ,它们 的 确 是 解 . 

从 这 个 例子 可 以 看 得 很 清楚 , 解 的 过 程 就 是 对 整个 不 定 方程 加 
转 相 除 , 依 次 化 为 等 价 的 不 定 方程 ,直到 出 现 一 个 变量 的 系数 为 + 1 
为 止 .在 上 例 中 是 zx) +4y:; 一 1. 这 样 的 方程 可 以 直接 解 出 .然后 骨 依 
次 反 推 上 去 ,就 叮 求 出 原 不 定 方 程 的 解 ,为 了 减少 运算 次 数 , 在 作 带 
余 除 法 时 ,要 取 绝 对 值 最 小 的 余数 . 

如 果 不 定 方程 无 解 , 由 使 用 这 和 神算 法 时 ,到 某 一 步 就 会 立刻 看 
出 , 今 举 一 例 . 

例 求 11?7zxz+2ly = 38 的 解 . 

解 21y = 38 -1177 > 

> = 直 G8- 07z)=-6z+24 直 (9x 一 4)， 

令 = (95 -4)721,y 应 是 整数 ,于 是 

213 =9r-4 > r= C21y 414) = 2y1+ LG3u 1 4). 

再 令 zi = (3 + 和风,xi 也 应 是 整数 ,从 而 


gz 3414 之 村 ri 一 4)=3z1 -1 十 ， 
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最 后 一 式 表明 ,1 ,wl 不 可 能 同时 为 整数 .所 以 不 定 方程 无 解 . 

这 种 方法 还 可 用 来 解 三 元 一 次 不 定 方程 . 
5.1.5 ”二 元 一 次 方程 的 非 负 解 

有 时 问题 只 要 求 非 负 解 或 正解 , 鲍 如 在 开头 提出 的 百 钱 类 百 鸡 
的 问题 就 属于 这 类 问题 . 现在 我 们 来 研究 方 种 什么 时 候 有 非 负 解 . 
利用 通 解 公式 (2) ,这 可 归结 为 确定 参数 : 的 值 , 使 x ,y 均 为 非 负 或 
均 为 正 数 . 当 al ,ba 异 号 时 ,不 定 方程 (1》 可 有 无 穷 多 组 非 负 解 或 下 
解 .所 以 我 们 只 要 讨论 < ,bi 均 为 正 的 情形 . 

我 们 知道 ,方程 (1) 有 解 的 充 要 条 件 是 (a.5)|e. 设 (a,6b) = 4， 
则 a = ad = paidc = ed 其 中 pc 都 是 整数 .于 是 


arthy ee artor= eanb)= i. (7) 
这 样 一 来 ,我 们 可 以 只 考 虚 形 如 

ar+by= ce, ta,b)=1 
的 方程 了 . 


定理 7 设 4,5,c 都 是 正 整 数 ,(a.5) 1, 则 当 c > av 一 
时 ,不 定 方程 (7 有 非 负 解 解数 为 | .和 5 | 或 [5 ltt. 当 oe: a8 
a 一 了 时 ,不 定 方程 (7) 没有 非 负 解 . 

证 ”出 于 (a,5) = 1, 所 以 方程 (7) 必 有 解 . 设 zx，,yo 是 方程 (7) 
的 一 组 特 解 .由 通 解 公式 (2) ,要 解 +,y 是 非 负 解 ,参数 :必须 满足 


To 
wo~ 0, :人 
z0 0 5 
- ~ 20 
m+ ut 0, 上 
Sn 二 a 
Yo 也 
从 而 -tt 
a a 


由 于 上 取现 数 数值 ,所 以 上 式 就 是 


-各 ] 二 es< | 天 ] . (8) 


a 


136、 第 五 章 ”从 义 股 定理 到 费 马 大 定理 


此 ,方程 (7) 的 非 负 解 的 组 数 为 
N = [加 |+[ 空 +1 (9) 


(z = 0 时 也 是 一 解 ) 利用 性 质 


[uj+t+[vol[w+1 ol[wuy+t cwl+1. 可 知 


[ 问 + 弄 | 二 NS 1 (10) 
a bo ~ | 


二 式 等 号 中 只 有 一 个 成 立 - 由 于 zh,yo 是 特 解 ,所 以 
_ _ Wo < FR) Vy i 

erot byo te bla a [党 jas) 
由 (10)， 


| 
当 c> 迪 -cb 时 ， 


li- ab ec 


六 ab 46 
arothye _ xo, 0 
一 a6 一 有 
Tray] lzxol 1 Ivol 
= | 工人 Zo Du lo 
= 学 这 
[el ye 1 
bp) a Tal 
即 1- 寺 -lc< [x + [Jr1- +1 L 
a 态 Lib -a 4 户 


由 (9) ， 


这 说 明 方程 (7) 必 有 非 负 解 . 
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最 后 证 明 , 当 c= ab -a -~ 时 ,不 定 方 程 (7) 没有 非 负 解 .用 反 
假定 方程 (7) 有 非 负 解 z1,y1, 则 
arit+by=e= ap-ae--b SS alrit1)+o(y + 1) 
一 cp. C11) 
又 {a.b) = 1=6|(7r1 +1),al(y + 1). 
i071 汪 0 y+1 守 a 守 1,r1+1 之 $1 
由 (11)。， 
ab = atr,t1)+b(ty +1)ab+ab = 2ab. 
这 是 不 可 能 的 ,这 个 矛盾 说 明 , 当 c = ab 一 a -所 时 ,不 定 方程 (7) 没 
有 非 负 解 . 
现在 我 们 用 上 面 的 定理 来 解 张 丘 建 的 百 钱 百 鸡 问题 . 
例 鸡 俩 一 ,值钱 五 , 鸡 母 一 ,值钱 三 , 鸡 锥 二 ,值钱 一 ,条 钱 买 
让 鸡 , 问 鸡 俩 母 欠 各 几何 ? 
解 ” 设 用 xx,y,z 分 别 代表 鸡 钙 、 鸡 母 、 鸡 挫 的 数目 ,就 得 到 下 
而 的 方程 : 


Sr + 33 十 二 < = 100， 


zty+z= 100. 
请 去 = ,再 化 简 , 得 到 
7z + 4y = 100, 
先 求 这 个 方程 的 非 负 解 .容易 看 出 来 ,> = 0.y = 25 是 一 组 特 解 . 由 
通 解 公式 ， 


| 
令 1=0, 一 1, 一 2, -3, 共 得 到 4 组 解 :(0,25),(04,18),(8,11),(12， 
434). 因此 关 鸡 的 各 种 情况 如 下 表 所 示 : 
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x 0 4 8 12 
25 18 1 4 
= ! 75 78 31 84 


5.1.6 多 元 一 次 不 定 方程 
所 谓 多 元 一 次 不 定 方 程 ,就 是 可 以 写成 下 列 形式 的 方程 : 
aixzi+azxa+…w+a = NN, (12) 
其 中 a1.a2,… ,4s,N 都 是 整数 ,呈送 2, 并 有 不 失掉 一 般 性 .我 们 可 
以 假定 a1,a;,…,a, 都 不 等 于 零 .现在 首先 证 明 
定理 3 (12) 式 有 整数 解 的 充分 与 必要 条 件 是 
《elyda gr) |N. 
这 里 (alvazya) 表示 a1,42,…' ,Qs 的 最 大 公 因 数 . 
证 设 (al,a2,.'**,4) = 也. 
i) 若 (12) 式 有 解 , 即 有 rn 个 整数 xz ,t's 
Tea 二 or 二 
则 di(arx + ar ttarn)'BpalN, 这 舟 证 明了 条 件 的 避 要 
性， 
2) 若 dN ,我 们 要 用 数学 归纳 法 证 明 (12) 式 有 解 . 当 = 2 时 ， 
出 定理 6,(12) 式 有 解 . 假 定 上 述 条 忻 对 ”一 工 元 一 次 不 定 方程 是 充 
分 的 . 今 证 上 述 条 件 对 x 元 一 次 不 定 方 程 也 是 充分 的 . 
令 di = (oa 则 (zasai san) = dN. 峙 归纳 法 假 
定 , 方 程 


dat2 + aarat etary = NN 
有 解 , 设 其 一 解 为 【2,3,… ,x 再 考虑 
r+ a2x2 = d2t s. 


由 定理 6,(a1.42) = ds|d1, 上 式 有 解 , 设 其 一 解 为 x ,x 3, 则 
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qr +Teaaz + + ar, 一 dat + arat tar, > N. 
故 x1 ,x 2, ,是 (12) 碟 的 解 .这 就 证 明了 条 件 的 充分 性 .证 毕 . 

这 里 需要 指出 的 是 ,二 元 一 次 不 定 方 程 的 通 解 中 含有 一 个 参数 
tf ,三 二 一 次 不 定 方程 就 要 含有 两 个 参数 了 ,因为 x1,xs,x3 中 只 有 
两 个 确定 了 才 有 确定 的 解 .同样 道理 可 知 ,n 元 一 次 不 定 方程 的 遵 解 
中 会 有 nn 一 1 个 参数 。 

我 们 给 一 个 三 元 一 次 不 定 方程 的 例子 . 仍 用 辑 转 相 除 法 来 解 . 

例 求 15Sri+lozra+6ry = 61 的 全 部 解 . 

解 ” 册 于 (15,10,6) = 1|161, 所 以 不 定 方 程 有 解 . 注意 到 之 ;的 
系数 的 绝对 值 最 小 ,我 们 把 原 方 程 化 为 


3= 十 (- 1Szt- LOx2 + 61) 


=—2r-2rs+10+ 二 (- 3x1 + 2x2 + 1). 
令 va 二 守 (- 3zi + 273+ 1), 这 是 一 个 整数 .由 此 解 出 x: 得 划 
二 二 (Gra 3 


再 令 rs = 言 (rl - 1) ,这 也 是 个 整数 .由 此 解 出 


T1 一 工 十 2rs. 
取 rs 作为 参数 ,依次 反 推 上 去 ,就 得 到 
HI = 3rat rt rs = lt3xrt dr, 
xz3 = Zr D+ 10+ xr = 6 5r— 10x;. 


再 取 rs 作为 参数 ,这 就 得 到 了 原 方程 的 通 解 , 其 中 含有 两 个 参数 
74,75 ,把 解 表 示 得 蝎 明 确 些 , 取 ;= zs. = 7;: 解 可 写 为 


rr1=1+2t, 


1+ 3s+ 38, 
6- 35s~10t, s,t = 0,+1,+2,.. 


中 
ll 


出 
a 
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习 题 


“1. 解 下 列 不 定 方程 ; 

1) 15z + 25y = 100; 2) 306x + 360w = 630; 
3) 9x + 24y - 5z = 1000. 

2. 把 100 分 成 两 份 ,使 一 份 可 被 7 整除 ,一 份 可 被 11 整除 . 


§$5.2 勾 股 定理 


这 一 节 对 勾 股 定理 作 深入 讨论 ,并 为 费 马 大 定理 的 讨论 作 些 必 
要 的 准备 .我 们 从 下 面 的 问题 开始 . 
5.2.1 问题 
A- 设 r,y 分 别 是 直角 三 角形 的 两 直角 边 的 长 度 . 而 z 是 斜 边 的 
长 度 . 求 +,w,z 第 为 整数 的 直角 三 角形 ,或 求 方 程 
x+y (A) 
的 所 有 整数 解 . 
B. 设 z,y,z 是 任意 三 角形 的 二 条 边 的 长 度 , 当 +,y,z 是 整数 
时 , 求 面积 是 整数 的 全 体 三 角形 . 
注 . 这 是 问题 A 的 推广 ;取消 了 问题 A 中 一 个 角 为 直角 的 限 
制 . 
亿 - 求 方程 
"+y = x"(n>2) (B) 
的 全 部 整数 解 . 
5.2.2 第 一 个 重要 定理 一 一 勾 股 定理 
中 国 古代 已 经 知道 ,用 边 长 为 3,4,5 的 三 角形 去 确定 直角 .埃及 
人 知道 用 这 个 原理 去 构建 他 们 的 金字 塔 .古代 巴比伦 人 也 知道 勾 股 
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定理 . 伍 是 首先 给 出 合乎 逻辑 的 证 明 的 可 能 是 毕 达 哥 拉 斯 .因而 这 个 
定理 在 西方 叫 毕 达 哥 拉 斯 定理 . 它 是 初等 几何 中 最 精彩 ,最 著名 .最 
有 用 的 定理 . 它 的 重要 意义 表现 在 那些 方面 呢 ? 

a) 它 的 证 明 是 论证 数学 的 发 端 ; 

b) 它 是 历史 上 第 一 个 把 数 与 形 联系 起 来 的 定理 , 即 它 是 第 -一 个 
把 几何 与 代数 联系 起 来 的 定理 ; 

c) 它 导 致 了 无 理 数 的 发 现 , 引 起 了 第 一 次 数学 危机 ,大 大 加 深 
了 人们 对 数 的 理解 ; 

d) 勾 股 定理 是 历史 上 第 一 个 给 出 了 完全 解答 的 不 定 方 程 . 它 引 
出 了 费 蕊 大 定型 ; 

e) 它 是 欧 氏 几何 的 基础 定理 ,并 有 巨大 的 实用 价值 . 
为 这 个 定理 的 重要 与 著名 ,所 以 研究 的 人 特别 多 ,或 许 在 整个 
数学 中 还 找 不 到 另 一 个 定理 ,其 证 明 方法 之 多 超过 毕 达 哥 拉 斯 定理 . 
下 .S. 卢 米 斯 在 他 的 “ 毕 达 哥 拉 斯 定理 “一 书 的 第 二 版 中 收集 了 这 一 
定理 的 370 种 证 明 方 法 ,并 分 了 类 . 

定理 1 ( 勾 股 定理 ) 者 直角 三 角形 的 三 条 边 的 氏 度 分 别 为 a， 
b,c: 其 中 为 斜 边 , 则 


a + b= ei. 
反 过 米 ,车 三 角形 的 三 条 边 4a ,5 ,c 满足 
a + bp? = ce 


则 该 二 角形 是 直角 三 角形 . 

注 ”这 个 定理 是 欧 刀 里 得 的 $4 原本》 第 一 卷 的 命题 47. 侈 几 里 
得 给 出 了 一 个 巧妙 的 让 明 , 下 面 就 是 这 个 证 明 . 证 明 分 为 两 部 分 :1) 
正定 理 ;2) 道 定理 . 

正定 理 的 证 明 如 图 5 一 1 所 示 ,AABC 是 直角 三 角形 ,AB 利 
AC 蚌 直角 边 . 以 AB,AC 和 BC 边 为 分 别 作 正方 展 ABFG ,ACKH 和 
BCED . 我 们 鉴证 


AB: + AC? = BC2. 
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即 要 证 , 晒 直角 按 上 的 正方 形 面积 之 和 等 于 斜 边 上 止 方形 的 面 各 . 作 
辅助 线 AD ,FC. 再 作 AL 上 DE. 关键 的 问题 是 要 证 明 AC 和 24CG 在 
同一 条 直线 上 .内 为 GAB 为 直角 ,入 BAC 也 是 直角 ,所 以 这 两 个 
和 角 的 和 等 于 两 直角 ,这 就 证 明了 GAC 是 一 条 直线 .这 是 唯一 一 次 应 
用 了 二 BA4AC 是 直角 这 一 事实 . 

现在 转向 公 ABD 与 全 FBC. 这 两 个 三 角形 的 短 边 AB 和 FB 相 
等 ,长 边 BD 和 BC 也 相等 .而 

LABP = + LABC, LFBC + ¥ 

所 以 人 ABD = 人 FBC. 根据 三 角形 全 等 的 边 负 边 定理 ,全 ABD 丝 
全 FBC ,因此 这 两 个 二 角形 的 面积 相等 . 

全 4BD 与 甜 形 BDLI 具有 同一 底 边 BD ,因此 BDLT 的 面积 等 于 


+ 一 BC。 


lS 
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全 ABD 的 曾 积 的 两 们 .同样 , 公 FBC 与 正方 形 ABFG 也 具有 同一 底 
边 BF .前 和 商 已 经 让 明 GAC 是 -- 条 直线 ,因此 正方 形 ABFG 的 面积 也 
是 公 FBC 的 面积 的 两 倍 . 
综合 这 些 结果 .我 们 得 册 , 和 矩形 BDLI 的 面积 与 正方 形 ABFG 的 
面积 相等 . 
同样 的 万 法 可 以 证 明 , 和 矩形 CELT 的 面积 与 正 坟 形 ACKH 的 面 
积 也 相等 .至 此 , 勾 股 作 理 的 让 时 已 经 在 眼前 了 : 
下 方志 BCED 的 面积 
= 箱 形 BDLI 的 面积 + 抢 形 CELT 的 面积 
一 下 方形 ABFG 的 面积 + 正方 几 ACKH 的 面积 . 
这 就 完成 了 数学 中 的 一 个 最 重要 的 定理 的 让 明 . 
于 证 明定 理 的 图 形成 了 一 个 著名 的 图 形 .因为 它 的 样子 像 风 
车 ,所 以 人 们 称 它 为 "风车 ”. 


周 5 2 


大 多 数 人 都 知道 勾 股 定理 正定 埋 的 证 明 , 但 知道 抒 股 定理 道 定 
理 还 明 的 人 比较 少 . 欧 几 里 得 对 道 定理 的 证 基 有 了 遇 个 特点 ,一 个 直 证 
明 简 短 ,- -个 是 证 明道 定理 时 用 到 了 焉 定理. 这 种 多 稀 方法 油 有 前 
例 .把 遂 定 理 建 六 在 下 定理 的 基础 上, 使 这 两 个 命题 处 村 一 种 有 序 的 
地 位 
逆 定 理 的 证 明 . 如 图 5 一 2, 欧 几 里 得 和 完 作 出 全 ABC ,并 假定 
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BC2 = AB? + AC2. 

下 面 证 明 人 BAC 是 直角 . 为 此 作 AF | AC .在 AE 上 找 点 口 ,使 
AD = AB. 连接 C 与 记 , 得 到 人 ADC .根据 正定 理 ， 

CD2 = AD? + AC’ = AB? + A(? = BC = CD = BC 
根据 全 等 三 角形 移 ” 边 边 边 ”定理 ,全 ADC 给 全 ABC ,从 而 

LCAB = LCAD = 

这 就 完成 了 道 定理 的 证 明 . 

正定 理 与 递 定理 结合 在 -起 揭 术 了 和 直角 三 龟 形 的 全 部 特征 . 

这 个 证 明 过 去 是 . 坝 在 仍然 号 儿 何 学 中 的 最 佳 证 明之 一 .将 人 们 
常见 的 直角 与 代数 恒等式 c = < + 联系 在 一 起 ,这 是 出 平 意料 
的 , 正 是 这 种 联系 ,了 这 两 个 学 科 之 间 的 相互 联系 , 树 鼠 书 盾 的 运动 ， 
推动 了 数学 的 发 展 . 
5.2.3 勾 股 定理 的 几何 方面 

色 股 定理 包括 世 何 与 数论 两 个 方面 . 

几何 方面 指 , 直 角 三 角形 斜 边 的 平方 等 十 疯 息 角 边 的 平方 和 . 边 
的 平方 的 几何 感 义 就 是 以 湾 边 为 边 的 正方 形 的 击 积 ,因而 勾 必 定理 
的 儿 何 方面 表现 为 南 各 关系 . 

色 股 定理 的 一 些 儿 何 证 明 就 来 自 这 里 .例如 , 诺 5 -3 四 个 企 等 
三 角形 加 一 个 上 庄 方形 拼 成 一 个 大 目 方形. 大政 方 形 面积 等 于 


(a tH as + 2ap + b2. 


工 
了 


它 义 等 于 
4x 名 ea = 2u6 + 
两 者 相等 给 出 
a + 2ab t bY- 2ab + ei, 
EN 
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其 它 证 法 还 有 不 少 ,不 再 举例 . 

多 股 定理 中 包含 的 面积 关系 还 可 以 “ 2 
有 更 广泛 的 理解 .例如 ,把 下 方形 改 为 以 。 
一 边 为 直径 的 半圆 ,那么 两 直角 边 上 的 
半 加 面积 之 和 等 于 笑 边 上 半 国 的 面积 . 
5.2.4 匈 股 定理 的 数论 方面 了 

从 数论 方面 看 色 股 定理 就 是 求 不 定 四 5 
方程 


攻 


2 5 -3 
人 二 图 


的 所 有 整数 解 , 即 本 入 一 开始 提出 的 问 
题 A. 
化 为 数论 问题 后 ,已 与 厌 问 题 有 了 了 差别 . 在 儿 何 问题 中 ,i ,y,x 
是 连续 变量 ;在 数论 问题 中 ,rz,y,* 却 是 离散 变量 了 ,虽然 餐 求 严 
了 ,但 在 数论 中 却 具 有 重 意义 . 
问题 A 可 以 用 整数 的 简单 性 质 求 解 .我 们 先 对 问题 作 些 简化 
我 们 称 满 足 方程 入 的 整数 组 (z,y,z) 为 勾 股 弦 三 元 数组 ,或 毕 
达 哥 拉 斯 三 元 数组 . 易 见 ,对 什 意 莹 数 记 ,(r.y,z) 与 (px,pv, px) 
同时 为 勾 映 弦 三 元 数组 .我们 有 
引 理 1 若 (x ,x,z) 基 方 牧 
ry = 
的 - -组 解 , 则 ( px ,py, p=) 也 是 方程 的 一 组 解 ,其 中 p 十 任意 整数 . 
引 理 工 所 描述 的 性 质 称 为 方程 的 齐 必 ,有 只 有 齐 性 的 方程 叫 齐 性 
方程 .例如 ， 上 而 的 方程 玫 是 齐 性 方程， 
TY= Cir ty 
有 了 31 理 1, 问题 可 简化 为 只 考虑 二 个 个 边 没 有 公 闪 数 的 二 角形 了 .这 
样 的 三 :角形 称 为 本 原 二 角形 ,这 样 的 数组 (> ， 3 ,2z) 旧 做 本 原 二 元 数 
组 .例如 (3,4,5) 就 是 一 个 本 原 三 元 数组 ,而 (6,8,10), (15,20.25》 
是 由 (3,4,5) 生成 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数组 ,但 它们 不 是 本 原 的 . 
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有 些 解 一 眼 就 能 看 出 米 , 这 就 是 x,y,* 中 -个 或 个 是 零 的 
解 . 例如 


Or = ry 


易 见 ,(0, -ae -ae) 分 别 足 第 一 .第 一 个 方程 的 解 , 其 中 “ 
是 任何 整数 .0.0.0) 是 第 三 个 方程 的 解 , 这 种 有 零 的 解 称 为 平凡 
解 , 没 有 意思 . 以 后 我 们 只 考 虑 非 平凡 解 . 邮 zx 关 0 的 解 .为 了 傅 定 
上 起见 ,不 妨 设 六 0 >1= 之 0 

在 不 原 - 三 元 数组 ( ) 中 要 求 二 个 数 没 有 公 因 数 .第 实 上 ， 
我 们 可 以 给 出 更 强 的 定义 ;在 本 原 三 元 数组 中 ,全 全 两 个 数 坪 无 公 因 
数 . 

引 理 2 巷 (z,y.z) 是 本 诛 解 , 则 (zy) 1.(x,2) = 1,(y， 
2)=1. 

证 ”有 反 证 法 .假定 不 然 , 例 姻 与 v 有 公国 数 p. 我 们 设 x = 
Pry pv: 则 由 2 一 户 x+p*y? 可 知 、 记 一 定 整除 > ,这 样 一 来 ， 
Cryyvs) 就 不 是 本 原 解 .与 假定 子 盾 ,证 毕 . 

引 理 2 指出 ,x ,x 不 能 同时 为 偶数 .这 样 必 有 - -个 为 奇数 ,一 个 
为 倘 数 ;或 者 名 为 奇数 .我 们 再 指出 ,两 个 直角 过 各 为 奇数 的 情况 也 
不 人 存 作 . 为 此 , 温 


= autly=20r1， 
孝 么 
2 


i 


2 rd4a +4a2 F414 40 
-2+4(atar tpt+ bh). 
这 个 数 可 被 2 整除 ,但 不 能 被 4 整除 .这 意味 着 >* 可 被 2 整除 ,不 可 
被 4 整除 ,这 是 不 可 能 的 .因此 ,两 个 直角 边 :- 定 是 - 奇 .~- 偶 . 
因为 x 和 > 中 一 个 是 偶数 , 荔 - -个 是 奇数 .所 以 > -- 定 是 奇数 . 
事实 上 , 设 2a fl,y = 25, 则 


2 


= ys Dat+1) + (25) 一 4e2+4a +402+1 
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由 此 知道 .= 一 定 是 奇数 . 
以 下 假定 * 是 硒 数 ,* 是 偶数 . 
定理 2 满足 方 各 A 的 本 原 解 可 表示 为 
X= y= mn = M+ nl. {1) 
其 中 wn 为 止 整数 . 满 十 条 件 
Lan) = 1; 
2) n> n; 
3) 4 与 2 中 一 个 是 偶数 , 男 一 个 是 奇数 . 
反 过 来 .车 mr 与 六 满足 条 件 1),2),3), 则 (1) 是 方程 A 的 本 席 解 
下 面 给 出 定理 2 的 一 种 证 法 :初等 六 法 :几何 方法 :高 斯 整数 法 . 
5.2.5 ”初等 方法 
首先 指出 ,恒等式 
(28) Ka 一 1 
保证 了 (1) 是 方程 和 的 本 原 解 .所 以 ,为 了 证 明定 理 , 我 们 需要 证 明 
1) 如 果 xy,s 是 -组 本 原 解 ,而 且 x 是 奇数 , 则 它们 一 定 其 有 
(1) 的 形式 ,其 中 m,n 满足 条 件 1).2),3). 
2) 如 果 疡 导 满足 条 件 1),2),3) ,那么 由 (1) 给 出 的 ,vv 中 
本 原 的 . 


证 1) 首先 ,由 
r+ y= =3， 

得 = tr (2) 
了 ,= 饰 为 奇数 获 含 (> + x), (x 一 2) 此 为 倍数 ,所 以 (= + )/2. 
(= -rzx2 都 是 整数 .这 样 -来 ， 

Yt 

(2 2 2 3) 
邻 i 一 (< +) ,ni = 村 (= x+), 那么 

mi > ni. (4) 
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这 时 {33)= mi (5) 
其 次 ,Cnmaisa = 4. 车 mw 与 nl 有 公共 索 因 数 记 . 则 
Pla,pla. 
从 而 


pl(mitn) = zpl(m ny = x. 
再 由 (3) ,piy, 这 与 (x ,yx,x) 的 楼 诛 性 相 矛 盾 . 从 而 ,mai) = 1. 
所 因子 唯 - -分 解 定理 , 若 轩 可 以 表示 为 两 个 互 素 整数 p,q 的 滋 
积 ;w? = pq, 则 记 ,q 也 想 完 全 平方 数 .因此 (5) 中 ,ni 也 是 完全 平 
方 数 , 即 


Wa = oa 一 22 mn) 一 上 (6) 
不 失 一 般 性 ,可 设 mw > 0,m > 0. 在 (4),(5) 中 分 别 用 mm ,na 代 桂 
mion1, 我 们 就 得 到 了 勾 股 方程 的 本 康 解 
T= v= mas = m+ ni. (7) 
(6) 指出 ,ma = 二 1m 这 如 保 证 了 x ,yz 部 是 正 的 .此 外 ,wm 与 
不 可 能 都 是 奇数 . 若 m,n 都 居 奇 数 , 则 由 (7) 知 ,w 与 x 将 部 是 个 数 ， 
与 (+ .y:>) 是 本 原 数组 相 巴 盾 . 因此 ,wm 与 ”满足 条 件 1),2),3). 
2) 着 Gms) 二 1 则 (wn?) 二 4. 车 m,n 中 怡 有 一 个 足 仙 数 ， 
则 ww? ,2 中 也 恰 有 -个 是 偶数 .并 且 


二 n> 一 me 一 PE 十 be 
部 是 奇数 , 苦 + ,< 有 公 因 数 , 则 公国 数 户 必 为 奇数 .由 此 . 数 
2 2 


也 将 以 奇数 为 公 因 数 .但 这 和 (oa 3 - 1 相 志 拓 .因此 .= 没有 
公 因 数 . 
现在 令 yy = 2wn ,就 得 到 
wa dm = 
中 rz 是 本 原 解 .因为 如 果 了 与 y 或 y 与 = 有 公有 内 数 , 奢 
工 与 = 也 会 月 公 因 数 , 与 本 原 的 定义 相 下 居 。 


< 
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易 见 , m,n 不 可 能 都 是 奇数 ,因为 这 时 x,z 将 都 是 偶数 .因而 
zz 中 一 个 是 奇数 ,一 个 是 偶数 . 

这 就 证 明了 所 有 的 本 原 解 都 是 由 (1) 生成 的 ,其 中 m,n 满足 条 

件 1),2),3). 

例如 , 取 wi = 11,n = 8, 那 么 m,n 满足 我 们 的 条 件 ,并 得 到 

57,y = 176,z = 185. 

在 下 面 的 表 中 ,我 们 给 出 了 对 应 于 最 初 的 一 些 值 m 与 的 所 有 本 

原 三 角形 : 


| 2 3 4 5 6 ， 了 
1 | 3.4.5 | 15,8.17 ， 35.12,37 | 
2 | 5,12.13 | 1202029| | 45 .28 .53 
3 一 7,24.26 | 

站 一 9.40.41 33.56.65 
5 0,601 | | 
6 | | 一 13.84.85 


在 结束 这 -- 节 的 时 候 ,我 们 来 级 述 一 个 值得 注意 的 性 质 :在 木 原 
三 数组 x,w,< 中 ,与 > 中 有 一 个 能 被 3 整除 ;7 与 v 中 有 一 个 能 被 
4 整除 ;x,* 与 z 中 有 一 个 能 被 5 整除 .例如 二 数组 (8,15.17) 中 ,15 
能 被 3 整除 ,8 能 被 4 整除 ,15 能 被 5 整除 .我 们 把 它 作 为 习题 留 给 该 
青 . 
35.2.6 ”元 何 方法 

因为 短 虚 非 平 凡 解 ,所 以 我 们 将 勾 股 方 各 


rt (8) 


他) = 


(8) 的 一 组 整数 解 对 应 于 (9) 的 一 组 有 理 数 解 . 反 过 米 , 从 (9) 的 一 组 


化 为 
人 =1. (9) 


z 
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A2109) 化 为 


有 理 数 解 ,经 过 通 分 可 以 得 出 (8) 的 一 组 整数 解 . 令 x = zt/z,u = 


t+ 2 1 (10) 


在 几何 上 它 表 示 单 位 圆 . 因而 问题 归结 为 求 单位 加 上 的 有 理 点 问题 . 
现在 我 们 设法 米 求 出 这 些 有 理 点 . 


为 此 过 点 (1 ,0) 和 作 


-直线 工 ,使 之 与 单位 圆 相交 . 设 直 线 的 斜率 


为 二 ,由 直线 的 点 斜 式 方 穆 知 ,月 线 上 的 方程 为 


v= klu -1). {11) 


图 5 一 4 


设 直 线 工 与 w 轴 的 夹 角 为 a 图 5 - 4), 则 


k= tanla 分 屯 ) = -cota. 


代入 (11), 得 到 


v= (uw- le wD tana vt+u= 1. 


令 + = rana, 得 到 直线 工 的 方程 为 


w+t+tv=1. {12) 


当 «从 0 变 到 x 的 时 候 , 直 线 工 扫 过 单位 圆周 上 的 每 一 点 ,相应 地 ,t 
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将 通过 :… 切 实数 .但 是 我 们 知道 ,单位 圆 关于 坐标 轴 是 对 称 的 .所 以 
只 需 研究 第 象限 部 分 的 单位 圆 就 够 了 .这 时 从 0 变 到 村 ,从 而 t 
从 0 变 到 1. 
下 而 求 直线 (12) 与 圆 (10) 的 交点 . 列 方程 

ut+tou= 1, 

a? + w= 1. 
易 见 , 当 w,w 为 有 理 数 时 .: 也 为 有 理 数 .把 直线 方程 代入 单位 圆 的 
方 穆 ,得 


(Et0) + v= 1, 
1-2tw+tivw + v= 
(+ fF) = 220. 
当 立 和 关 0 时 ,有 
_2: 


w= 3 


代入 (12) 得 


x = 


可 令吉 = 车 (ma) = 1 代入 上 式 得 出 侈 部 有 理解 : 


mn 2 
Wi 
Wi mtn 
对 点 于 勾 股 方程 的 本 序 解 
2 


5.2.7 高 斯 的 复 整数 

1796 年 高 斯 注 明 了 数论 中 一 -个 非常 重要 的 定理 ,这 就 是 二 次 全 上 反 
定律 .用 于 解 一 次 同 余 方 程 . 当 他 试图 将 这 一 结果 推广 到 高 次 同 余 方 
程 时 ,发 现 使 用 形 如 a + bi 的 数 更 为 简洁 ,这 里 a., 是 整数 ,i 是 虚 单 
位 .这 种 形式 的 数 叫 高 斯 复 整数 .例如 ,下 面 的 数 都 是 高 斯 复 整 数 : 
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2+3,2-3i,—1+4i,-2-1i. 
借 幼 复 整 数 可 使 我 们 对 普 遂 整数 的 认识 加 潍 . 复 整数 是 走向 代数 整 
数 的 第 - 步 ,并 进一步 发 展 为 类 域 论 ,构成 代数 数论 的 核心 内 容 ,与 
费 扎 大 定理 的 解决 密切 相关 . 

高 斯 复 整 数 是 整数 的 最 简单 的 推广 , 与 普通 整数 最 为 接近 .不 难 
看 尘 , 量 个 高 斯 整数 的 和 . 差 . 积 仍然 是 高 斯 整数 ,并且 满足 加 法 交换 
律 .如 法 结合 律 .乘法 交换 律 .乘法 结合 律 ,还 有 对 加 法 与 乘法 满足 分 
配 律 .这 些 性 质 与 整数 的 性 质 是 一 样 的 ,我 们 把 具有 这 种 性 质 的 数 集 
会 叫 作 一 个 数 环 .所 以 整数 构成 一 个 环 ,高 斯 整数 也 拘 成 一 个 环 . 

有 关 整 数 的 最 基本 的 问题 是 因子 分 解 冲 题 ,对 启 斯 整数 也 -- 样 . 
要 研究 因子 分 解 问题 ,就 要 考虑 单位 .对 于 自然 数 .单位 就 是 1. 对 于 
整数 ,单位 是 1， 上 .高 斯 整数 的 单位 1. 1,i, - 宇 即 高 斯 束 数 有 四 
个 单位 数 . 

分 解 因 子 时 , 商 数 如 果 只 差 一 个 单位 数 的 因子 .我 们 称 它们 为 帕 
伴 . 对 相伴 的 数 我 们 不 如 区 别 . 例 如 ,1+i1-i -1+i 1 这 用 
个 数 足 丰 伴 的 .2+ 3i 三 2i-3 也 是 相伴 的 .但 ,a + 所 与 a -如 i 并 不 
相伴 . 

高 斯 整数 又 与 普通 整数 有 骨 上 如 的 差异 .数论 的 第 一 步 是 可 除 性 
理论 -一 个 噶 期 整数 < + i5 具有 娜 些 因 子 ? 天 来 的 素数 过 是 不 是 素 
青 ? 高 斯 的 一 个 惊人 发 现 是 .许多 康 来 的 素数 可 以 分 解 , 也 就 是 在 高 
斯 整数 环 中 ,它们 不 再 是 索 数 了 .例如 . 

2=(+iDl-iDS= (2+DC2 -DD,29 7 (5+20)(5 20. 
济 入 他 还 发 现 , 除 2 以 外 ,可 分 解 的 厌 数 痢 具 有 有 4x + 1 的 版 成 . 
4n + 3 珊 的 奇 素数 ,如 7,11,19 等 在 高 斯 整数 环 中 不 能 骨 分 解 ,它们 
都 是 尚 斯 素数 . 

现在 我 们 来 研究 高 斯 素数 . 

现在 的 问题 呢 , 除 了 42+3 型 的 素数 是 高 斯 素数 之 外 ,还 有 哪些 
其 它 类 型 的 高 斯 素数 呢 ? 由 2 的 分 解 因子 可 以 知道 ,1 + i,1 -i( 还 有 
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-1+i, -1 一 iD 是 高 斯 素数 ,其 它 还 有 那些 整数 是 高 斯 素数 呢 ? 这 里 
我 们 要 用 到 复数 的 范 数 的 概念 .一 个 复数 a + i5 的 范 数 定义 为 a? + 
如 .由 于 两 个 高 斯 素数 a + bi 与 c+ ci 乘积 的 范 数 等 于 范 数 的 乘积 ， 
内 此 ,要 高 斯 整数 是 总 斯 素数 , 则 它 的 范 数 应 是 素数 或 4x + 3 型 素 
数 .而 这 就 是 高 斯 证 明 的 .根据 高 斯 这 个 定理 , 依 范 数 的 大 小 ,高 斯 素 
数 为 


1 +1i 〈 范 数 为 2)， 

1+2i,2+1 《 范 数 为 5》， 

3 〈 范 数 为 32)， 
3+2i,2+3i ( 范 数 为 13)， 
1+4i,4+i 〈 范 数 为 17)， 
5+2i,2+ Si 〈 范 数 为 29) ， 
G+i,l+6i ( 范 数 为 37)， 
S+4i,4+5i ( 范 数 为 41)， 
7 ( 范 数 为 77). 


这 样 在 理论 上 我 们 由 范 数 就 可 以 列举 出 所 有 的 高 斯 宗 数 , 供 由 
于 素数 的 无 限 性 ,这 实际 上 是 做 不 到 的 . 
有 了 单位 和 素数 就 可 以 考虑 因子 分 解 问题 了 .高 斯 整数 的 因子 
分 解 费 复杂 一 些 , 晤 分 为 四 种 情况 . 
《1) 普通 整数 . 先 做 通常 的 素 因 数 分 解 , 然后 把 因子 中 的 2 和 
4n + 1 型 的 素数 分 解 为 高 斯 素数 . 例如 ， 
30=2x3x5 
= {1+D(- Dx3x(2+D(2- i). 
C2) 纯 虚 数 . 科 以 i 后 变 为 普通 整数 , 按 (1) 进行 分 解 . 
《3) 普通 整数 或 纯 虚 数 乘 以 复 商 斯 素数 . 这 时 串 以 把 信和 数 提出 
来 ,提出 倍数 后 再 用 (1). 例 如 
18+12i=6(3+20 =2x3(3+2i 
= 3 +i(l -i)(3+2). 
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(4) 复 整 数 ( 非 素数 ). 这 部 分 方法 是 新 的 .要 用 到 复数 的 范 数 
外 法 定 先 求 出 复 整 数 的 范 数 ,这 是 一 个 普通 整数 ,可 进行 因数 分 解 
它 所 对 应 的 内 子 有 三 类 :2,4n + 1 型 素数 和 4z+3 王 索 数 .然后 找 出 
对 应 的 复数 . 

例 求 5+3i 的 因子 . 

解 5+3i 的 范 数 为 

SS+3=251+9=34=2x17. 
范 数 的 平方 为 2 的 数 有 1 + i 或 1 一 i. 范 数 为 17 的 数 有 4 i 或 4 
i 简单 计算 指出 
{1+D(4 i)= 5+3i. 

这 里 要 注意 的 是 ,相同 范 数 的 复数 不 多 . 需 “… 一 验证 

在 算术 中 最 重要 的 定理 是 算术 基本 定理 . 即 因 子 唯 一 分 解 定 理 ， 
等 一 个 殖 数 吉 以 叭 一 地 分 解 为 某 些 素数 的 乘积 ,最 多 相差 + 1 高 斯 
证 明了 ,对 于 高 斯 整数 , 寺 了 唯一 分 解 定 埋 也 成 立 . 戎 ., 若 不 计 因 子 的 
次 序 .单位 数 的 因子 , 则 过 因数 的 个 数 和 重 数 基 唯一 的 .因此 ,普通 整 
数 的 那些 整除 性 定理 对 昱 斯 整数 也 成 站 .这 是 个 极其 重要 的 定理 

特别 地 , 若 2? = pg,(p,4) 1, 则 p,q 是 平方 数 . 
3.2.8 类 数 问题 

贞 斯 整数 除了 在 尚 次 二 反 定 律 的 研究 上 很 有 有 几 以 外 .在 别 的 问 
题 上 也 很 而 用 ,其 中 包括 与 费 马 大 定理 的 联系 .在 各 种 数 系 中 最 富有 
成 果 的 足 形 如 a 1 5 一 d 的 数 所 构成 的 数 系 .这 里 4 是 自然 数 . 

哪 坚 dd 的 值 可 以 得 到 -种 合理 的 数 系 呢 ( 这 里 会 埋 是 指 . 这 样 的 
数 系 吓 乏 数 系 有 类 似 的 性 质 , 特 别 是 具有 了 叭 -… 因 子 分 解 定 理 )? 当 
被 4 除 余 3 时 ( 记 为 避 =3(mod4)) ,ab 虐 可 取 整 数 ,也 可 肥 平 整数 . 
例如 ,zw - 3、 


1 3 5 
了 2V-3, 了 + 了 V3 


部 是 数 系 中 的 数 , 当 a 尖 3(mod4) 时 ,a,5 只 取 整 数 . 
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作 了 这 一 修正 之 后 ,我 们 看 哪些 d 得 到 的 数 系 具有 了 唯 -- 因 子 分 
解 定理 .前 而 已 经 指出 .co = 1 时 是 高 斯 整数 ,有 此 定理 .d=3.d=3 
时 也 有 这 个 定理 .但 当 e = 5 时 ,唯一 册子 分 解 定理 就 不 存在 了 .在 
这 个 数 系 中 的 6 有 两 种 因子 分 和解 式 : 

6=2-.3= (1+v- 5- vw 5). 
再 如 ,9 也 有 两 种 分 解 式 : 

9=3-.3- (2+v-5(2- -5). 
在 高 斯 时 代 已 经 知道 有 9 个 4 的 值 合 4 + bv -4 产生 的 数 系 有 唯 
一 专 子 分 解 定理 .这 9 个 值 是 1,2,3,7,11,19,43,67.163. 除 此 之 外 ， 
还 有 别 的 值 吗 ? 没 有 了 .1952 年 瑞士 数学 家 希 格 内 尔 (Kurt Tieeqner) 
证 明了 不 存 存 第 10 个 过 的 值 . 这 就 是 说 ,除去 这 9 个 de 的 值 外 ,由 其 
尼 d 得 到 的 数 系 唯一 因子 分 解 定 埋 部 不 成 立 . 

下 面 的 重要 概念 又 是 高 斯 引进 的 . 足 斯 把 等 一 个 从 4 得 到 的 数 
系 与 一 个 月 然 数 Ad 联系 起 来 .并 把 这 个 划 然 数 叫 做 那个 数 系 的 类 
数 ,用 它 来 措 述 瞧 一 因 季 分 解 定 理 失 效 的 程度 . 如 果 Ad) = 1, 则 唯 
一 因子 分 解 定理 成 立 .如 果 有 (dd) 一 2, 则 唯一 因 于 分 解 定 理 失 效 . 例 
好 = 5,6,10.13 时 ,及 (w) = 2. 当 类 数 为 3 时 .唯一 因子 分 解 定理 
失效 的 程度 更 人 .cq = 23,31.59 等 时 ,PCc) = 3. 类 数 越 人 .在 该 数 
系 中 ,把 数 分 解 为 素 因 子 的 方法 就 越 多 . 

高 斯 注意 到, 每 个 类 数 上 ,似乎 有 一 个 满足 (4d) = 和 的 最 大 的 吕 
值 .前 面 希 格 内 尔 的 工作 指出, 使 4h(d) = 1 的 最 大 d 值 是 163. 芭 
外 ,使 h(d) = 2 的 最 大 4 值 是 427, 使 h(d) = 3 的 最 大 w 伯 是 907. 
高 斯 电 然 猜 色 了 这 样 -个 结果 .可 是 他 用 不 能 肯定 ,也 不 能 硒 定 .这 
样 类 数 问 题 就 是 要 对 每 个 类 数 上 ,确定 使 h(d) ~- 天 的 最 大 4 值 起 村 
存在 . 经 过 183 年 的 努力 , 在 1983 年 山 蒙 茜 尔 (Zagicr) 和 格 罗 斯 
(Gross) 所 解决 . 

5.2.9 ”高 斯 复 整数 法 


今 用 高 斯 整数 来 证 明定 理 2. 由 于 
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s<2 = r+ y= (r+tiv) (er - iy), 
根据 高 斯 整数 的 网 子 唯一 分 解 定 理 和 2 +iy 与 ciy 不 素 , 所 以 
rtiy~ elat+t+ib) = ee 一 t+2iap) (ee = 二] +i). 
不 妨 设 es = 1 ,比较 实 部 和 虚 部 ,得 
2apsz 一 az 十 6 


证 毕 ( 当 se =- 计时 ,交换 ,sy 的 次 序 ,这 在 本 质 上 是 一 样 的 ) 
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我 们 已 经 解决 了 毕 达 哥 拉 斯 三 钊 形 的 问题 . 在 数学 中 几乎 总 是 
这 样 ,一 个 问题 的 解决 就 导致 妇 外 一 些 问题 的 解决 ,而 新 的 问题 常常 
可 能 比 原来 的 问题 因 难 得 多 . 这 里 也 是 如 此 . 

与 本 原 王 集 形 有 关 的 一 个 自然 的 问题 是 : 当 直 和 角 三 角形 中 的 一 
边 已 经 给 出 时 ,如 何 去 求 男 外 两 边 的 情形 . 
5.3. 已 知 x 边 求 本 原 三 角形 

骤 据 $5.2 的 (1) 式 

=n n= (+ {1) 

其 中 mz 与 x 满足 $5.2 定理 2 中 的 二 个 条 件 . 式 (1) 中 的 两 个 因数 
(+ 2 Ji 一 2) 是 扎 素 的 .为 了 证 时 这 一 点 ,我 们 注意 到 ,由 于 
m,n 中 -个 旦 奇数 ,一 个 是 偶数 ,所 以 


a=m+tanb-m a (2) 

部 是 奇数 .车 a 与 已 有 一 个 公共 的 奇 素 因数 p ,那么 p 改 该 同时 整除 
atrp=m+tinti(m -n= 2 
太 -b= mn- (mn = 2n, 


所 以 应 该 同时 整除 mr 与 .但 因 (w ,7n) = 1, 这 是 不 可 能 的 . 丁 是 ， 
我 们 有 

r= ada > bab)=1. (3) 
这 样 一 来 ,从 a,6 出 发 , 令 
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m= 二 (e+o)m= 去 (o -5， (4) 


则 m,n 满足 5.2 定理 2 的 三 个 条 和 插 :1)m > n,2)(m,n) = 1, 因 
为 加 ,n 的 任 一 公 因数 必 将 整除 cc = mrt+ nn 及 b = mm 一刀 ,3)nm 与 
n 不 能 都 是 奇数 ,否则 .< 与 5 将 均 可 能 被 2 整除 .这 就 证 明了 wi 与 
满足 定理 2 中 的 三 个 条 件 . 有 了 这 一 结果 ,就 可 从 .7 的 分 解 式 出 发 去 
定 出 本 原 二 角形 了 . 

首先 将 = 分 解 为 两 个 五 素 的 奇数 相 习 :x = ab. 然 后 由 (4) 定 出 
,7 -最 后 由 mm 定 出 y,z: 


y= 2 = p+. 


例 ” 设 xz = 15. 我 们 有 两 个 形 如 (3) 的 分 解 式 . 邯 
x=15-1=5.3. 
由 第 一 个 分 解 式 给 出 
n= Bn Tr = 15,y = 112,2 = 113; 
上 骨 由 第 二 个 分 解 式 给 出 
m=4.n=1r= 15,y= 8,r= 17. 

由 例 可 以 看 出 ,将 x 分解 为 两 个 奇数 相 磁 时, 分解 式 可 能 有 多 
种 , 因 市 答案 也 订 有 多 种 . 
5.3.2 已 知 » 边 求 本 原 三 角形 

设 > 边 为 已 知 .因为 w 与 a 中 必 有 一 个 吓 被 2 整除 ,所 以 从 一 
2mn 可 看 出 ,wv 必须 被 4 整除 .把 y/ 分解 为 两 个 互 素 的 因数 的 姜 
积 , 并 使 其 中 一 个 是 奇数 ,一 个 是 侦 数 ,就 可 把 较 大 的 一 个 收 作 x， 
较 小 的 一 个 皮 为 n. 

例 设 v= = 24. 我 们 有 


由 第 一 个 分 解 式 给 出 
m= 12n = 1.r= 143,y = 24,x = 145; 
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庙 几 第 二 个 分 解 式 给 出 
站 一 4 一 Sr = Ty= 24,z= 25. 
5.3.3 已 知 = 边 求 本 原 三 角形 
这 是 最 后 一 种 情形 ,将 引导 我 们 去 触及 数论 中 的 一 些 重要 问题 . 
如 凡 = 是 本 原 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 的 斜 边 ,那么 ,根据 $2(1) 有 
一 + 
z 应 该 是 满足 条 件 $2 定理 2 的 两 个 数 mm 与 n 的 平方 和 . 
这 就 导致 我 们 去 提出 一 个 已 被 费 马 所 解决 的 问题 :什么 时 候 一 
个 整数 x 可 表 为 两 个 平方 数 之 和 
z= a + pb? 
暂时 我 们 对 a 与 5 不 加 任何 限制 ,它们 可 以 有 公 因 数 ,以 及 它们 中 的 
一 个 或 全 部 可 以 是 零 . 在 不 超过 10 的 整数 中 ,以 下 的 几 个 数 是 两 个 
平方 数 之 利 : 
0=0+0. 1 一 +0 2 一 2+h 4=72+0, 
5=22+1 8=-52+2, 9=3+, 10=3:+1. 
其 余 的 数 3,6,7 不 能 表 为 两 个 平方 数 之 和 . 
下 面 我 们 来 氢 述 :怎样 判定 一 个 数 是 不 是 两 个 平方 数 之 和 . 遗 城 
的 是 , 它 的 证 明 不 是 简单 的 ,这 中 只 能 略 去 不 讲 . 
首先 ,我 们 来 讨论 素数 .每 一 个 玫 如 p = 45+1 的 素数 .一 定 是 
两 个 平方 数 之 和 .例如 ， 
5=22+1，13=32+22. 
17 = +1, 29= 5 +22. 
一 个 令 人 惊异 的 事实 尾 :这 种 表示 式 中 玲 一 的 . 
其 余 的 奇 索 数 是 = 4n + 3 的 形式 .如 ， 
4 = 3,7.11.19,23,31,…， 
它们 之 中 没 在 一 个 素数 可 表 为 两 个 平方 数 之 和 .事实 上 ,没有 一 
如 4n +3 的 数 是 两 个 平方 数 之 和 .为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 注意 到 : 芳 
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4 与 5b 部 是 俩 数 , 则 a? 与 5? 均 可 被 4 整除 ,所 以 4a?+ 妇 也 被 4 整除 ; 
若 «与 5 都 是 奇数 ,比如 设 
a=2k+1,b=21+1, 
那么 wT + b= dR? + dg+t+l+402+4i+i 
= 4082 + I+kR+[I)+2, 
所 以 e+ Bb? 被 4 除 后 ,余数 为 1; 最 后 . 若 整 数 < ,5 是 … 奇 - 偶 , 设 
4 二 2k+1,4 = 21, 那么 
十 而 2 一 4 + dk +]+ 47. 
所 以 ua? + 纪 被 4 除 后 余数 为 1. 因 为 这 里 列举 出 了 a 与 5 的 所 有 可 
能 性 ,所 以 我 们 证 明了 :两 个 平方 数 之 和 不 可 能 是 4n + 3 的 形式 . 
再 注意 到 2 = 1 + 上 ,这 就 完成 了 对 所 有 素数 的 考察 . 
验证 一 个 和 数 x 是 不 是 两 个 平方 数 之 和 ,可 按 如 下 的 方法 进行 : 
设 = 的 素 因 数 分 解 式 是 


= = 
那么 .当月 促 当 每 一 个 形 为 4 + 3 的 p, 的 指数 为 偶数 时 .x 村 是 两 个 
平方 数 之 和 . 


例 z= 198=2.3.11 
不 是 两 个 平方 数 之 和 ,因为 11 是 4n + 3 的 形式 的 素数 由 是 -一 次 短 . 
例 > = 194 一 2 .97 


是 两 个 平方 数 之 和 ,因为 它 的 两 个 素 因 数 都 不 是 42 4 3 的 形式 ,我 们 
串 求 得 


= = 132 +5. 
让 我 们 回 记 原来 的 问题 上 :确定 所 有 的 数 > ,使 它 以 作为 本 原 毕 达 哥 
拉 斯 三 角 上 形 的 斜 边 .这 样 的 数 = 必须 可 以 表示 为 z 一 ?4 澡 , 其 中 
v1 与 nn 福 足 $5.2 定理 2 的 条 件 . 

例 Js = 41.: 这 里 可 求 出 唯一 的 一 个 把 x 胡 示 为 岗 个 平方 数 

之 和 的 表达 式 

= 5+4. 
所 以 
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站 一 3 一 4 一 40 = 一 9,z =41 
就 是 所 对 应 的 二 和 角形 . 

2) z = 11D5 = 5.13.17. 我 们 有 了 四 个 把 < 表示 为 两 个 数 平方 
数 之 和 的 表达 式 

1105 = 332+42 =32+9 = 31 +12 = 24 +23. 

我 们 留 给 读者 去 求 出 相应 的 三 角 典 . 

关于 毕 达 土 拉 斯 三 角形 的 各 种 问题 ,都 可 以 利用 我 们 的 公式 

= my De = 2 

去 解决 .例如 ,我 们 可 以 问 .如 何 去 求 一 个 遇 有 给 定 面积 A 的 毕 达 否 
达拉斯 二 第 形 . 如 轨 这 个 三 角 撒 是 本 原 的 ,那么 它 的 面积 大 


A= 二 zy = nn nm 4 a). 


公式 的 出 个 因数 中 有 三 个 是 奇 的 .不 准 看 出, 它们 是 两 两 下 索 的 .所 
以 ,为 了 求 出 所 有 可 能 的 六 与 部 的 值 ,我 们 可 以 选 挑选 4 的 两 个 互 
素 的 奇 因 数 上 ,1k > 了) ,并 令 
Dn km -n= i. 
这 给 出 太 
然后 ,上 骨 验 证 这 些 值 荐 和 否 确实 满足 $2 定理 2 的 三 个 条 和 件 ,以 确定 有 
无 这 样 的 二 角形. 
例 ” 求 所 有 面积 和 A -= 360 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 .4 的 泰 因数 分 
解 式 起 
凡 =23 3.5. 
把 44 写 为 由 个 两 两 互 素 的 因数 的 龙 积 的 唯一 方法 是 
4=8.1:.5.9. 
所 议 一 定 有 w+ n=9. 这 不 能 给 出 一 个 所 需要 的 三 角形 : 若 wt = 8， 
则 n= 1, 而 mr 一 n= 7 不 能 整除 A. 另 一 种 情形 是 nn -8,w = 1， 
而 这 是 为 所 需要 满足 的 条 件 wx > ”所 排除 的 . 
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以 工 的 结论 ,并 未 排除 有 - -个 非 林原 三 角形 具有 A = 360 的 可 
能 性 .这 就 是 说 ,可 以 有 … 个 非 本 原 三 角形 ,其 面积 为 360. 若 


dx ,dy ,dz 
是 边 氏 有 共有 公 因 数 4 的 直角 三 角形 的 三 边 ,那么 . 它 的 页 积 是 
A= 二 “dr dy = dma(m - nj{(m+ n). 


所 以 dq? 是 A 的 因数 ,而 且 . 如 果 d 是 三 边 长 的 最 大 公约 数 .那么 


An = 盘 = wm (m+n) 
- 定 是 一 个 本 原 二 角形 的 面积 . 
我 们 来 继续 讨论 .刚才 讨论 了 A = 360 的 情形 .这 个 数 有 二 个 地 
方 因数 


革 


di = 4,d2 = 9. dy = 36. 
相应 地 可 得 


入 2 A A 
全 = 90=2.3. = = 23. 
， 90 2 3 5 40 = 2 5,7 


40 或 10 均 不 可 能 表 为 四 个 两 两 互 素 的 因数 的 雏 积 .而 对 90 只 有 一 
种 这 样 的 表 法 , 即 
90=1.2.3.5-1.2.9.5. 

因为 9 是 最 大 的 因数 ,所 以 必须 取 襄 + n= 9. 从 所 有 可 能 的 选择 
Wt 1,2.5 分 别 得 到 zz = 8.7,4, 市 公有 = 5,nx = 二 满足 条 件 
5 > nn ,但 在 这 各 情况 下 ,nC 二 (nm 一 识 ) 关 90. 所 以 ,我 们 得 
到 结论 :没有 -个 毕 达 和 妈 拉 斯 二 角形 ,不 管 吓人 太原 的 或 不 是 本 原 的 ， 
其 面积 A = 360. 

我 们 还 可 以 问 许 多 其 它 的 问题 ,但 我 们 只 青 提 出 一 个 .一 个 兰 角 
形 的 周 长 是 


=10=2.5. 


二 (5) 


求 出 所 有 县 有 给 定 周 长 的 毕 达 此 拉 斯 三 角形 .对 于 本 原 毕 达 哥 拉 斯 
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演 角 形 ,其 周 长 是 
c= 2mn tm ni (Cm a) = 2m( n+ na) 

我 们 把 问题 的 解 贸 给 读者 .请 不 要 忘记 ,把 你 的 方法 应 用 于 一 些 数值 
例子 上 
我 们 已 经 解决 了 作出 所 有 毕 达 训 拉 斯 二 角形 的 问题 . 这 引导 我 
们 去 研究 喝 一 般 的 有 关 癌 题 .一 个 日 然 的 推广 .是 研究 所 请 赫 伦 二 仙 
形 ,这 是 以 希腊 亚历山大 时 期 的 数学 家 杰 伦 (Heron) 的 名 字 命 名 的 . 
和 以 前 一 样 .在 这 些 三 角形 中 ,我 们 要 求 边 长 x ,x,x 趾 整 数 .但 是 我 
们 放弃 … 个 角 是 90" 的 条 件 ,而 代 之 以 要 求 面 积 是 整数 .显然 
拉 斯 二 角形 属于 这 -类 . 

验证 一 个 给 定 的 半角 形 是 不 是 杰 伦 三 角形 .最 简单 的 办 法 是 利 
三 角形 面积 的 赫 伦 公式 


“VE JE 

这 电 “ 是 我 们 在 (5) 式 中 定义 的 周 长 .虽然 ,我 们 知道 很 多 很 多 的 时 
伦 二 角形 ,但 是 我 们 还 没有 一 个 给 出 它们 全 体 的 一 般 公式 .这 里 足 开 
头 几 个 这 种 ( 非 泊 角 ) 一 角形 的 例子 ; 

7 w= 15 < = 20; 

=9,vy=102 17; 

= 13,v = 14 = 15; 

2 39, v= 41 <* = 50., 


达到 


习 题 


1. 把 上 表 扩 充 到 所 nr 过 10 的 值 . 

2. 求 出 斜 边 不 赵 过 100 的 所 有 本 原 三 角形 . 

3. 在 本 原 三 角形 中 ,证 明 x 与 y 中 有 一 个 数 能 被 3 整除 .( 提 水 : 
如 果 m,n 中 有 一 个 能 被 3 整除 , 则 y = 2mn 可 被 3 整除 .于 是 只 要 
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证 明 , 如 果 m,n 都 不 能 被 3 整除 , 则 z = m1? 一 mn? 能 被 3 整除 .为 了 
证 明 这 一 点 ,我 们 注意 任意 一 个 不 能 被 3 整除 的 整数 N, 芝 么 被 3 除 
余 1. 要 人 么 被 3 除 余 2, 而 这 沿 种 情况 都 有 ,N 被 3 除 余 1.) 

4. 在 本 序 二 角形 中 ,证 时 ,zy 中 有 一 个 能 被 5 整除 (提示 : 借 
助 上 是 的 思路 ) . 

5. 求 出 一 边 长 等 22 的 所 有 直角 三 角形 . 

5. 有 没有 面积 为 78,120 的 直角 三 角 彤 . 

7. 若 直角 三 角形 的 斜 边 长 为 1105 ,确定 相应 的 本 原 王 角形 . 
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前 两 节 洋 尽 地 研究 了 毕 达 如 近 斯 二 角形 ,考虑 了 各 种 证 法 ,研究 
了 问题 的 各 个 侧面 .这 对 我 们 有 许多 启发 . 正 是 这 个 问题 启发 了 费 思 
提出 他 的 大 定理 .本 节 讨 论 费 马 大 定理 的 主要 解决 过 程 . 
5.4.1 ， 费 马 和 费 马 大 定理 

当 费 马 在 1665 年 去 世 的 时 候 , 他 已 经 是 欧洲 最 著名 的 数学 家 
了 .今天 他 被 称 为 数论 之 父 ,但 是 在 他 那个 时 代 ,由 于 他 在 数论 方 而 
的 工作 是 革命 性 的 和 超时 代 的 ,以 致 他 的 同时 代 人 很 少 能 理解 .他 的 
出 名 是 因为 他 的 其 它 贡 献 ,其 中 包括 解析 几何 .他 与 第 卡 儿 -起 ,分 
别 独立 地 发 明了 解析 几何 ;他 是 微 积分 的 先导 之 一 ,又 与 帕 斯 上 一 起 
商定 了 慨 率 论 的 基础 

费 马 作为 数学 家 而 苦 名 ,在 两 件 事 使 人 惊奇 .第 - ,他 是 法 学 家 ， 
- 生 都 在 做 法 官 和 议员 ,数学 只 是 他 的 业余 爱好 .第 二 ,他 生前 从 来 
没有 发 表 过 一 篇 作品 . 他 的 苦 作 是 在 他 死 后 他 的 儿子 萨 继 尔 把 他 的 
文章 ,信件 ,以 及 对 丢 亚 网 《算术 》- - 书 的 批注 等 整理 后 发 表 的 . 

两 兰 德 耳 1575 年 翻 洋 册 版 了 于 项 图 的 《算术 》 的 拉丁 六 至 本 .这 
是 欧洲 最 早 的 译本 ,并 作 了 很 有 价值 的 评注 .法 国人 巴 葡 利用 西 兰 德 
的 译 稿 ,于 1621 年 昌 版 了 第 一 个 拉丁 文 版 本 .并 附 有 拉丁 文 的 译文 
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和 注释 . 正 是 这 个 版 本 使 费 马 走 上 了 建立 近代 数论 之 路 .他 在 这 个 不 
子 上 作 了 许多 批注 ,其 中 包括 费 马 大 定理 . 费 乌 的 儿子 萨 织 尔 将 全 部 
批注 插入 正文 于 1670 年 重新 出 版 . 

费 马 在 读 《 算 术 》 时 ,在 有 不 定 方程 z?+ y? = xz? 那 页 的 边 上 , 写 
出 了 县 有 历史 意义 的 一 段 文字 : 

“但 一 个 立方 数 不 能 分 拆 为 两 个 立方 数 ,一 个 凹 次 方 数 不 能 分 拆 
为 两 个 四 次 方 数 .一 般 说 来 . 除 平方 之 外 ,任何 次 寡 都 不 能 分 拆 为 两 
个 同 次 宕 .我 发 现 了 :个 真正 奇妙 的 证 明 , 但 蔬 上 的 宁 白 太 小 , 写 不 
下 

这 就 是 说 , 费 马 已 声称 他 让 明了 这 一 事实 :不 存在 止 整数 x ,»， 
= 合 


2 

这 个 命题 称 为 费 马 大 定理 ,或 费 马 最 后 定理 . 费 马 是 否 证 明了 这 一 定 
理 昵 ?看 来 他 像 成 千 寺 万 的 后 人 … 样 , 自 以 为 证 出 米 了 ,而 实际 二 让 
错 了 . 

自费 马 之 后 许多 数学 家 花费 巨大 的 劳动 去 解决 这 一 问题 .经 过 
350 多 年 的 努力 ,这 问题 终于 由 英国 数学 家 维尔 斯 (Andrew Wiles 
1953 一 ) 解决 .他 的 108 页 的 论文 《 模 曲线 与 费 马 大 定理 》 于 1995 年 
5 月 在 当代 最 有 权威 的 数学 杂志 普林斯顿 的 《数学 年 刊 》 上 发 表 了 
1996 年 3 月 ,维尔 斯 因此 荣获 沃 尔 夫 奖 . 

费 马 大 定理 不 仪 基 数论 中 的 一 个 著名 难题 ,更 重要 的 是 ,和 起 如 著 
名 数学 家 希 尔 伯 特 指出 的 , 它 是 一 只 “会 下 金 蛋 的 鹅 ” - 它 给 整个 数学 
带 来 了 正大 财富 ,促进 了 代数 数论 和 算术 代数 几何 的 建立 ,还 发 展 了 
一 系列 先进 的 数学 技术 .形成 了 志 代 数论 无 尽 的 前 沿 . 

我 们 把 费 马 大 定理 证 明 过 程 中 作出 贡献 的 一 些 最 突出 的 数学 家 
罗列 如 下 : 

费 马 (Pierre de Fermat) 1601 一 1665 
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欧 拉 (Leonhard Euler) 1707 一 1783 
热 尔 曼 (Sophie Germain) 1776 一 1831 
高 斯 (Carl Friedrich Gauss) 1777—1855 
拉 梅 (Gabriel Lame)》 179S 一 1870 
狭 里 克 雷 (Peter Gustav Lejeune Drichlet) 1805 一 1859 
刘 维 尔 (Joseph Liouville) 1809—1882 
库 默 尔 (Ernst Eduard Kummer) 1810 一 1893 
范 迪 维尔 (Harry Schultz Vandiver) 1882 一 1973 
志 村 五 郎 1926 一 

谷山 直 1927—1958 


符 莱 (Gerhard Frey) 

法 尔 廷 斯 (Gerd Faltings) 
虽 风 特 (Kenneth A. Ribet) 
维尔 斯 (Andrew J. Wiles) 


5.4.2 无穷 递 降 法 

费 马 发 明了 无 穷 递 降 法 ,并 以 此 自豪 .他 晚年 写 了 一 封 长 信息 
他 在 数论 方面 的 发 现 .他 很 青 定 地 说 .他 的 所 有 证 明 都 使 用 了 这 人 一方 
法 .这 一 方法 是 用 来 证 啊 整 数 的 某 些 性 质 或 关系 式 不 是 能 成 立 的 .证 
肯 的 办 法 是 .如 果 这 些 人 性 质 或 关系 对 任何 正 整 数 成 立 就 会 对 某 些 更 
小 的 正 整数 成 立 .这 样 一 来 ,用 同 翌 的 推理 方法 可 以 证 明 ,还 有 更 小 
的 正 整 数 也 成 立 . 这 种 推理 可 以 无 限 继续 下 去 .但 这 是 不 可 能 的 , 因 
为 一 个 正 整数 译 列 不 可 能 无 限 地 递减 下 去 .下 面 我 们 用 无 穿 递 降 法 
证 明 一 个 众所周知 的 定理 . 

定理 1 不 存在 一 对 正 整 数 ,tw 满足 下 列 三 条 性 质 ; 

DD(v,w) = 1;2)vw 是 一 个 平方 数 ;3)w ,rw 不 都 是 平方 数 . 

证 反 征 法 .假定 存在 满足 上 面 三 个 条 件 的 v,z. 即 存在 自 
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然 数 4 ,使 得 
Vi 一 22. 


不 妨 设 = 不 是 平方 数 ; 查 则 可 交换 w,re 的 位 置 .特别 地 ”天 1.> 至 
少 有 一 个 素 因 子 , 设 它 是 p, 于 是 .w = 1 所 .由 此 


plvuw = ul=>plu, 
所 以 wu = pm. 
这 时 to = 4 = (pa) = prim’. 
又 vi = pk = prim kw = pm > plkw. 
由 此 可 知 二 pl 或 p lu， 
但 人 Pa) = 1, 所 以 pp 记 . 设 k& = pv1, 这 时 
kt = pwr = po 二 ui = 7. 


由 如 一 氮 = po 推出 ,任何 ui 的 因数 也 是 的 因数 .所 以 (ztym) 
= 1 .另外 , 若 ol 是 平方 数 , 则 wv = p?wi 也 是 平方 数 .wv 不 是 平方 数 
涪 明 wi 也 不 是 平方 数 . 这 样 一 来 ,rite 满足 定理 的 三 个 条 件 , 甩 
VI vu. 

同样 的 推理 指出 ,存在 另 一 个 正 整数 wa < ww, 而 vw ,ww 满足 同样 

的 三 条 性 质 . 无限 次 地 重复 这 一 推理 ,就 可 得 出 一 个 正 整数 的 序列 

站 > VD UVa > 
这 一 序列 是 无 穷 递 降 的 .但 这 是 不 可 能 的 ,所 以 不 存在 满足 :个 条 件 
的 一 对 自然 数 v,w. 证 毕 . 

简 言 之 ， 万 穷 递 降 法 依赖 于 下 述 原 理 : 要 荐 一 个 给 定 的 止 整数 
满足 一 组 给 定 的 性 质 ,就 一 定 有 一 个 更 小 的 正 整 数 满足 同一 组 性 质 ， 
从 而 不 会 有 任何 正 整数 满足 这 组 性 质 

定理 1 的 等 价 叙 述 是 

定理 2 若 (w,w) = 1, 且 ww 是 平方 数 , 则 ,me 一 定 帮 是 平方 
数 . 

5.4.3 2 = 4 的 费 马 定理 
只 要 把 无 穷 递 降 法 与 勾 股 定理 的 证 明 结 合 起 来 就 可 证 明 > = 4 
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的 费 蕊 定理 . 
假定 存在 人 


4+ v= 2 


和 勾 股 定理 一 样 ,可 设 (x 机 1,(zrz)=1. 闪 此 ,zs 也 是 
两 两 立 素 的 .构成 一 组 本 原 二 元 数组 ,这样 来 .我 们 有 

= gy = 2p92 = p ty. 
这 里 (p,q) =1,p > gq >0,p,g 中 一 个 奇数 ,一 个 侦 数 .上 上 曾 的 第 一 
个 方程 可 以 写成 


2 2 


x tq =p 
(zavp) 构 成 本 原 三 元 数组 . 国 此 是 厅 数 ， 4 是 偶数 .于 是 存在 a， 
心 . 使 得 

=a bd 2a 二 2 +b, 
这 里 (ap) = la > 入 >0. 这 样 一 来 ， 
只 = 2pg = 4ap(a? + 62) 
这 就 证 明了 abta? + 32) 是 一 个 平方 数 .但 是 
《ap ce2 6} -1, 

这 是 因为 任何 素数 p ;a6,-- 定 有 pla 或 p16, 但 不 会 既 束 除 4 又 整 
除 5(la,b 二 素 ), 因 此 不 会 整除 a? 4 如 .这 样 一 来 ,ab 和 和 a7- 如 部 
是 平方 数 .a5 是 平方 数 斑 含 a 和 6 都 是 平方 数 . 设 4a = X?,p : Y?， 
出 


XY -a+ 
大 平方 数 , 现在 可 以 建立 无 穷 递 降序 列 了 .为 此 将 前 而 结果 总 结 ~ 
下 -我 们 共 方 程 
4 
出 发 ,只 用 到 r+ + y* 是 平方 数 就 能 证 明 存 在 另 一 -对 正 整 数 义 ,Y ,使 
得 XX! + Y? 也 是 一 个 平方 数 .并 是 
Xi Y= a +b = p<p tg = 2 = rt. 

这 样 一 来 ,我们 就 可 以 建立 正 整数 的 无 穷 递 降序 列 了 .但 是 这 种 序列 
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不 存在 .因此 两 个 四 次 寡 的 和 不 可 能 是 一 个 平方 数 .更 不 会 是 一 个 四 
次 寡 . 这 就 证 明了 ”= 4 的 费 马 大 害 理 .由 此 推出 
系 ”对 任何 正 整数 x ,方程 


zy 


无 解 . 

证 “着 方程 有 解 吨 , 了 ,TD , 令 和 = x* ,Y= y" 就 得 到 x+y 
= >” 的 一 组 解 .与 前 面 的 定理 矛 庄 . 

这 样 一 来 , 费 马 定理 对 于 4 的 倍数 的 ”都 成 立 . 今 兰 虑 六 2 的 
任意 指数 . 它 或 者 可 被 大 于 2 的 素数 整除 ,或 者 可 被 4 整除 ,或 者 被 


两 背 整 除 . 因 而 ,在 有 了 上 面 的 系 , 要 证 费 马 大 定理 ,只 需 让 ”是 奇 素 

数 时 ,定理 成 立 就 行 了 . 即 只 需 证 明 , 对 和 任意 奇 素数 p ,方程 
EE 

无 解 即 可 . 


更 一 般 地 ,如 果 对 于 任意 给 定 的 指数 户 能 证 明 费 马 大 定理 成 立 ， 
那么 定理 对 指数 为 户 的 任意 倍数 时 也 真 . 
5.4.4 7m = 3 的 情形 

= 二 3 的 情 志 基 歼 拉 证 明 的 .在 1753 年 8 月 4 日 给 哥 德 巴赫 的 信 
中 ,他 声称 证 明了 ”= 3 时 的 费 马 大 定理 ,但 是 没有 给 出 证 明 . 直到 
1770 年 ,他 才 在 和 被 得 保 出 版 的 《代数 学 引 伦 》 给 出 了 了 一 个 证 明 . 这 个 
让 明 有 严重 的 缺陷 .这 一 缺陷 对 于 nn = 3 的 情形 尚 可 补救 ,而 对 于 鞭 
它 情形 ,类 似 的 缺陷 雹 法 补救 . 

欧 拉 在 证 明 中 使 用 了 形 如 ua + bv -3 的 数 ,其 中 ,5b 是 整数 
他 指出 ,这 种 数 形成 - -个 数 系 . 并 且 , 进 一 步 在 这 个 数 系 中 ,他 使 用 了 
肉 一 因 了 分 解 定 理 ; 他 是 从 与 整数 类 比 得 到 的 .前 而 曾 指 出 , 在 形 如 
<+V=-d 的 数 系 中 ,只 有 9 个 整数 根 能 保证 啡 -- 因 子 分 解 的 性 
质 . 欧 拉 完 全 是 靠 运气 才 使 他 没有 导致 错误 . 

欧 科 的 证 明 有 了 突破 ,这 是 一 个 明显 的 进步 .到 20 为 止 的 = 值 ， 


$5.4 ” 费 马 大 定理 - 169 - 


只 有 6 个 值 需要 加 以 证 上 明 :5,7,11,I3,17,49. 但 丰 , 用 于 素数 的 个 数 
是 无 限 的 ,证 明 费 马 大 定理 仍 是 困难 的 事情 . 
5.4.5 ”初等 方法 的 结束 

欧 拉 注意 到 ,x = 3 时 的 费 马 大 定理 的 证 明 与 n = 4 时 的 证 明 布 
很 大 的 不 相同 .这 就 使 人 感到 ,证 明 费 蕊 大 定理 的 一般 情况 还 是 非常 
遥远 的 事情 .1816 年 人 们 重 又 网 起 对 费 马 大 定理 的 兴趣 ,因为 巴黎 
科学 院 为 费 切 大 定理 设立 了 大 奖 和 奖 齐 . 

1825 年 狂 里 赫 蒜 和 勒 让 德 证 明了 ”= 5 的 情况 .他 们 的 方法 基 
本 上 是 欧 拉 对 n = 3 时 所 使 用 的 方法 的 延伸 .在 欧 拉 的 证 咀 中 超 关 
键 作 用 的 等 式 是 

pirqv 3= (a+bwv -3). 
他 们 使 用 的 类 似 等 式 是 
ptiaqys= (a+t hv), 

他 们 没有 使 用 唯一 因子 分 解 定 瑾 ,因为 这 时 它 不 成 立 . 在 导 找 nw “7 
的 证 明 方 法 失败 后 , 犹 里 赫 秽 在 1832 年 证 明了 ”= !4 的 情况 . 拉 梅 
在 1839 年 证 明了 nn = 7 的 情况 .人 他 必须 使 用 某 些 与 了 结合 得 二 分 
紧密 的 精巧 工具 .因此 不 采用 新 的 方法 , 人们 无 肩 证明 下 一 个 n - 
11 的 情形 . 拉 梅 于 1847 年 提出 了 新 的 证 明 思 路 . 

拉 梅 证 明 岂 路 的 核心 是 利用 ”次 单位 复 根 .由 此 得 出 分 国 整 数 . 
分 圆 整 数 也 构成 一 个 数 系 ,在 某 种 程度 上 类 似 于 普通 的 整数 .1847 
年 3 月 1 日 , 拉 梅 向 巴黎 科学 院 的 成 员 作 报 告 ,声称 他 终于 证 明了 费 
蕊 大 定理 .他 的 关键 和 思想 是 用 了 分 尖 整 数 .他 犯 了 -个 致命 的 错 谋 ， 
那 就 是 他 假定 在 分 疫 整 数 中 存在 唯一 分 解 定 理 , 但 a+ bv 一 3 分 赔 
整数 并 不 存在 这 样 的 定理 . 刘 维 外 当场 着 出 了 这 一 错误 ,使 拉 梅 非常 
息 连 . 切 等 方法 至 此 告 一 段落 . 
s.4.6 ” 热 尔 办 的 贡献 

截止 到 1993 年 ,数学 家 证 明了 , 当 不 超过 4 百 万 的 时 候 费 马 定 
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理 成 立 .你 或 许 会 惊 到 地 说 了 啊 , 足 够 了 ! ”的 确 , 对 工程 师 讲 ,这 是 
足够 了 .但 是 400 万 与 无 穷 比较 ,几乎 是 90. 

欧 拉 认 为 费 切 大 定型 是 合 型 的 .他 猜想 ,- 一 个 平方 数 叮 以 分 解 为 
两 个 平方 数 之 和 !( 这 就 是 勾 股 定理 ) ,一 个 立方 数 至 少 要 分 解 为 二 个 
立方 数 之 和 ,一 个 四 次 方 数 不 能 分 解 为 少 于 四 个 由 次 方 数 之 和 ,如 此 
等 等 . 仙 且 起 的 是 , 存 欧 拉 二 百年 后 , 兰 德 {Lander》 和 和 帆 爹 (Parkin) 
利用 计算 机 算出 

1445 — 275 | 845 + 1105 + 1135 
就 在 前 几 年 , 诺 . 埃 尔 基 斯 (Noam Elkies) 看 哈佛 大 学 证 明了 .存在 无 
穷 多 个 情况 ,一 个 四 次 方 数 可 以 分 解 为 二 个 四 次 方 数 之 和 ,最 小 的 情 
况 是 
4224814 = 95800 + 2175194 + 414560+. 
这 说 明 欧 拉 的 猜想 是 不 对 的 . 所 以 最 杰出 的 人 也 有 人 失足 的 时 候 . 正 像 
欧 拉 发 现 . 费 马 数 不 都 是 素数 一 样 . 

伺 是 像 前 向 那样 一 个 一 个 弛 证 下 去 荐 没有 穷尽 的 ,数学 家 很 清 
恕 这 一 点 .他 们 的 目的 当然 是 企图 从 个 别 中 寻求 一 般 规律 .第 -个 得 
到 一 般 定 理 的 是 法 国 女 数学 家 过 菲 ， 热 处 曼 (Sophie Germain， 
1776 一 1831). 当时 女人 性 在 学 术 上 受到 歧视 ,所 以 她 不 得 不 用 了 一 个 
男性 的 假名 勒 布 郎 (Leblanc) 与 一 些 大 数学 家 通信 ,其 中 包括 高 斯 和 
勒 计 德 . 

索 非 热 尔 豆 幼 年 时 在 父亲 的 书房 里 发 现 了 -… 直 数学 书 ,这 些 
书 深 深 迷 住 了 她 .但 当 她 表示 有 志学 习 数 学 时 , 却 遭 到 父 芒 的 反对 . 
她 只 好 偷偷 地 读 . 当 她 掌握 了 更 多 的 数学 后 ,就 想 学习 更 高 级 的 数 
学 .她 想 进 入 大 学 .而 无 法 实现 .只 好 在 门 外 偷 昕 . 靠 自 学 她 人 掌握 子 微 
积分 . 之 后 她 进入 了 巴黎 综合 直 科 学 校 的 函授 班 (该 校本 科 不 收 女 
生 ). 热 水 曼 克服 重重 困难 终于 获得 了 成 功 . 她 对 弹性 片 振动 性 质 的 
透彻 分 析 为 她 赢得 了 法 兰 西 页 究 院 奖金 .她 隐瞒 了 是 己 的 身份 ,与 世 
界 上 最 优秀 的 数学 家 保持 通知 联系 . 1807 年 高 斯 终于 知道 了 她 的 真 
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实 身 份 -她 深 感 担忧 ,给 高 斯 写 了 了 这样 一 圣 信 ， 

“… 我 以 前 曾 用 勒 布朗 的 名 字 与 您 通信 ,这 些 信件 无 疑 不 值得 
您 答复 … 我 希 记 今天 向 您 吐露 的 真情 不 会 简 夺 您 给 予 我 的 荣 率 ,并 
恕 请 您 所 出 几 分 钟 时 间 向 我 介绍 一 些 您 自己 的 情况 .” 

高 斯 的 回信 充满 慈爱 与 理解 .他 承认 , 当 他 看 到 勒 布朗 变 成 索 菲 
' 热 尔 达 的 时 候 ,确实 感到 吃惊 ,并 对 数学 界 中 的 不 公正 表示 了 自己 
的 见解 .党 斯 写 道 : 

“我 如 何 向 您 描述 当 我 看 到 我 的 尊敬 的 信友 勒 布朗 先生 变 为 一 
个 极为 杰出 的 女 廿 时 是 多 么 钦佩 和 吃惊 呢 ? 她 给 出 了 一 个 使 人 难以 
相信 的 光辉 榜样 .一般 说 来 ,对 抽象 科学 ,特别 是 对 数 的 奥秘 ,很 个 人 
感 兴趣 .这 门 卓越 的 科学 只 向 那些 有 勇气 深入 探索 的 人 展现 她 迷人 
的 魅力 .由 于 我 们 的 习 恤 和 偏见 ,女性 要 熟悉 这 些 款 手 的 研究 必然 通 
到 比 男性 多 得 多 的 困难 . 付 是 当 一 个 女性 成 功 地 超越 了 这 些 障碍 , 深 
入 到 其 中 最 难 解 的 部 分 ,者 就 毫 万 疑问 ,她 必定 具有 最 崇高 的 勇气 ， 
非凡 的 才能 和 和 超人 一 等 的 天 才 .” 

现在 我 们 来 谈 热 尔 训 在 费 马 大 定理 上 上 的 成 就 .为 了 解决 用 难 门 
题 ,数学 家 总 是 对 问题 进行 分 解 , 分 出 容易 的 部 分 和 困难 的 部 分 . 先 
攻 容 易 的 部 分 上 骨 攻 困难 的 部 分 在 费 忆 大 定理 的 证 明史 上 对 指数 ， 
有 过 蝴 种 划分 ,一 种 是 分 成 第 一 种 从 属 情形 和 第 二 种 从 册 情 形 .一 种 
是 把 泰 数 指数 疡 分 为 正则 素数 占 非 正则 素数 .第 -种 从 属 情形 是 指 
数 pp 除 不 尺 + ,wy,z 中 的 任何 一 个 .第 二 种 情形 是 户 |rys. 热 尔 训 在 
1832 年 得 到 下 述 定理 : 

定理 。” 如 果 p 是 奇 素 数 ,2p + 1 也 是 奇 素数 , 则 对 指数 p. 费 马 
大 定理 的 第 一 种 情形 成 立 . 

这 等 于 说 ,指数 为 p 的 费 马 方程 有 解 ,p 一 定 能 整除 沪 解 的 二 个 
数 中 的 一 个 . 

如 有 果 上 2 是 这 数 ,2p 1 1 也 是 素数 , 则 这 种 素数 叫 索 菲 - 热 尔 崇 素 
数 .现在 已 知 的 最 大 的 素 菲 . 热 尔 曼 素数 是 2687145 - 3003 。 
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105072 -1 ,这 是 1995 年 10 月 由 哈 维 . 丢 布 纳 (Harvey Dubncr) 发 现 
的 .但 是 ,我 们 不 知道 是 谷 有 无 穷 多 个 这 样 的 素数 

之 后 , 热 尔 曼 又 得 到 了 更 一 般 的 定理 : 

定理 “” 设 ”是 -个 奇 素 数 . 若 存 在 一 个 辅助 素数 p, 具 有 下 述 
性 质 : 

r+ y+ x” Ol(modp)=>7r 0 ory=00 r= 0modp): 

2).r" 一 n(modp) 不 可 能 成 立 ， 
则 对 wn 费 马 大 定理 第 一 种 情形 成 立 . 

利用 这 个 定理 , 热 尔 曼 证 明了 ,对 小 于 100 的 素数 , 费 马 定理 的 
第 -种 情况 成 立 , 勒 让 德 把 这 一 结果 推广 到 所 有 小 于 197 的 素数 ,还 
有 许多 其 它 素 数 的 情况 . 

热 尔 所 的 一 分 为 二 虽然 很 有 启发 性 ,但 是 还 不 能 对 -- 批 素数 pp 
证 明 费 马 大 定理 . 
s.4.7 库 默 尔 的 工作 和 理想 数 

费 马 大 定理 的 第 一 次 真正 突破 来 自 德国 的 库 默 尔 (Ernst Fduard 
Kummer 1810 - 1893) .利用 研究 一 个 更 重要 的 课题 一 高 次 互 反 定 
律 一 得 出 的 思想 , 库 软 尔 差 一 点 解决 了 费 马 大 定理 . 费 马 大 定理 中 
的 数 虽 然 都 基 通 常 的 整数 ,但 库 默 尔 认 为 最 好 把 它们 看 成 “复数 ". 这 
些 复 数 出 通常 的 整数 与 单位 "和 虚 根 ”构成 , 即 前 面 提 到 的 "分 圆 数 
域 ” 


利 放 分 圆 数 域 , 库 点 尔 证 时 了 指数 是 正则 素数 时 的 费 马 大 定 埋 . 
他 找到 了 正则 素数 的 判别 法 .在 100 以 下 的 非 正 则 素数 只 有 37,59 
和 67.1857 年 他 对 非 正 则 素数 改进 了 一 个 判 据 , 对 某 一 类 非 正 则 束 
数 可 以 证 明 费 马 大 定理 .特别 是 对 100 以 下 的 三 个 非 正 则 素数 37， 
59,67 证 明子 交 马 天 定 理 , 但 是 在 … 个 更 难 世 服 的 素数 167 前 卡 住 
了 .遗憾 的 是 库 默 尔 的 证 明 有 严重 错误 . 这 个 错误 直到 1926 年 才 被 
美国 数学 家 范 狄 维尔 (H.S- Vandiver,1881 一 1975) 纠正 . 

1929 年 范 狄 维尔 得 到 对 非 正 则 素数 费 马 大 定理 成 立 的 判 据 . 利 
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这 个 关 据 ,他 把 结果 推进 到 p < 211. 以 后 逐年 改进 .从 1954 年 起 
E 要 通过 计算 机 进行 改进 ,而 速度 也 大 大 加 快 .如 

1954 年 ,p < 2521;1955 年 ,p < 4001;1967 年 ,p < 25000; 

1975 年 ,p << 30000;1976 年 ,p< 100000;1977 年 ,p < 125000; 

1987 年 ,p < 150000;1992 年 ,p < 1000000;1994 年 ,p < 
4000000. 

但 这 个 办 法 不 能 彻底 解决 问题 . 

巴黎 科学 院 在 1850 年 又 一 次 为 解决 费 蕊 大 定理 的 人 提供 了 一 
个 金 质 奖章 和 3000 法 朗 的 奖金 .1856 年 巴黎 科学 院 收 回 成 命 , 代 之 
以 给 库 默 尔 奖 章 ,奖励 他 的 “关于 复数 与 单位 根 的 结合 而 作出 的 漂亮 
研究 ”看 研究 费 马 大 定理 的 过 程 中 , 库 默 尔 发 展 了 代数 数论 . 

直到 现在 我 们 还 不 能 证 明 , 是 将 有 无 穷 多 正则 素数 .借助 实验 我 们 
知道 ,素数 中 大 约 有 61% 的 数 是 正则 素数 .但 这 是 物理 ,不 是 数学 . 

1908 年 , 波 而 ' 沃 尔 夫 斯 凯 尔 博 十 (Dr Paul Wolfskehl) 在 他 的 遗 
嘱 中 留 下 10 万 德国 马 计 “给 第 一 个 让 明 费 马 大 定理 的 人 ". 第 一 年 这 
项 奖金 就 吸引 了 621 个 申 清 者 ,这 一 于 子 使 费 马 大 定理 大 大 出 了 名 . 
5.4.8 从 委 番 图 到 维尔 斯 

竺 番 图 的 "算术 ”究竟 给 了 哄 马 些 什么 呢 ?350 牛 来 它 带 来 何 种 
影响 陛 ? 玉 希 图 的 问题 归结 为 解 两 个 变量 的 方程 ,就 是 孟 番 钢 方 程 
方程 的 头 形 是 一 条 平面 曲 线 . 丢 番 图 希望 找 有 理 数 的 解 . 50 年 代 以 
来 ,代数 几何 有 了 长 足 进 步 ,对 丢 番 图 方程 乃至 更 … 般 的 数论 问题 提 
供 了 一 个 强 有 力 的 工具 .代数 几何 与 解析 几何 的 主要 不 同 之 处 在 下 . 
解析 几何 用 次 数 米 对 曲线 和 曲面 进行 分 类 ,而 代数 妃 何 则 用 趣 格 对 
代数 曲线 进行 分 类 .通过 臣 格 g 所 有 代数 曲线 下 以 分 为 二 大 类 : 
& = 0: 直 线 , 圆 ,圆锥 曲线 ; 
# 二 1: 椭 菩 出线 ; 
# > 1: 一 般 曲 线 , 特 别 是 费 马 浊 线 . 
第 一 类 是 “有 理 贡 线 "包括 阶 为 1 和 2 的 曲线 .在 “有 理 曲线 ”上 ， 
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或 不 含有 理 点 ,或 含 无 穷 多 个 有 理 点 . 如 果 含 无 穷 多 个 有 型 点 ,那么 
它们 就 能 由 一 个 简单 的 含有 理 函 数 的 曲线 给 出 . 
例 ”在 有 理 曲 线 x*+ yxy* = 1 上 ,所 有 的 有 理 点 由 


Lo 
Lr 
给 出 ,其 中 上 是 任 一 分 数 . 

在 x71 wy: =- 1 上 没有 有 理 点 . 

但 在 一 般 型 曲线 上 , 印 在 亏 格 大 于 等 于 2 的 曲线 上 ,至 多 有 有 限 
个 有 理 点 . 人们 感 兴趣 的 曲线 是 椭圆 曲线 ,它们 出 3 次 方程 来 刻画 
贸 男 曲线 不 是 袖 辕 , 椭 癌 是 辕 锥 曲线 ,而 椭 同 曲线 是 二 情 为 g = ] 的 
曲线 . 

费 马 的 问题 实际 丁 涉 及 许多 方程 .在 


arti ee 
中 令 了 = adec,y 二 5Ve, 可 得 
+ry = 1. 


X= 二 1,y 一 0 是 显然 解 ,不 予 考虑 . 当 w == 2 时 ,得 到 有 理 曲 线 , 就 是 
E 面 的 例 . 而 下 面 的 商 个 方程 
3 11 = 
表示 的 曲线 是 不 具有 有 理 点 的 椭 疼 曲线 .实际 上 ,前 -个 方 称 是 = 
3 时 的 费 马 大 定理 :在 后 一 方程 中 令 
a 1 B81 = ct 

这 正 是 ”= 4 时 的 费 蕊 大 定 地 ， 

1983 年 ,法 尔 廷 斯 (Gerd Faltings) 证 明了 蒙 德 尔 猜 想 : 

法 尔 廷 斯 定理 . 于 格 g 兰 2 的 不 可 的 代数 曲线 上 只 有 有 限 多 个 
有 有理 点 . 

由 此 可 以 推出 ,如 果 p > 3, 则 


x 


只 有 有 限 多 个 互 罕 的 整数 解 .这 是 费 马 大 定理 的 第 二 次 大 突破 .其 证 
明 需 要 来 自 代数 玉 何 的 强 有 为 的 方法 ,只 有 专家 才能 看 民 . 这 是 一 个 
重要 成 果 . 因 此 “组 约 时 报 ” 在 1983 年 ?月 19 日 对 蛇 作 了 报道 . 蒙 德 
尔 猜 想 的 证 则 使 数学 家 们 看 到 ,这 将 最 终 导致 费 马 大 定理 的 证 明 、 

所 以 由 此 我 们 就 知道 了 ,在 最 坏 的 情况 下 , 费 马 方程 也 只 有 有 限 
的 解 .但 是 由 库 默 尔 引进 的 方法 告诉 我 们 ,对 许多 x , 费 马 方 积 没 有 
解 ,这 启示 给 我 们 费 马 定理 是 真 的 . 

还 有 一 个 关键 的 猜 坦 必须 提 到 ,就 是 谷山 - 志 村 猜想 .1955 年 9 
月 在 东京 召开 了 一 次 国际 学 术 讨 论 会 .在 这 个 会 上 .日 本 的 青年 数学 
家 谷 出 丰 提出 一 些 问 题 ,并 逐 汤 形成 了 一 个 重要 的 猜想 .后 来 经 志 村 
五 郎 和 魏 尔 精确 成 如 下 形式 :有 理 数 域 上 的 每 - -条 椭圆 曲 线 都 是 模 
曲线 . 这 一 猜想 称 为 谷 UI - 志 村 猜想 ,或 为 谷山 - 志 村 - 瑶 尔 猜想 . 

从 60 年 代 初 期 开始 ,有 人 将 费 马 方程 和 形 如 

= rr ANr+B) 
的 椭圆 曲线 相 联 系 . 最 褐 的 着 上 乳 点 是 利用 费 马 大 定理 的 有 闫 结论 去 
证 明 与 椭 贺 曲线 有 关 的 结论 .1985 年 德国 数学 家 符 菜 (Gerhard 
Frey) 近 出 了 关键 的 一 步 , 从 而 成 为 费 马 天 定理 的 第 三 次 突 臣 . 符 莱 
把 研究 方向 倒转 了 过 来 . 如果 费 马 大 定理 有 非 零 解 (a,5,c), 则 可 设 
计 一 条 椭 阅 昌 线 


y= CE 

( 它 显 然 是 有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 ,我们 称 它 为 符 莱 曲线 ). 这 条 曲线 

不 可 能 是 模 曲 线 . 这 个 结论 与 谷山 - 志 村 猜想 甸 盾 .如果 符 莱 的 结 

论 和 谷山 一 志 村 猜想 都 是 正确 的 ,那么 " 费 妆 大 定理 不 成 立 ” 就 是 错 

误 的 ， 由 此 得 出 次 马 4 大 定理 成 并 .1986 人 年 , 吕 贝 特 (Ken Ribet) 证 明了 

符 莱 的 论断 . 这 样 一 来 ,证 明 费 马 大 定理 的 工作 归结 为 证 明 从 省 一 
志 村 猜想 . 

得 双 这 个 消息 之 后 ,英国 数学 家 维尔 斯 立刻 集中 全 部 精力 去 证 

明 这 个 猜想 . 1986 年 在 巴黎 的 一 个 数论 讨论 班 上 ,维尔 斯 声称 ,他 将 
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证 明 费 马 大 定理 .七 年 之 后 ,1993 年 6 月 23 日 .他 在 剑桥 大 学 新 成 立 
的 牛顿 数学 研究 所 作 了 以 “ 模 形 式 . 椭 加 曲线 与 伽 罗 华表 示 ” 为 题 的 
长 达 两 个 半 小 时 的 报告 .在 报告 结束 时 他 宣布 :“ 我 证 明了 费 马 大 定 
理 ”. 这 一 下 子 变动 了 整个 数学 界 ,并 被 誉 为 “世纪 性 的 成 就 ”. 但 是 事 
情 不 会 如 此 顺利 .同年 11 月 15 日 他 的 老师 柯 兹 指出 ,他 的 论文 有 涛 
洞 .维尔 斯 很 快 承认 , 确 有 漏洞 .但 他 认为 他 的 证 明 路 线 没 有 鲁 . 他 相 
信和 ,他 完全 有 能 力 解 决 这 个 问题 .对 此 ,他 充满 了 信心 - 

1995 年 10 月 25 日 维尔 斯 发 出 两 篇 论文 ,一 篇 是 他 的 “ 模 椭 贺 ! 
线 和 费 马 大 定理 "(Modular Ellipticeurves and Fermat's Last 
Theorem) ,只 一 篇 是 与 理 查 德 .泰勒 (Richard Taylor) 合作 的 补 篇 “ 某 
些 海 克 代数 的 环 论 性 质 飞 Ring 一 theoritic properties of certain Hecke 
algebras) .半年 之 后 ,1995 年 5 月 (数学 年 刊 》(Annals of Mathematics 
141930 ,May 1995) 用 一 整 期 发 表 丁 这 陆 篇 论文 .1996 年 3 月 维尔 斯 
某 获 了 沃 尔 夫 奖 , 费 马 大 定理 最 终 获 得 了 证 明 . 
s.4.9 费 马 大 定理 的 推广 

费 马 大 定理 经 过 350 多 年 的 努力 ,终于 被 攻克 了 . 有 些 问题 解决 
之 后 ,就 没有 什么 可 干 的 了 , 费 马 大 定理 一 类 的 不 定 方程 可 大 不 - - 
样 ,它们 解决 之 后 ,后 而 一 大 批 问 题 接 吧 市 来 .这 颗 给 出 两 个 有 美的 

费 马 - 卡特 兰 猜想 (The Fermat - Catalan Conjecture) 苦 a， 


b,c 是 坪 素 的 , 则 当 xu 满足 + 十 + 二 < 1 时 ,方程 


t= 


只 有 有 限 个 解 . 
1995 年 , 达 蒙 (H. darmon) 格 兰 维 勒 (A.Granville) 找到 10 个 解 . 
前 5 个 小 解 是 
1+23 = 3,25+7=7 +13 = 2°, 
27 +173 = 712.35 + 114 = 1222. 
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5 个 大 解 是 
177 + 762713 = 21063928? ,1414? + 2213459> = 657， 
92623 + 15312283? = 1137,43 + 962223 = 30042907?, 
33 + 1549034? = 156133 


些 尔 猪 想 (The Beal Conjecture) 对 A.B ,Cr,y,z 是 正 整 数 ,而 r， 
yx 于 人 少 是 3,A,8,C 互 索 ,方程 
5 + By7 = Cs 
无 解 ， 
毕 尔 (Andrew Beal) 是 一 个 银行 职员 ,对 数学 很 有 兴趣 .他 提出 
这 一 猜想 ,并 且 很 慷 令 ,为 猜想 的 解答 者 提供 了 5 千 美 苑 的 奖金 ,并 
且 每 年 增加 5 千 美 元 ,最 高 到 5 万 美元 . 
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欧 见 里 得 的 第 五 公设 "也 许 基 科学 史上 最 重要 的 一 个 话 ”， 
C.]. Keyser 
上 上 个 直 纪 坝 富 有 局 发 性 和 最 值得 注意 的 成 就 就 是 非 欧 几 里 得 几 
何 的 发 现 . 


DD. 希 尔 伯 特 

我 们 大 家 从 小 就 学 习 欧 氏 儿 何 ,知道 商 点 决定 一 条 直线 ,二 点 决 

定 一 张 平 面 .我 们 都 习惯 性 地 认为 我 们 所 生活 的 空间 是 欧 氏 空间 .我 

们 对 欧 氏 几何 太 识 悉 了 ,或许 会 觉得 欧 氏 几何 还 有 什么 可 说 的 ?其 实 

不 然 , 欧 氏 几何 现存 仍 是 中 等 教育 中 几何 教育 的 核心 . 认 清 欧 氏 儿 何 

的 地 位 和 作用 . 它 的 主要 成 果 是 什么 , 它 的 缺陷 是 什么 以 太 非 欧 几 何 

的 地 位 和 作用 ,对 儿 何 教育 的 改革 具有 重要 的 意义 .所 以 我 们 需要 对 
欧 氏 几何 作 一 认真 凹 顾 . 


$6.1 欧 几 里 得 几何 


几何 学 在 希腊 人 于 中 成 为 数学 的 第 - -个 分 支 ,并 趋 于 成 熟 . 究 
其 基本 原因 ,几何 方 是 比较 直观 的 数学 形式 ,在 中 常生 活 中 有 上 自 接 应 
用 .相反 , 代 数 在 本 质 上 更 只 抽象 性 , 它 包 括 -- 大 堆 符 号 ,需要 花费 巨 
大 的 劳动 才能 掌握 . 
6.1.1 欧 氏 见 何 的 诞生 

欧 几 所 得 几何 ,简称 欧 氏 几何 ,主要 是 以 欧 几 困 得 平行 公理 为 基 
础 的 几何 学 .公元 前 7 世纪 左右 ,希腊 的 著名 数学 家 泰勒 斯 (公所 前 
625 一 公元 前 547 年 ) 把 埃及 的 数学 知识 传 到 希腊 .泰勒 斯 又 是 第 一 
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个 在 * 知 其 然 ” 的 同时 提出 * 知 其 所 以 然 ” 的 学 者 , 面 被 公认 为 论证 数 
学 之 父 . 他 极力 主张 ,对 几何 学 的 陈述 不 能 凭 直觉 上 的 貌似 合理 就 巴 
以 接受 ,相反 ,必需 要 经 过 严密 的 逻辑 证 明 . 他 对 几何 学 作出 巨大 贡 
献 . 他 的 主要 贡献 是 ,第 一 个 证 明了 下 列 几 何 性 质 : 

1) 对 项 角 相 等 . 

2) 三 角形 内角 和 等 于 两 直角 之 和 和. 

3) 等 腰 三 角形 的 两 个 底 角 相等 . 

4) 半圆 工 的 圆周 角 基 直角 . 

泰 蔓 斯 之 后 的 另 一 位 伟大 数学 家 是 毕 达 哥 拉 斯 .他 创立 了 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 .他 们 研究 了 许多 问题 .五 种 正 多 面体 .黄金 分 割 , 比 例 中 
项 定理 等 ,影响 最 大 的 有 毕 达 哥 拉 斯 定理 及 无 理 数 的 发 现 .雅典 学 派 
的 希 波 克 拉 底 ,柏拉图 , 欧 多 克 索 斯 提出 几何 三 大 问题 :三 等 分 任意 
角 问 题 ;立方 倍 积 问题 ,化 圆 为 方 问题 ,对 几何 学 的 发 展 有 很 大 贡献 . 
柏拉图 把 逻辑 思想 引入 几 和 柯 学 ,使 几何 系统 逐渐 严格 化 .希腊 人 积累 
的 几何 知识 同 逻 辑 思想 结合 起 来 ,为 几何 学 的 系统 化 .公理 化 葛 定 了 
基础 ,接着 就 是 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 的 出 现 . 

约 在 公元 前 300 年 ,在 亚 廊 山大 城 吸 引 的 众多 学 者 中 有 一 位 叶 
欧 几 里 得 ,他 来 到 亚历山大 城 他 立 了 一 所 数学 学 校 . 欧 几 里 得 按照 膛 
辑 系统 对 斤 何 学 进行 了 整理 ,完成 了 数学 史 工 最 光辉 的 著作 《几何 原 
本 》. 这 本 书 问 直 以 后 的 两 千年 中 一 直 被 用 作 教 科 书 , 是 学 习 几 何 知 
识 和 培养 迎 辑 思维 能 力 的 典范 教材 . 考 界 上 大 多 数 国家 都 和 《几何 原 
本 》 的 译本 ,中 同 最 二 的 译本 是 明代 徐光启 译 出 的 “ 凡 何 ” - 词 就 是 
他 第 一 个 使 用 的 . 
与 其 说 欧 几 里 得 创造 了 一 种 新 数学 ,不 如 涪 他 把 旧 数 学 变 成 - 
种 清晰 明确 ,有 条 不 亲 , 钦 辑 严 谨 的 新 数学 .这 决 推 无 足 轻 重 的 小 事 . 
必须 认识 到 ,《 几 何 原 本 》 绝 不 仅仅 只 是 数学 定理 及 其 证 明 ; 早 在 泰 
勤 斯 时 代 , 数 学 家 已 对 命题 作出 过 论证 ,而 欧 放 里 得 对 命题 作 了 辉煌 
的 公理 化 演绎 ,这 是 一 个 根本 的 区 别 . 欧 几 里 得 成 功 地 将 零散 的 数学 
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理论 编 为 一 个 从 基本 终 定 开 最 复杂 结论 的 连续 网 络 ,所 有 这 些 都 使 
之 成 为 其 后 所 有 数学 著作 的 范本 .时 至 今日 ,在 拓扑 学 .抽象 代数 . 泛 
丽 分 析 等 领域 ,数学 家 们 还 是 首先 提出 公理 ,然后 一 步 一 步 地 推导 ， 
直至 建立 他 们 奇妙 的 理论 ， 

欧 氏 几何 的 诞生 是 入 类 文明 史上 ~ 个 具有 划时代 意义 的 伟大 事 
件 . 
6.1.2 《几何 原本 》 的 历史 背景 

欧 几 里 得 最 著名 的 著作 就 是 4 几何 原本 》, 尽管 我 们 对 古典 时 期 
了 了解 甚 少 ,但 书 中 材料 的 主要 来 源 …- 般 都 能 查 到 .他 的 大 部 分 材料 来 
自 柏拉图 学 派 . 据 普罗 上 克 洛 斯 说 , 欧 几 里 得 把 欧 多 克 索 斯 的 许多 定理 
收入 到 《几何 原本 》 中 .他 把 前 人 只 有 马虎 论 让 的 结果 变 为 巨 懈 可 击 
的 征明. 

对 公理 的 选择 ,对 定理 的 思 辑 安排 及 一 些 定理 的 证 明 属 于 他 .不 
过 证 明定 埋 所 采用 的 形式 在 奥 托 虽 克 斯 的 著作 里 已 可 看 出 ,并 且 相 
当 肯 定 地 已 为 欧 几 里 得 以 前 的 其 他 人 所 采用 .尽管 他 从 前 人 书 里 选 
到 了 许多 材料 ,但 欧 儿 里 得 无 颖 是 个 大 数学 家 . 普罗 克 洛 斯 说 过 ,和 希 
腊 人 对 《4 几何 原本 》 评 价 其 高 ,并 引述 了 许多 评语 作为 佐证 .这些 人 
中 最 重要 芍 有 赫 伦 (Heron), 波 菲 利 (Porphyty,3 世纪 ) 帕 普 斯 
《Pappus,3 世纪 末 ). 由 于 《 玫 何 原本 3》 写 得 如 此 之 好 ,所 以 它 才 轰 代 
了 其 他 天 写 的 书 . 
6.1.3 欧 兵 见 何 的 内 容 

《几何 原本 》 具 13 卷 , 除 其 中 第 5. 第 7, 第 8. 第 9 和 第 10 卷 是 讲 
授 比例 和 算术 理论 外 ,其 余 各 卷 都 是 讲授 几何 内 容 的 .第 1 郑 包 含 平 
行 线 , 三 角形 ,平行 四 边 形 的 定理 ;第 2 卷 主 要 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 站 
其 应 用 :第 3 卷 讲授 贺 的 定理 ;第 4 卷 讨论 圆 的 内 接 与 外 切 多 边 形 定 
理 ; 第 6 卷 的 内 容 是 相似 的 理论 ;最 后 3 眷 是 立体 几何 . 

《 正 何 原 本 》 是 由 定义 ,公设 ,公理 组 成 的 演绎 推理 体系 .在 第 1 
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卷 开始 他 首先 提出 23 个 定义 .前 6 个 定义 是 

1) 点 没有 大 小 . 

2) 线 有 长 度 而 没有 宽度 - 

3) 线 的 界 是 点 . 

4) 直线 上 的 点 是 同样 放置 的 . 

5) 面 只 有 长 度 和 宽度 ， 

6) 面 的 界 是 线 . 

我 们 列 出 网 凡 里 得 的 公设 和 公理 .以 后 几 讲 将 要 由 此 引出 一 些 
重要 结论 . 

公设 “1) 给 定 两 点 , 叮 连 接 一 线段 . 

2) 线段 可 无 限 延长 . 

3) 给 定 中 心 和 图 上 一 点 可 以 作 一 圆 . 

4) 所 有 直角 彼此 相等 . 

5》 如 一 条 直线 与 两 条 直线 相交 ,并 且 在 同 侧 所 交 出 的 两 内 角 之 
各 小 于 两 个 直角 , 则 这 两 条 直线 光 限 延长 后 必 在 该 抽 相 交 ， 

公理 ”1) 与 同一 个 东西 相等 的 东西 ,彼此 也 相等 . 

2) 等 量 加 等 量 , 其 和 相等 . 

3) 等 量 减 等 量 .其 差 相等 . 

4》 征 此 重合 的 东西 相等 . 

5) 整体 大 于 部 分 . 

由 此 我 们 看 到 ,前 二 个 公设 限定 了 用 圆规 利 无 刻度 的 直 尺 可 以 
完成 哪些 作 图 .因此 这 两 件 仪器 被 称 为 欧 几 里 得 工具 ,使 用 它们 可 以 
完成 的 作 图 称 为 欧 几 里 得 作 图 ,这 种 作 图 增加 了 儿 何 学 趣 昧 .人 们 花 
费 耳 大量 的 精力 去 解决 几何 三 大 难题 ,尽管 是 徒劳 的 , 伺 从 各 力 面 推 
动 了 数学 的 发 展 . 

在 欧 几 里 得 几何 体系 中 ,第 五 公设 与 在 平面 内 过 已 知 直 线 外 一 
点 ,只 有 一 条 直线 与 已 知 直线 平行 ”相等 价 .现在 把 后 一 命题 叫 作 铭 
几 里 得 平行 公理 .19 世纪 它 导 致 了 数学 发 展 史 上 一 些 非常 重要 的 结 
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果 . 这 就 是 非 殉 几何 的 诞生 . 
656.1.4 欧 氏 几何 的 优 缺 点 

《几何 原本 》 是 最 早 一 本 内 容 丰 富 的 数学 书 , 为 所 有 的 后 代 大 所 
使 用 , 它 对 数学 发 展 的 影响 超过 任何 一 本 别 的 书 . 读 了 这 本 书 之 后 ， 
对 数学 李 身 的 看 法 ,对 让 明 的 想法 ,对 定理 按 逐 辑 居 序 的 排 法 ,都 会 
学 到 -… 些 东西 .人 它 的 内 容 也 决定 了 其 后 数学 思想 的 发 展 .因此 ,我 们 
垃 该 指出 它 有 哪些 特点 如 此 深刻 地 影响 了 日 后 的 数学 . 

这 本 节 的 陈述 方式 是 史 碟 前 例 的 .开头 就 列 出 所 有 公理 和 定义 ， 
然后 有 条 不 豪 地 推出 一 系列 定理 .这 是 欧 几 里 得 所 独创 的 .虽然 在 他 
之 前 就 有 人 提出 ,要 先 证 明 图 形 存 在 然后 才能 把 它 作 为 逻辑 对 和 象 来 
处 理 , 但 是 在 他 手 里 才 终 于 把 这 一 步 蕉 备 工 作 人 必得 很 周密 . 欧 几 里 得 
对 公理 的 选择 摘 得 很 出 色 . 他 能 用 一 小 批 公 理 证 出 几 百 个 定理 ,其 中 
有 好 多 旦 深奥 的 . 他 对 平行 公理 的 处 理 显得 特别 聪明 ,他 知道 ,这 样 
的 公理 必然 泪 及 到 无 限 远 空 间 ,而 这 是 人 们 经 验 之 外 的 事 . 他 也 认识 
到 这 样 的 公理 不 能 省 略 . 于 是 就 采取 了 这 样 一 种 办 法 ,提出 两 条 直线 
不 能 交 于 有 限 延 处 的 和 条件. 并且 他 把 无 需 平行 公理 的 定理 都 放 在 了 
平行 公理 之 前 . 

欧 此 里 得 虽然 利 册 同形 的 重合 来 证 明 全 等 ,但 明显 地 他 对 这 一 
方法 是 否 完善 有 点 不 放心 .这 个 方法 有 两 点 值得 怀疑 :首先 它 使 用 了 
运动 的 概念 ,而 这 是 没有 膛 辑 依据 的 ;其 次 重合 法 默认 图 形 从 处 移 
到 其 一 处 时 所 有 性 质 保 持 不 变 ,这 就 要 对 物理 空间 作 许 多 假定 . 欧 刀 
再 得 对 这 一 方法 不 其 放心 ,其 证 据 是 ,凡是 能 用 其 它 方 法 证 明 的 地 
方 ,他 总 不 用 这 一 方法 ,即使 是 重合 法 能 给 出 更 简单 的 证 明 . 

虽然 我 们 高 度 评价 《几何 原本》 的 内 容 在 整体 上 的 组 织 , 但 企 书 
13 篇 并 本 蛤 成 一 气 ,在 某 种 程度 上 是 前 人 著作 的 堆 向 .例如 第 7.8:9 
篇 对 整数 重复 证 明了 先前 对 量 所 给 出 的 许多 结果 .第 13 篇 的 第 一 部 
分 重复 了 第 2, 第 4 篇 中 的 结果 ,等 等 . 

直到 19 世纪 的 前 半 个 多 世纪 ,数学 家 一 般 都 把 欧 九 里 得 的 著作 
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看 成 是 严格 性 方面 的 典范 ,但 也 有 少数 数学 家 看 出 了 其 中 的 严重 缺 
点 ,并 设法 纠正 .19 世纪 末 , 几何 领域 中 最 敏锐 的 所 想 家 日 益 关 心 
《几何 原本 》 缺 乏 真 正 的 严密 性 问题 . 非 欧 几何 的 创立 更 加 激发 人 们 
去 探索 古 费 几何 的 正确 而 又 完备 的 叙述 . 

《几何 原本 》 的 主要 缺陷 是 什么 呢 ? 首 先 , 欧 几 里 得 的 定义 不 能 
成 为 一 种 数学 定义 ,有 的 不 过 是 几何 对 象 , 如 点 . 线 , 面 等 的 一 种 育 观 
描述 ,有 的 含混 不 清 . 这 些 定义 在 后 面 的 论证 中 实际 上 是 无 用 的 .其 
次 , 欧 几 里 得 的 公设 和 公理 是 远 不 够 用 的 . 因而 在 & 几 和 何 原本 》》 许 多 
命题 的 论证 中 不 得 不 借助 直观 ,或 者 或 明 或 暗 地 引 用 了 用 他 的 公设 
或 公理 无 法 证 明 的 东西 .例如 ,公设 2) 断定 直线 可 被 无 限 延 长 ,但 是 
它 不 一 定 意味 着 直线 是 无 限 长 的 ,而 只 意 昧 着 , 它 是 无 端的 ,或 无 办 
的 - 连接 球面 上 两 点 的 大 图 的 驱 可 沿 着 大 圆 无 限 延 长 ,但 它 不 是 无 限 
长 的 . 德国 数学 家 黎 受 在 1854 年 所 作 的 著名 演讲 《关于 几何 学 基础 
的 假定 》 中 区 别 了 直线 的 无 界 和 无 限 长 ,成 为 歼 曼 几何 诞生 的 起点 . 

19 世纪 来 期 ,德国 数学 家 D. 希 尔 伯 特 于 1889 年 发 表 了 《几何 基 
础 》. 书 中 成 功 地 建立 了 网 几 里 得 儿 何 的 完整 的 公理 体系 ,这 就 是 希 
尔 怕 特 公理 体系 .他 从 叙述 21 条 公理 开始 ,其 中 涉及 6 个 本 原 的 或 
不 定义 的 术语 , 即 作为 元 素 的 点 ,直线 和 平 曾 ,以 及 它们 之 间 的 三 种 
关系 :属于 "， 介 于 ”和 ”全 等 于 ”他 把 公理 分 为 五 类 .分别 处理 洋 
联 , 顺 序 ,全 等 ,平行 和 连续 性 - 

关于 引进 不 定义 鸣 术 语 , 他 曾 作 过 一 个 著名 的 解释 , 蝇 调 保 持 它 
们 完全 抽象 性 的 重要 性 .在 任何 演绎 系统 中 ,因为 每 个 定理 都 是 用 前 
面 定 理 证 明 的 ,前 面 定理 的 证 明 希 要 更 前 面 的 定理 .这 种 倒 推 过 程 不 
能 无 限 地 进行 下 去 ,所 以 在 开始 必须 作 某 些 不 证 明 的 假设 ,这 些 息 设 
称 为 公设 或 公理 . 它们 是 不 是 真实 的 ' 或 在 什么 意义 下 是 ”真实 
的 ' ,系统 本 身 不 能 回答 . 公 再 系统 的 规定 有 任意 性 ,只 要 它们 不 导致 
两 个 互相 了 矛盾 的 定理 .同样 地 ,每 个 技术 术语 也 必须 参照 前 面 的 术语 
定义 ,所 以 在 开始 必须 给 出 某 些 不 定义 的 术语 ,它们 是 一 些 逻 辑 的 概 
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念 ,它们 在 系统 的 应 用 中 获得 意义 . 当然 ,不 定义 的 术语 和 公理 的 数 
上 月 应 尽 可 能 好 少 . 希 尔 伯 特 的 几何 体系 是 一 种 抽象 的 数学 学 说 ,现在 
看 来 , 欧 几 里 得 几何 只 是 它 的 一 个 模型 而 已 .类 此 ,用 公理 化 方法 可 
以 建立 高 于 三 维 的 几何 . 
6.1.5 ” 欧 氏 几何 的 历史 地 位 

欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 被 称 为 数学 家 的 圣经 ,在 数学 中 ,乃至 
人 类 科学 中 上 具 存 无 与 伦比 的 崇高 地 位 . 它 的 主要 贡献 是 什么 呢 ? 

1) 成 功 地 将 等 散 的 数学 理论 编 为 一 个 从 基本 假定 到 最 复杂 结 
论 的 整体 结构 . 

2) 对 命题 作 了 公理 化 演绎 . 从 定义 ,公理 ,公设 出 发 建立 了 儿 何 
学 的 逻辑 体系 ,成 为 其 后 所 有 数学 的 范本 . 

3) 几 个 世纪 以 来 ,已 成 为 训练 逐 辑 推理 的 最 有 力 的 教育 手段 . 
6.4.6 几何 学 在 数学 教育 中 的 地 位 

无 论 是 中 学 述 是 大 学 的 数学 课程 都 发 生 过 ,并 月 正在 发 生 着 种 
种 变革 ,其 中 最 引 人 注 目的 是 几何 在 课程 中 的 帜 心地 位 的 衰落 . 欧 氏 
儿 何 已 从 宝座 上 跌落 下 来 . 

在 儿 个 世纪 里 , 欧 几 里 得 控制 着 数学 舞台 .但 是 代数 的 出 现 , 笛 
上 儿 将 其 应 用 于 志 伍 ,以 及 随后 微 积分 的 发 展 , 改 变 了 数学 的 整个 特 
征 .数学 变 得 更 加 符号 化 ,更 抽象 了 . 

无 可 奈何 伦 落 去 - 

但 是 ,也 不 要 这 样 翡 现 ,而 应 向 事物 的 深层 看 去 .英国 著名 数学 
家 M. 阿 幕 亚 说 了 这 样 一 段 深刻 的 话 ,值得 深思 :几何 是 数学 中 这 
样 一 个 部 分 ,其 中 视觉 思维 占 主 导 地 位 ,而 代数 则 是 数学 中 有 序 思维 
占 主导 地 位 的 部 分 .这 种 区 分 也 许 用 另外 一 对 词 更 好 , 即 " 洞察 ”与 
严格 " ,两 者 在 真正 的 数学 研究 中 起 着 本 质 的 作用 ”. 这 就 明确 指出 ， 
几何 学 不 只 是 一 个 数学 分 支 , 而 且 是 一 种 思维 方式 , 它 渗透 到 数学 的 
所 有 分 支 ,对 这 种 思维 方式 应 当 给 予 足够 的 训练 . 
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6.2.1 几何 三 大 难题 


著名 的 几何 作 图 
1) 三 等 分 任意 角 


三 大 问题 是 : 


2) 化 加 为 方 : 求 作 一 焉 方形, 使 其 面积 等 于 一 已 知 圆 的 面积 . 
3) 立方 倍 积 : 求 作 一 立方 体 ,使 其 体积 是 已 知 立方 体 体 积 的 两 


向 ， 


问题 的 难处 在 于 限制 用 直 尺 和 圆规 .2000 多 年 来 ,数学 家 为 解 


决 三 大 问题 投入 了 大 量 精力 . 妇 果 解除 这 一 限制 ,问题 很 容易 解决 . 
如 化 圆 为 方 问题 曾 被 欧洲 文艺 复兴 时 期 的 大 师 达 - 芬 奇 用 一 种 巧妙 
的 方法 给 出 解答 : 取 一 圆柱 ,使 其 底 和 已 知 图 相等 ,高 是 半径 的 -六 . 
将 圆柱 滚动 一 周 ,产生 一 个 矩形 ,其 面积 为 2xr x +r 人 2 = mr? .这 正好 
是 圆 的 面积 .再 将 矩形 化 为 正方 形 ,问题 就 解决 了 . 

那么 用 直 尺 和 园 规 能 不 能 解决 三 大 问题 呢 ? 答 案 是 否定 的 ,二 大 
问题 都 是 几何 作 图 不 能 问题 . 答案 不 能 只 从 几何 本 身 去 找 .1637 年 
第 卡 儿 创 立 了 解析 几何 ,为 解决 尺 规 作 图 三 大 问题 竟 定 了 基础 .1837 
年 ,法 国 数学 家 旺 策 尔 (Pierre L. Wantzel) 斑 明了 三 等 分 任意 第 和 说 
方 倍 积 问题 都 是 几何 作 图 不 能 问题 . 化 圆 为 方 问题 相当 于 用 尺 规 作 
出 的 值 .1882 年 法 国 数学 家 林 得 曼 证 明了 x 是 超越 数 , 从 俐 证 明了 


化 圈 为 方 的 不 可 能 性 . 


证 明 三 大 问题 不 可 解 的 工具 本 质 上 不 是 几何 的 而 是 代数 的 . 在 
和 代数 还 设 有 发 展 到 一 定 水 平时 是 不 可 能 解决 这 些 问 题 的 .但 是 , 正 是 
存 研 究 这 些 问题 的 过 程 中 促进 了 数学 的 发 展 .两 千 多 年 来 , 三 大 儿 何 
难题 引起 了 许多 数学 家 的 兴趣 ,对 它们 的 深入 研究 人 不 但 给 对 希腊 几 
何 学 以 巨大 影响 ,而 且 引 出 了 大 量 的 新 发 现 .例如 ,许多 二 次 曲线 ,三 


次 曲线 以 及 见 种 超越 上 


烛 线 的 发 现 , 后 来 又 有 关于 有 理 数 域 , 代 数 数 与 
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程 越 数 , 群 论 等 的 发 展 , 在 化 圆 为 方 的 研究 中 几乎 从 一 开始 就 促进 了 
穷竭 法 的 发 展 ,而 穷竭 法 止 荐 微 积分 的 先导 . 
6.2.2 用 尺 规 可 和 作 什么 图 

从 中 学 几何 里 ,我 们 知道 下 面 的 图 是 可 作 的 : 

1) 二 等 分 已 知 线段 . 

2) 二 等 分 已 知 角 . 

3) 已 知 直线 和 LL 外 一 点 忆 , 过 PP 作 直 线 垂直 L. 

4) 任意 给 定 自然 数 4, 作 已 知 线段 的 倍 ,以 及 n 等 分 已 知 线 


段 . 

5) 已 知 线段 < ,5 ,可 作 + 65,a -babya 人 ,其 做 法 如 图 (图 
6- 1) 所 示 . 接 着 za 也 可 作 . 这 里 ~ 是正 有 理 数 . re 这 样 作 : 设 + = 
pAg:pP 和 9 都 是 自然 数 ,因此 ra = 知 z 加 : 先 作 a 的 p 倍 pa, 再 作 
pa Ag, 这样 ra 就 作出 来 了 . 


上 面 各 条 告诉 我 们 ,已 知 量 的 加 , 减 , 乘 , 除 能 用 玫 何 作 图 来 实 
现 .前 面 曾 指出 ,从 0,1 出 发 利用 算术 运算 可 以 构造 出 全 部 有 理 数 ， 
即 构 造 出 有 理 数 域 . 现在 我 们 知道 了 ,从 要 给 定单 位 1, 我们 串 以 用 
尺 规 作出 全 部 有 理 点 .几何 与 代数 在 这 里 达到 了 完 余 的 统 …. 

6) 已 知 线段 a 作 va .这 一 条 超出 了 有 理 作 图 的 范围 . 
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如 图 6-2,04 = a,AB = 1. 以 OB 为 直径 作 图 .过 入 作 OB 的 
垂直 线 交 圆周 于 C. 直角 三 角形 OAC 与 直角 三 角形 OBC 有 一 个 公 
共 角 一 COB , 由 此 可 得 ,OCA = ABC. 这 样 一 来 ,人 OAC 一 
全 ABC. 设 AC = x. 我 们 有 ， 


= ra r= Va. 


图 568-2 


对 尺 规 作 图 我 们 已 有 了 初步 知识 ,下面 借 助 解析 元 何 的 理论 将 其 深 
化 . 
6.2.3 ”有理 数 域 的 扩张 . 
我 们 需要 对 尺 规 作 图 作 进一步 分 析 . 每 一 个 直 尺 阅 规 作 图 部 由 
系列 步 又 组 成 ,每 一 步 都 不 外 是 下 列 做 法 之 一 : 
1) 用 … 条 直线 连接 两 点 . 
2) 求 两 条 直线 的 交点 
3) 以 一 点 为 心 ， 定 长 为 半径 作 一 
4) 求 一 个 -条 直线 的 交点 ， 或 切 点 . 
5) 求 两 个 的 交 旧 ,或 切 成 ， 
下 面 科 用 解析 几何 的 知识 对 上 面 几 条 作 进 ~- 步 的 分 析 . 假定 在 
平面 上 取 好 了 直角 坐标 系 , 用 (z,y) 表示 平面 上 的 点 . 直线 方程 具有 
形式 


art+by+ec=0, (1) 
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天 的 方程 具有 形式 
r+t+y +2ar+2By+7 = 0. (2) 
系数 a ,b,c,a,B,Y 郁 是 有 理 数 . 
假定 最 初 只 给 了 一 个 元 素 1, 由 1 出 发 ,我 们 能 作出 整个 有 理 数 
域 ,从 而 能 作出 平面 上 的 所 有 有 理 点 , 即 两 个 坐标 锚 为 有 理 数 的 点 . 
我 们 能 作出 新 的 无 理 数 ,如 y2, 它 不 属于 有 理 数 域 . 从 YZ 出 发 ,通过 
“有 理 ” 作 图 ,可 以 作出 所 有 形 如 
a + By2 《3) 
的 数 ,这 里 a,b 是 有 理 数 .同样 地 ,我 们 可 以 作出 所 有 形 如 
二 + YI) (e+ da2) 
的 数 , 这 里 a,5 ,c,d 是 有 理 数 .但 这 些 数 总 可 以 写成 (3) 的 形式 . 例 
如 


a + OY 4 +b ce ay2 
ctdy2 ctdyaec- dv2 

-26d Bbc— 3 
-2a te 
这 里 p ,9 是 有 理 数 , 凡 分 母 c? 一 24? 天 条 能 是 二 (为 什么 ?) .同样 ， 

(atév2)(e rev2)- (ac 1 26d) + (be + ad) 2 
= r+sy2, 

这 里 r,s 是 有 理 数 .因此 ,由 Y2 的 作 图 ,我 们 产生 了 全 部 形 如 (3) 的 
数 集 . 共 中 a,5 是 任意 布 理 数 . 由 此 得 

命题 1 形 如 [3) 的 数 形成 一 个 域 . 

证 明 只 需 证 ,上 形 如 (3) 的 两 个 数 的 和 、 差 . 税 和 商 也 是 形 如 (3) 
的 数 ,所 满足 域 的 基本 性 质 就 行 了 .这 是 罕 易 验 让 的 . 

这 个 琥 比 有 理 数 域 大 .事实 上 在 (3) 中 取 5 = 0 就 可 得 到 有 理 数 
域 .有 理 数 域 是 它 的 一 部 分 , 称 为 它 的 子 域 .但 是 , 它 显然 小 于 全 体 实 


sz = p+aqav2, 


&5.2 ， 尺 规 作 图 问题 ”189 - 


数 域 . 

将 有 理 数 域 记 为 Q@, 这 个 数 域 记 为 Qi , 称 它 为 Q 的 扩张 . Qi 中 
的 数 都 可 用 真 扩 和 图 规 作 出 来 .现在 我 们 继续 扩充 可 作 数 的 范围 .在 
Qi 中 取 一 个 数 , 如 六 = 1 +v2. 求 它 的 平方 根 而 得 到 可 作 图 的 数 


=VI+Vv5. 
它 可 以 得 到 由 所 有 形 如 


Ty 


疡 Ta 从 

的 数 ,它们 也 形成 一 个 域 . 称 为 Q, 的 扩张 , 记 为 Qz, 现 在 请 ,9 可 以 
是 QQ 中 的 性 意 数 , 即 p,q 形 如 4 + 5vI,a,e 为 有 理 数 . 

从 Q: 出发, 我们 还 可 以 进一步 扩充 作 图 的 范围 .这 种 办 法 可 以 
一 直 继 续 下 去 .用 这 种 办 法 得 到 的 数 都 是 可 用 直 尺 圆规 作出 来 的 . 
6.2.4 ”一般 讨论 

代数 研究 的 对 象 是 数 , 数 偶 ( 即 坐 标 ),-~ 次 方程 式 , 二 次 方程 式 
等 .几何 研究 的 对 象 是 点 ,直线 ,六 ,曲线 等 .通过 坐标 法 ,我 们 已 将 几 
何 的 对 象 与 代数 的 对 每 紧密 地 联系 在 一 起 了 .我们 正在 做 的 工作 就 
是 把 几何 对 象 化 为 代数 对 象 . 

现在 面临 一 个 这 样 的 问题 :用 丰 义 圆规 作出 来 的 数 是 不 是 都 在 
这 个 范围 内 呢 ? 会 不 会 超出 这 个 范 针 呢 ? 下 面 来 回答 这 一 问题 .很 定 
我 们 可 用 直 尽 贺 规 作出 某 个 数 域 下 中 的 所 有 数 . 

命题 2 只 用 直 尺 作 不 出 数 域 下 以 外 的 数 . 

证 明 说 at:bvaa,ba 拓 下 .过 点 (aibi,azbz) 的 直线 方 
程 是 


3» 古 
2 Cr al)， 


ca 一 al 


y— b= 


或 (by Bor+t (as - aNy t+ (aibs ao) = 0. 
它 的 系数 是 由 下 中 的 数 作 成 的 有 理 式 . 
今 有 两 条 以 下 中 的 数 为 系数 的 直线 : 
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ar+i+pBy+ 7Y= 0, 
ar+by+c= 0, 


解 此 联 立 方程 ,可 得 交点 坐标 : 
_ 6- _ ca-ar 
baaB’Y be- ap’ 


它们 都 是 F 中 的 数 .这 样 一 来 ,只 用 直 尺 作 图 不 能 使 我 们 超出 下 的 
范围 . 

易 见 ,用 圆规 可 作出 下 以 外 的 数 .只 需 在 下 中 取 一 ,使 YE 不 在 
FF 中 .我 们 能 作出 YR ,因而 可 作出 所 有 形 如 

a+b 蜂 (4) 

的 数 , 其 中 ,6 在 下 中 .所 有 形 如 (4) 的 数 形成 一 个 域 Fi. 它 是 下 的 
扩 域 . 

现在 讨论 反方 向 的 问题 . 

命题 3 ”用 圆规 只 能 作出 形 如 (4) 的 数 . 

证 明 首先 指出 ,圆规 在 作 图 中 所 起 的 作用 只 是 确定 一 个 圆 与 
一 条 直线 的 交点 或 切 点 ,或 一 个 哆 与 另 一 个 圆 的 交点 或 切 点 .通过 解 
联 立 方程 可 以 把 交点 或 切 点 求 出 来 .以 (&, 9) 为 中 心 , 以 > 为 半径 的 
圆 的 方程 是 


(x -+t(y- I) = 

设 6,5,r € 下 .将 上 式 展开 得 ， 

了 0; 

B= p+ 

其 中 a ,8， y 在 办， 求 加 与 直线 的 交点 或 切 点 就 是 解 联 空 方 各 组 
zt +2ar+2By+ y= 0, 
ar+by+c = 0, 
其 中 a ,6,c E 下 .从 第 二 个 方程 解 出 y, 代 人 第 一 个 方程 ,得 到 一 个 
二 次 方程 


此 


Ar*+Br+C=0, 
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其 中 A = a?+65,B = 2(ac -bra ~ abB),C = cc- 2bB + by. 
其 解 为 


= 


-BivB:-4AC 
2A ’ 


它们 可 以 化 为 形式 p+ gv,p,q ,EFF, 易 见 ,x EE Fi. 交 点 yy 的 举 
标 也 有 类 似 的 公式 -这 就 是 说 , 圆 和 直线 的 交点 的 坐标 都 在 扩 域 下 | 
中 
接着 我 们 研究 两 个 加 的 交点 或 切 点 .在 代数 上 就 是 解 二 元 二 次 
联 立 方程 : 
z+y +2art+2By+ y= 0, 
xzt+32+2ar+2p8y+y = 0, 
从 第 一 个 方程 三 去 第 二 个 方程 ,得 
2la -a rr28 -Pyr(y-7y})=0. 
和 前 夯 一 样 .把 它 与 第 一 个 圆 的 方程 联 立 起 来 求 出 xz,y. 它们 都 不 超 
出 下 的 扩 域 让). 
无 论 是 哪 一 种 情形 , 作 图 所 产生 的 一 个 或 两 个 新 点 的 x 坐标 和 
2 化 标 其 量 的 形式 都 是 p + gv , 户 ,9,k 下 .在 特殊 情况 下 ,vy 本 身 
也 可 以 属于 下 ,例如 ,在 有 理 数 域 中 取 有 = 4, 那 么 /YR = 2 仍 在 有 理 
数 域 中 . 
小 结 “1) 如 果 开 始 给 定 一 些 量 ,那么 从 这 些 量 出 发 ,只 用 直 尺 
经 有 理 运 算 可 生成 域 F 的 所 有 量 ,但 不 能 超出 域 玉 . 
2) 用 阅 规 能 把 可 作 图 的 量 扩充 到 FF 和 FE 上 .构造 扩 域 的 
过 程 可 不 断 进行 ,而 得 出 扩 域 Faz ,Fa ,下 ,,… 
3) 可 作 图 的 量 是 阐 昌 仅仅 是 这 一 东风 设 中 的 数 
4) 可 作 图 的 数 都 是 代数 数 ( 图 6 - 3). 
6.2.5 ”代数 知识 
一 个 实数 的 子 域 下 , 设 下 是 可 枸 造 城 . 
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再 设 A > 0,k& 所 下 .但 vk 和 下 .我 们 记 
F(R) = lat ho:ab € FF}. 
它 是 下 的 一 个 扩 泪 .例如 , 若 取 下 = 包 : 则 
Q(2)= ta + bv:a,b EF!, 
Q{(3)= la + by3:a,b E QL}. 
定义 ”由 数 0 与 1 经 过 有 限 次 加 , 减 , 乘 , 除 ( 零 不 能 作 除数 ) 以 
及 正 数 的 开 方 运算 后 得 到 的 数 称 为 二 次 不 尽 根 . 
例如 , 数 1+Y2+Y5 就 是 一 个 二 次 不 尽 模 ， 
定义 ” 设 Fo,EFi,…,F, 都 是 实数 域 的 子 域 .再 设 Fo = @Q. 且 每 
一 个 域 本 都 是 域 F 的 扩 域 ( = 1,2,….n), 则 称 下 ,是 Q@ 的 n 阶 
的 二 次 护 域 . 
例 ”构造 数 p= V7 +Y3. 
解 ” 取 Fo = Q,ko ==7, 则 V7 所 Fo. 作 
Fi=la+byi:ab te QI/TEF. 
取 上 = 3.3E& Fo = Q>3 € Fl. 但 v3 &@ Fi. 作 
Fy= la+t bY3:a ,bE FI. 3E€ FF. 
取 a =NIE FTE FNI+WIEP. 
有 了 此 俩 ,我 们 在 原则 上 就 知道 了 如 柯 构 造 一 个 扩 域 ,使 之 包 合 
我 们 所 需要 的 元 案 . 
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不 难看 出 ,每 个 二 次 不 尽 根 都 属于 某 一 阶 的 二 次 扩 域 . 
设 a,6,k EE 下 ,之 0,vE 舍 下 , 考 碟 数 a+ byk € 下 (大 )， 
定义 ” 设 r= a+b 居 , 则 称 数 a 一 byk 是 在 F(Rk) 中 的 共 
饮 数 , 记 为 x = a ~ bk. 
由 定义 立即 看 出 ,rz t+x=2a€F, 即 x EE F(R)>r+rEF. 
容易 验证 . 共 斩 数 具有 如 下 的 简单 性 质 : 
1)xz=0 导 z=0. 2) zx = a — kb2. 


T+y. 
6) = = zx" z= (r)". 
这 些 性 质 与 共 轿 复数 的 性 质 一 样 ,下 一 个 定理 也 与 共 堪 复数 相同 . 
定理 1 设 
Plr) = aozr 二 ee 二 二 ar 十 cs 
是 一 个 x 次 多 项 式 , 它 的 系数 属于 某 个 域 F ,F 由 可 构造 数组 成 . 若 rn 
EE FC) 是 多 项 式 P(x) 的 一 个 根 , 则 -to 也 是 已 (z) 的 一 个 根 , 即 
Plro} =0 = P(x0) = 0. 
证 ”利用 共 轿 的 性 质 ,在 方程 两 边 取 共 罗 即 可 .由 


4)} z= r+y 袜 


Qaorg tt ar tt enixot gr = 0, 
可 得 anozg+ezi lit ta ixzo+ a, = 0. 
这 就 是 要 证 的 . 


系 设 atiea,as 所 了 ,下 是 由 可 构造 实数 组 成 的 城 . 若 三 次 方 
程 
+etdr2+azz 二 aa 一 用 (5) 
在 扩 域 F(R) 中 有 一 个 根 , 则 它 一 定 在 玉 中 有 一 个 恨 . 
证 ”由 代数 基本 定理 ,三 次 方程 在 复数 域 中 有 三 个 根 , 设 它们 
是 rtvzrayzi ,由 韦 达 定理 ， 
TI+ XI+ ra- AEF. 


车 x1 E F(&), 则 由 定理 1,zi 也 是 方程 的 根 ,不 妨 设 zx: = zi. 由 共 
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亏 的 定义 ,zl + za E 下 .这样 一 来 ,xz3 = 一 a1 一 《ri+ x2) 下 . 定 
理 得 证 . 

注 ” 若 方 程 (5) 在 下 中 没有 和 根 , 则 它 在 F(&) 中 也 不 会 有 祖 

我 们 将 把 系 应 用 到 F 是 有 理 数 域 的 情况 , 即 假定 方程 (5) 的 系 
数 都 是 有 理 数 .在 这 种 情况 下 ,如 果 方 程 (5) 在 Q(x) 中 有 一 个 根 , 划 
它 一 定 有 一 个 有 理 根 . 所 以 该 方程 有 有 理 根 是 方程 有 二 次 不 尽 根 的 
必要 条 件 .换言之 ,车 该 方程 没有 没有 有理 根 , 则 它 不 会 有 二 次 不 尽 
根 ， 

不 难看 出 ,有 理 系 数 的 x 次 代数 方程 可 化 为 整 系数 的 n 次 代数 
方程 .事实 上 ,只 要 乘 上 系数 分 寻 的 最 小 公 和 倍数 就 行 了 -我 们 还 需要 
下 面 的 定理 . 

定理 2 ”车 整 系数 的 = 次 方程 


Coxza +t az +tairta, =0 (6) 


有 有 理 根 多 (婚约 分 数 ), 则 a 是 a 的 因数 ,5b 是 ao 的 因数 . 


证 ”将 全 代入 方程 (6), 得 


ae 人 + 
ptt aniab ltawd” = 0 
alapa lt alter B+ +t eb !l) = ab 
由 于 a 与 据 是 互 素 的 ,所 以 a 是 &, 的 因数 .同样 ,用 提出 公 因 数 5 的 
方法 可 证 明 ,5 是 wo 的 因数 . 
将 上 面 结 果 应 用 到 两 个 特殊 方程 上 面 去 . 
例 ”证 明 方 程 


7*-2=0 (7) 
没有 二 次 不 尽 根 . 
证 ”由 定理 1 的 系 ,只 堪 证 明 方程 没有 理 根 ,因为 方程 没有 
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有 埋 根 ,方程 也 自然 不 会 有 二 次 不 尽 根 . 如 果 (7) 有 有 理 根 入, 则 让 

定理 2,a 是 2 的 因数 ,5b 是 1 的 天 数 ,因而 ,a 只 能 取 + 上 1, 土 2.2 只 能 

有 到 +1. 这 样 a76 = 土 1, 土 2. 直 接 验证 就 知道 它们 都 不 是 方程 (7) 的 

根 , 这 样 一 来 ,方程 (7) 没有 有 理 根 , 从 丽 也 没有 二 次 不 尽 根 的 解 ， 
例 证明 方程 


8z’” -6r-1=0 (8) 
没有 二 次 不 尽 根 的 解 . 


证 如果 方 程 (8) 有 有 至 报 并 , 则 “ 是 1 的 因子 ,是 8 的 因子 


这 样 -来 ,方程 (8) 的 有 理 很 不 外 是 鞋 L, 土 本, 土 本 ,二 


革 , 土豆 直 接 验证 
知道 它们 都 不 是 .由 定理 工 的 系 ,方程 (8) 没有 二 次 不 尽 根 的 解 - 
6.2.6 三 大 难题 的 解 

有 了 上 面 的 准备 ,我 们 米 解 三 大 几何 难题 . 

1) 立方 倍 积 问题 ” 设 给 定 的 立方 体 是 单位 立方 体 , 它 的 边 长 是 
单位 长 度 .着 体积 为 这 广 方 体 体积 两 售 的 立方 体 的 边 长 是 x , 则 

rx-2=0. 

如 果 立 方 倍 积 问 题 可 解 , 则 我 们 一 定 能 用 直 尺 和 圆规 构造 出 长 度 为 
江 的 线段 .但 是 前 面 已 经 证 明 方程 (7) 没有 有 理 根 , 也 没有 二 次 不 尽 
根 . 这 样 一 来 ,立方 信 积 问题 是 不 可 解 的 . 

2) 三 等 分 任意 角 ”我 们 现在 要 证 明 只 用 直 尽 和 交规 兰 等 分 任 
意 角 一 般 说 来 是 不 可 能 的 .当然 , 像 90" 和 180" 那样 的 第 是 可 以 三 等 
分 的 .我 们 要 说 明 的 是 ,对 每 一 个 角 的 三 等 分 部 有 效 的 办 法 是 不 存在 
的 .为 了 证 明 这 一 点 ,只 要 证 明 有 .一 个 角 不 能 三 等 分 就 足够 了 ,因为 
一 个 合理 的 一 般 方 法 必须 适 下 于 每 一 种 情况 . 因此 如 果 我 们 能 够 证 
明 60" 角 只 用 直 尺 和 圆规 不 能 三 等 分 , 那 就 证 明了 -- 般 方法 是 不 存 
在 的 . 

如 图 6 一 4 所 示 , 我 们 从 60' 角 着 手 . 设 人 QOP = 60" ,并 设 线段 
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OP 的 长 度 为 1. 假定 二 等 分 任意 角 是 
可 能 的 .如 图 设 人 ROP = 8 = 20". 那 
么 ,点 民 的 级 坐标 一 定 是 有 理 数 或 二 
次 不 尽 相 ,这 相当 于 说 cos 8 = 17OR 
是 有 理 数 或 二 次 不 尽 根 . 我 们 需要 公式 
( 疯 第 2 章 $2.3 公式 (10)) 

cos 30 = 4cos’§ ~ 3cos 8， 


现在 cos 38 = cos 60" = 去 ,所 以 


4cos30 -3cos 0 = 点， 


令 了 = cos 8 并 代入 上 式 ,得 到 

8r3 -6r—-1=0. 
这 不 是 前 面 讨论 过 的 方程 (8). 这 个 方程 没有 有 理 根 ,也 没有 二 次 不 
尽 根 . 这 说 明 我 们 的 假定 是 不 对 的 .这 就 证 明了 三 等 分 任意 角 是 不 可 
能 的 . 

我 们 知道 ,60" 角 可 作 , 因 而 正六 边 形 可 作 . 阁 60" 角 可 二 等 分 ， 
则 正 18 边 形 可 作 , 有 从重 正 3 边 形 也 可 作 . 刚 才 已 经 证 明 ,60" 角 不 可 三 
等 分 ,因而 正 9 边 形 不 能 只 用 直 尺 和 圆规 作出 来 . 

3) 化 国 为 方 ” 考 虑 半径 为 1 的 单位 圆 . 它 的 面积 为 x, 现 在 构造 
一 个 边 长 为 x 的 正方 形 , 它 的 面积 为 ,于 是 rz = x,x = vx. 由 于 
v 二 是 一 个 超越 数 , 所 以 它 不 可 能 是 二 次 不 尽 根 , 因 此 "化 加 为 方 " 的 
问题 是 不 可 解 的 . 

自然 对 数 的 底 。 与 x 都 是 趋 越 数 .证 明 它们 是 超越 数 是 内 难 的 ， 
吸引 着 许多 数学 家 付出 巨大 的 劳动 去 进行 研究 ,直到 1873 年 埃 尔 米 
特 才 给 出 了 。 是 超越 数 的 证 明 . 他 认为 证 明 7 的 超越 性 更 困难 ,而 不 
敢 去 尝试 .他 给 友人 的 信 中 写 道 : "我 不 敢 去 试 着 证 明 x 的 超越 性 .如 
果 其 他 人 承担 这 项 工作 ,对 于 他 们 的 成 功 没 有 比 我 更 高 兴 的 人 了 ,但 


图 6-4 


86.2 尺 规 作 图 问题 197 ， 


是 请 相信 我 ,我 亲爱 的 朋友 ,这 决 不 会 不 使 他 们 花 去 一 些 力气 ” 九 年 
之 后 , 林 德 曼 在 1882 年 用 实质 上 与 埃 尔 米 特 相 辣 的 方法 证 明了 的 超 
越 性 . 


Ty 


日 直 尺 圆规 不 能 三 等 分 任意 角 是 指 , 直 尺 只 能 用 来 画 直 线 .圆规 
只 能 用 来 画 圆 ,而 不 能 作 别 的 用 途 . 只 有 在 这 时 定理 才 是 正确 的 .如 
果 容 许 直 尺 作 别 的 用 途 ,那么 可 作 图 的 范围 就 可 大 大 扩大 .为 了 说 明 
这 一 点 .下面 举 一 个 三 等 分 任意 角 的 例子 .这 个 例子 是 在 阿 基 米 德 的 
著作 中 发 现 的 . 


问题 ” 设 人 a 是 一 个 任意 角 . 求 ZB = 专人 a. 


p 


图 6-5 


解 在 图 6-5 中 ,向 左边 延长 和 a 的 底 边 .以 〇 为 心 ,以 7 为 
半径 作 半圆 .在 直 尽 上 标 出 A, 昌 两 点 使 AB = r. 计 B 点 保持 在 六 
周 上 ,和 直 尺 通过 点 已 , 消 动 并 转动 直 尺 ,让 A 点 落 在 底 边 延长 线 上 . 
直 尺 和 二 4 的 底 边 形成 一 个 角 :一 8. 这 就 是 所 求 的 角 . 

证 由 图 6-5,A4AB = BO 一 1= 人 B. 又 

2 = 3= 2 一 B. 


加 


由 外 角 定 理 ， 
La = LB+ LZL3 = 328. 
这 就 三 等 分 了 任意 角 - 
所 以 容许 直 尺 作 别 的 用 途 , 三 等 分 任意 角 就 是 可 能 了 . 
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习 题 


1 


1. Qi 是 所 有 形 如 (3) 的 数 构 成 的 域 , 取 = Y5 ,证明 其 扩 域 中 
的 数 具 有 形式 p + av5 ,其 中 pg € Qi- 
2. 直 线 


zt+ywy-1=02r-y+v2=0 
的 系数 在 域 (3) 中 .计算 它们 的 交点 坐标 ,并 验证 它 的 形式 为 (3). 


$6.3 正 多 边 形 作 图 


在 讲 费 马 数 的 时 候 曾 讨论 过 正 多 边 形 作 图 ,现存 对 正 多 边 形 作 
再 必 些 补充 讨论 .首先 回顾 高 斯 定理 . 

高 斯 定理 。 对 奇数 wn, 当 生 仅 当 wn 是 一 个 费 马 素数 ,或 者 若干 
个 费 马 素数 的 乘积 时 , 正 =” 边 形 才能 用 直 尺 和 圆规 作 图 . 
2 = 2 的 情况 是 平凡 的 ,不 包含 在 定理 之 中 .我 们 把 基本 结果 罗 
列 如 下 . 

1) 用 直 尺 和 国 规 可 等 分 一 个 任意 角 . 通 过 平分 180" 角 , 可 作出 
正四 这 形 .进而 作出 正 2" 边 形 ,n = 2,3,…. 

2) n = 3 是 第 一 个 费 马 案 数 :27 + 1 = 3. 我 们 会 作 正 二 角形 ,从 
而 会 作 正 3 : 2" 边 形 . 

3) x = 5 是 第 二 个 费 马 罕 数 ;2? + 1 = 5. 我 们 米 回 左 正 五 边 并 
的 作 图 . 

我 们 从 正 十 边 形 开始 .如 图 6 - 6 所 示 ,假定 一 个 正 下 边 形 内 接 
于 半径 为 1 的 圆 . 设 正 十 边 形 的 边 长 为 ,在 图 上 AB = x, 它 所 对 应 
的 中 心 角 一 ADB = 36". 从 而 人 人 OAB = 人 OBA = 72". 作 人 人 O4B 的 


平分 线 AC, 交 OB 于 C. 这 时 全 ACB, 人 AOC 都 是 等 腰 三 角形 ,并 且 


本 


a 


二 


$6.3 正 多 边 形 作 图 -199 . 


全 AOB 一 全 ACEB. 由 此 可 得 ， 


x 1—x Ci 


解 方程 得 x = (VS - 1)72{( 另 一 根 是 AN 
负 的 ,会 去 它 ). a 


由 前 面 的 讨论 知 ,V5 可 作 ，(Y5 
一 Ia 也 可 和 作 . 内 而 我 们 可 以 作出 
民 ; 由 此 可 作出 正 十 边 形 , 隔 点 相连 
就 可 作出 正 五 边 形 .w5 这 样 作 : 作 一 
直角 一 角形 ,使 由 角 边 分 划 是 1 和 2， 图 6 6 
则 斜 边 就 是 Y5. 
4) 前 面 曾 提 到 ,只 用 育 尺 和 圆规 不 可 能 作出 正七 边 形 .现存 我 
们 给 出 证 明 . 正七 边 形 的 顶点 是 方程 


z -1=0 {1) 
的 根 . 由 
z7-1=k(rz-lzet+tz+dxzx+l)=0 (2) 
可 知 z ~ 1 是 方程 的 一 个 根 , 其 它 根 满足 方程 
z5+zs+x4+zs+xzz+x+l= 一 0 (3) 
z? 除 (3) ,得 
z + 证 + 二 =< 十 过 +1=0， 


通过 简单 的 代数 运算 ,可 以 把 它 化 为 
(z+ LP+(r+t+i)-2z+ Li)-1=0. 
= z = 
令 y= zt+1vz 则 上 式 化 为 
+-2y-1=0. 《4) 
由 于 < 是 1 的 7 次 根 , 故 可 设 


2 2 
z= cosp+isinp,p = 


7 
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而 


两 式 相 加 就 得 出 y = 2cosy 

如 果 我 们 能 作出 y ,就 能 作出 cosg ,反之 亦 然 .如 果 我 们 证 明了 
> 是 不 能 用 尺 规 作 图 的 ,我 们 也 就 证 明了 正七 边 形 是 不 能 用 尺 规 作 
图 的 .根据 56.2 定理 1 的 系 ,只 需 证 明 方 程 (4) 没有 有 理 根 . 

假定 方程 (4) 有 一 个 有 理 根 + 人 ,其 中 + 与 ;没有 公 因 数 . 则 我 们 


a 


= cos g ~ isin ¢. 


有 

(二 + -2 二 -1=0， 
或 +ris—2r2—s? = 0, 
即 r+ rs 2rs = s2. 


由 此 可 敌 出 ,m3? 中 含有 因子 :, 而 s 中 含有 因子 7. 由 于 r,s 没有 公 因 
数 ,所 以 它们 必须 等 于 土 1. 这 样 一 来 .如 果 y 是 有 理 数 的 话 , 它 只 能 
取 1 或 -1. 把 这 些 数 代 入 方程 ,可 知 它们 都 不 是 根 .这 就 证 明了 止 -七 
边 形 是 不 能 用 尺 规 作 图 的 . 

5) 正 9 边 形 是 不 能 用 尺 规 作 图 的 ,因为 9 = 3x3, 是 两 个 相等 的 
费 马 素数 相 乘 . 正 11 和 13 边 形 也 是 不 能 用 尺 规 作 图 的 ,因为 这 两 个 
数 不 是 费 马 素 数 . 

6) 正 17 边 形 可 用 尺 规 作 图 的 .这 是 高 斯 的 一 -大 贡献 .他 把 从 十 
希腊 开始 2000 年 来 没有 进展 的 问题 大 大 推进 了 一 步 .高 斯 证 明了 可 
以 下 和 直 尺 圆规 作 正 17 边 形 , 并 且 自 己 完成 了 这 个 作 图 .对 这 个 作 赂 
有 兴趣 的 读者 可 参考 作者 的 《复数 , 复 函 数 及 其 应 用 》( 湖 南 教育 出 版 
社 ) 一 节 . 


$6.4 平行 公设 引起 的 思考 


欧 几 里 得 公设 中 的 1) 一 4) 都 很 容易 地 被 人 人 们 接受 了 . 唯 独 公 
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设 5) 从 一 开始 就 受到 人 们 的 怀 矣 .实际 上 受到 质疑 的 不 是 欧 几 里 得 
的 陈述 ,而 是 将 它 列 为 公设 .古代 就 有 人 :说 :… 它 完全 应 该 从 公设 中 易 
除 ,因为 它 是 一 条 定理 …”. 的确, 这 一 公设 看 起 来 确 像 一 条 命题 , 它 
的 陈述 性 语言 就 占 了 一 天 半 -. 

对 第 五 公设 的 研究 导致 了 非 欧 几何 的 诞生 .这 上 段 历史 大 致 可 以 
分 为 四 个 时 期 :1) 寻求 第 五 公设 的 证 明 时 期 ;2) 非 欧 几何 的 孕育 时 
期 33) 非 欧 几 何 的 诞生 时 期 ;4) 非 欧 几何 的 确认 时 期 . 

6.4.1 从 《几何 原本 》 诞 生 到 18 世纪 

这 期 间 有 两 种 途径 :一 是 用 更 为 自明 的 命题 代替 第 五 公设 ;二 是 
企图 从 欧 几 里 得 的 其 它 几 个 公设 中 推导 出 第 五 公设 来 . 多 年 来 提出 
的 替代 公设 的 有 : 

1) 存在 一 对 同 平面 的 直线 彼此 处 处 等 距离 . 

2)》 过 已 知 直 线 外 的 已 知 点 只 能 作 一 条 直线 平行 于 已 知 直线 . 

3) 存在 一 对 相似 但 不 全 等 的 三 角形 . 

4) 如 果 有 一 个 四 边 形 有 一 对 对 边 相 等 ,并 且 它 们 与 第 三 边 构 成 
的 角 均 为 直角 , 则 余下 的 两 个 角 也 是 直角 . 

5) 如果 四 边 形 有 三 个 角 是 直角 , 则 第 四 个 角 也 是 直角 . 

6) 至 少 存在 一 个 三 角形 ,其 三 角 和 等 于 二 直角 . 

7) 过 任何 二 个 不 在 同一 直线 上 的 点 可 作 一 圆 . 

3) 三 角形 的 面积 无 上 限 . 

今天 中 学 几何 课本 中 最 喜欢 用 的 是 上 述 的 2). 大 们 拒 它 归功 于 
苏格兰 物理 学 家 和 数学 家 普 雷 菲 尔 (J]. Playfair !748 一 1819). 

多 少 个 进 纪 以 来 ,从 欧 玫 里 得 的 其 它 假定 推出 第 五 公设 的 尝试 
是 如 此 之 多 ,差不多 够 一 个 军团 ,所 有 这 些 尝试 均 告 失败 ,其 中 绝 大 
多 数 或 迟 或 早 依 靠 了 与 该 公设 本 身 等 价 的 隐 含 的 假定 . 这 些小 作 的 
绝 大 多 数 对 数学 思想 的 发 展 没有 什么 现实 意义 . 直到 1733 年 意大利 
人 萨 谢 利 (CG. Saccheri) 才 做 了 关于 第 五 公设 (现在 也 叫 平 行 公设 ) 值 
得 注意 的 研究 成 果 . 
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6.4.2 ” 非 欧 几何 的 孕育 时 期 

在 第 一 阶段 虽然 没有 得 出 实质 性 的 成 果 , 但 却 积累 了 大 量 的 经 验 
与 资料 .第 二 阶段 的 主要 代表 人 物 是 萨 谢 利 , 兰 伯 特 和 勒 让 德 等 人 . 

萨 澳 利 1667 年 出 生 于 意大利 的 至 拉 蒙 .少年 早熟 ,23 岁 就 完成 
了 其 耶稣 会 神职 的 见习 期 ,然后 一 直 在 大 学 担任 教学 职务 .在 米兰 的 
那 稣 会 学 院 中 讲授 修 巷 学 .哲学 和 神学 时 ,他 读 了 欧 苞 里 得 的 《 原 
本 》, 并 且 蔷 心 于 强 有 力 的 归 雇 法 . 稍 迟 ,在 都 灵 教 哲学 时 ,他 发 表 了 
《逻辑 证 明 》(Logica demonstrativa) 一 书 , 其 中 的 主要 改进 是 应 用 归 
雇 法 来 处 理 形式 逻辑 . 几 年 以 后 ,在 帕 维 亚 大 学 任 数 学 教授 时 ,他 把 
他 喜爱 的 归 雇 法 用 于 对 欧 几 里 得 平行 公设 的 研究 . 他 为 这 项 十 作 微 
了 很 好 的 准备 :在 其 较 早 的 关于 逻辑 的 著作 中 已 经 灵活 地 处 理 了 定 
义 和 公 设 这 类 事物 .他 还 熟悉 其 他 人 讨论 平行 公设 的 著作 ,并 且 成 功 
地 指出 了 在 纳 总 - 埃 得 和 沃 利 斯 的 尝试 中 的 尿 误 . 

在 曾经 研究 过 否定 欧 几 里 得 平行 公设 会 得 到 什么 样 的 结 困 的 人 
当中 , 萨 谢 利 显然 是 第 一 个 试图 应 用 归 诺 法 来 证 明 这 一 著名 公设 的 . 
他 的 研究 结果 瑟 在 题 为 《排除 任何 雇 误 的 欧 里 得 》 的 一 本 小 书 中 ， 
这 本 书 是 于 1733 年 作者 去 其 前 几 个 月 在 米兰 出 版 的 .在 这 一 英作 
中 , 萨 谢 利 承认 《原本 》 的 前 二 十 八 命 题 ; 证 明 这 些 命题 不 需要 第 五 
公设 . 借助 于 这 些 定理 , 他 研究 等 腰 冯 直角 四 边 形 , 即 四 边 形 
ABCD{ 见 图 6 一 7), 在 其 中 ,AC = BD, 且 A 人 A 和 人 B 均 为 直角 . 作 
对 角 线 AD 和 BC, 租 利 几 全 等 定理 (包含 在 欧 几 里 得 的 前 二 上 八 个 
命题 中 ), 萨 澳 利 容易 地 证明 了 :人 C = 人 D .但 无 法 确定 这 两 个 角 的 
大 小 .当然 ,作为 第 五 公设 的 推论 ,可 推出 这 两 个 角 均 为 直角 ,但 是 他 
不 想 采 内 此 公设 的 假定 .因而 这 两 角 可 能 均 为 直角 ,或 均 为 钝 角 , 或 
均 为 锐角 . 萨 谢 利 在 这 里 些 持 了 开放 的 思想 ,并 且 把 这 三 种 可 能 性 命 
名 为 直角 假定 、 钝 角 假 定 和 锐角 假定 . 他 的 计划 是 .以 证 明 后 两 个 候 
定 导致 矛盾 来 排除 这 两 种 可 能 ,然后 根据 归 诸 法 就 只 剩 下 第 -- 个 修 
定 了 .但 是 这 个 假定 等 价 于 欧 几 里 得 第 五 公设 .这 么 一 来 ,平行 公设 
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就 考证 明了 ,网 几 里 得 假定 的 缺陷 就 被 排除 了 . 


Li 万 


图 6- 了 


萨 谢 利 以 其 娴熟 的 几何 技巧 和 卓越 的 逻辑 洞察 力 证 明了 许多 
定理 . 现 将 其 中 较 重要 者 列举 如 下 : 
1) 直角 假定 党 三 角形 内 角 和 等 于 两 直角 . 
一 给 定 一 条 直线 和 线 外 一 点 ,过 该 点 有 一 条 直线 
与 该 直线 不 交 . 
一 立 于 固定 自 线 上 的 定 长 释 线 的 顶点 轨迹 是 -: 条 
直线 ， 
2) 钝 角 假 定 二 三 角形 内 角 和 大 于 两 直角 
二 没有 平行 线 
-> 谋 于 冉 定 直线 上 的 定 长 垂 线 的 顶点 轨迹 是 由 曲 
线 . 
3) 锐角 假定 之 三 角形 内 肖 和 小 于 两 直 节 . 
地 给 定 一 条 直线 和 线 外 一 点 ,这 该 点 有 无 穷 多 条 直 
线 与 该 直线 不 相交 . 
之 立 于 而 定 直线 上 的 定 长 垂 线 的 顶点 轨迹 是 四 曲 
线 . 
可 异 的 是 , 萨 谢 利 的 著作 没有 带 来 多 大 影响 ,并 朋 没 过 多 久 就 被 
人 们 遗忘 了 . 直到 1889 年 才 被 他 的 同胞 贝尔 特 拉 米 CE.Beltrami， 
1835 一 1900) 戏剧 般 地 给 与 了 新 的 生命 . 
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1766 年 . 萨 谢 利 发 表 其 著作 之 后 33 年 , 瑞士 的 玉兰 伯 特 
(Lambext,1728 - 1777) 写 了 一 本 标题 为 (平行 线 理论 》 的 著作 , 作 了 
类 似 的 研究 ;不 过 ,这 部 著作 在 兰 伯 特 死 后 11 年 才 发 表 . 兰 伯 特 选 作 
基础 图 形 的 是 三 直角 四 边 形 , 它 可 以 看 作 是 :一 连接 萨 谢 利 等 采 双 直 
角 四 边 形 两 底 中 点 而 形成 的 “ 半 个 萨 谢 利 四 边 形 ”和 萨 谢 利 一 样 , 兰 
伯 特 按照 二 直角 四 边 形 的 第 四 个 角 是 直角 、 钝 角 或 锐角 作 了 三 个 不 
同 的 假定 . 

兰 伯 特 和 萨 谢 利 都 在 钝 角 和 锐角 的 假定 下 推演 出 了 不 少 命题 ， 
然而 , 兰 伯 特 走 得 更 远 .例如 ,和 和 萨 谢 利 一 样 ,他 证 明了 :在 这 三 个 假 
定 下 分 别 可 推出 三 角形 内 角 和 等 于 .大 于 或 小 于 两 个 直角 ;然而 ,他 
进一步 证 明了 :在 钝 角 假 定 下 大 于 两 个 直角 的 超出 量 和 在 锐角 假定 
下 小 于 两 个 直角 的 亏 量 均 与 三 角形 的 面积 成 正比 . 他 看 到 由 钝 角 假 
定 推出 的 几何 与 球面 几何 的 类 似 之 点 :在 球面 几何 中 .三 角形 的 面积 
与 其 球面 角 僵 成 正 引 .他 还 猜测 :由 锐角 假定 推出 的 几何 也 许 能 在 虚 
半径 的 球 上 被 证 实 ; 这 也 猜 对 了 . 

兰 怕 特 和 萨 谢 利 一 样 ,以 默认 直线 为 无 限 长 这 个 假定 来 取消 钝 
角 假 定 . 

兰 伯 特 的 几何 观点 是 十 分 先进 的 .他 认识 到 任何 -… 组 假设 如 果 
不 导致 矛盾 的 话 ,一 定 提供 一 种 可 能 的 几何 . 

用 归 廖 法 证 明 欧 几 里 得 平行 公设 的 第 一 个 卓越 的 贡献 是 由 法 国 
著名 数学 家 勒 让 德 (A.M .Legendre,1752 一 1833) 作出 的 .他 对 一 特 
殊 的 二 角形 的 内 负 和 做 出 三 个 不 同 的 假定 :等 于 、 大 于 或 小 于 两 直 
角 . 他 联合 地 过 认 直 线 的 无 限 性 , 国 而 取消 第 二 假定 ;但 是 ,尽管 他 作 
了 种 种 尝试 ,还 是 没 法 排除 第 三 个 假定 . 

勒 让 德 的 另 -个 重要 贡献 是 他 的 备 受 次 迎 的 著作 《几何 学 基本 
原理 》(Elements de geometrie) ,于 1794 年 出 第 一 版 . 他 对 欧 儿 里 得 
《原本 》 作 了 教学 法 上 的 改进 ,重新 安排 和 简化 了 许多 命题 ,成 为 现 
在 流行 的 形式 . 
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施 韦 卡特 (FF.K. Schweikart，1780 一 1859) ,一 位 法 学 教授 ,业余 
研究 数学 ,他 更 迈进 了 一 步 ,研究 非 欧 几 里 得 几何 .1816 年 ,他 写 了 
一 份 备忘录 ,于 1818 年 送 交 高 斯 征求 意见 .他 区 分 了 丙种 几何 : 欧 几 
里 得 与 假设 三 角形 内 角 之 和 不 是 两 直角 的 几 和 柯 .他 称 后 一 种 儿 何 为 
星空 儿 何 , 因 它 可 能 在 星空 内 成 立 . 它 的 定理 都 是 萨 谢 利 和 兰 伯 特 根 
据 锐 角 假 设 建立 的 定理 . 

陶 里 努 斯 (F.A. Taurinus,1794 一 1874) , 施 韦 卡 特 的 外 里, 接受 
田 父 的 建议 继续 研究 星空 几何 .虽然 他 证 实 了 一 些 新 结果 ,但 他 仍 做 
出 结论 :只 有 欧 郊 里 得 几何 对 物质 空间 是 正确 的 ,而 星空 几何 只 是 渤 
辑 上 相 容 - 

兰 伯 特 . 施 韦 卡 特 . 陶 单 努 斯 这 三 人 ,还 有 当时 一 些 其 他 人 都 承 
试 欧 几 里 得 平行 公设 不 能 评 明 . 这 三 人 也 都 注意 到 实 球面 上 的 几何 
具有 钝 角 假 设 为 基础 的 人 性质, 而 虚 球 面 皇 的 几何 则 具有 以 锐角 假设 
为 基础 的 性 质 . 这 样 , 所 有 三 个 人 都 认识 到 非 欧 几时 得 几何 的 存在 
性 ,但 他 们 都 失去 一 个 基本 点 , 即 欧 几 里 得 几何 不 是 唯一 的 在 经 验 能 
够 让 实 的 范围 内 来 描述 物质 空间 的 性 质 的 几何 . 

这 自 历 史 已 清楚 地 表明 非 欧 几何 已 是 赚 动 于 母 腹 中 的 婴儿 了. 
6.4.3 ” 非 欧 几 里 得 几何 的 诞生 

从 前 面 我 们 看 到 ,尽管 经 过 长 时 间 的 艰苦 努力 , 萨 谢 利 . 兰 伯 特 
和 新 让 德 还 是 没有 能 以 锐角 假定 为 前 提 扒 出 矛盾 . 在 此 假定 下 找 不 
到 矛盾 ,没有 什么 可 惊讶 的 ,入 为 现在 我 们 已 经 知道 ,由 某 一 组 基本 
假定 加 上 锐角 假定 推出 的 那 套 几何 ,和 由 冯 样 的 一 组 假定 加 上 直角 
假定 推出 的 殉 几 里 得 几何 一 样 ,是 良 相 容 的 .换言之 ,平行 公理 不 能 
镍 为 定 一 从 欧 儿 里 得 的 其 它 假 定 推出 , 它 独立 于 其 它 那 坚 假定 . 对 于 
两 千年 来 爱 和 传统 秽 匈 的 约束 ,坚信 欧 几 于 得 几何 无 妖 是 唯一 可 靠 的 
儿 何 ,而 任何 与 之 也 对 的 几何 系统 绝对 是 不 可 能 相 容 的 人 来 说 ,承认 
这 样 一 种 可 能 是 要 有 沾 寻 常 的 想象 力 的 . 

高 斯 是 真正 预见 到 非 欧 几 人 每 的 第 一 人 .不 幸 的 是 , 毕 其 一 生 高 斯 
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-没有 关于 此 命题 发 表 什 么 意见 .他 的 先进 思想 表示 在 他 通过 上 与 好 友 
的 通信 、 对 别人 著作 的 几 份 评论 ,以 及 在 他 死 后 从 稿 纸 中 发 现 的 几 份 
机 记 中 .虽然 他 克制 住 自 己 , 没 有 发 表白 己 的 发 现 ,但 是 他 竭力 鼓励 
别 天 坚持 这 方面 的 研究 .把 这 种 儿 何 称 为 非 欧 几何 的 正 是 他 

预见 到 非 欧 几何 的 第 二 人 人 是] 鲍 耶 (J. Bolyai) ,匈牙利 人 .他 是 
数学 家 下 ' 鲍 耶 的 儿子 .F : 饱 屯 与 高 斯 有 长 期 的 亲密 的 友谊 ,小 鲍 凶 
的 这 项 研究 受到 他 父亲 的 很 大 启发 ,因为 老 鲍 耶 早 就 对 平行 公设 问 
题 感 兴趣 . 早 在 1823 年 了 鲍 那 就 开始 理解 押 在 他 面前 的 问题 的 实 
质 . 那 年 他 给 父亲 写 了 一 封 信 , 说 明 他 热衷 于 这 项 工作 ,并 强调 说 : 
“我 要 白 于 起 家 创造 一 个 译 怪 的 新 世界 .”]. 鲍 耶 称 他 的 非 欧 几 何 为 
绝对 几何 ,他 写 了 一 篇 26 页 的 论文 《绝对 空间 的 几何 》, 出 版 时 作为 
附录 附 于 他 父亲 的 《为 好 学 青年 的 数学 原理 论著 》, 出 版 于 
1823 一 1833 年 间 .J' 鲍 耶 似乎 在 1825 年 已 建立 起 非 欧 几 何 的 惠 想 . 

虽然 人 们 承认 高 斯 和 J. 鲍 耶 是 最 先 料想 到 非 欧 几 何 的 人 .但 是 
俄国 数学 家 罗 妃 切 夫 斯 基 (N.1.Lobatchevsky,1793 一 1856) 实际 上 
二 发表 此 课题 的 有 系统 的 著作 的 第 一 人 . 罗 媚 切 夫 斯 基 一 生 中 的 大 
部 分 时 间 是 在 路 山 度 过 的 ,先是 学 生 , 后 来 任 数学 教授 ,最 后 是 当 校 
长 .他 关于 非 欧 几何 的 最 早 论 文 就 是 于 1829 一 1830 年 在 《 喀 山 通讯 》 
上 发 表 的 , 比 鲍 耶 著 作 的 发 表 早 二 到 三 年 .这 篇 论文 在 俄国 没有 引起 
多 大 注意 ,因为 是 用 俄 文 写 的 ,实际 上 在 别处 也 没有 引起 多 天 注意 . 

他 发 展 的 非 欧 几何 现今 被 称 为 软 巴 切 大 斯 基 儿 何 .他 赢得 了 “ 几 
何 学 上 的 哥 白 尼 " 的 称号 

在 罗 巴 切 大 斯 基 和 鲍 那 的 著作 发 表 若 十 年 后 ,整个 数学 界 才 对 
非 欧元 何 这 个 课题 给 予 更 多 的 注意 . 儿 十 年 后 这 项 发 现 的 真正 内 湖 
才 被 理解 .下 - :个 重要 任务 是 证 明 新 几何 的 内 在 相 容 性 . 
6.4.4 罗 巴 切 夫 斯 基 的 解答 


罗 巴 切 夫 斯 基 在 他 的 著作 《新 几何 原本 》 里 用 以 下 这 跋 话 描述 
了 他 所 给 出 的 第 五 公设 的 解答 要 点 : 
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“大 家 知 遵 ,直至 今天 为 止 ,几何 学 中 的 平行 线 理 论 还 是 不 完全 
的 .从 欧 几 里 得 时 代 以 来 ,两 千年 来 的 徒劳 无 益 的 努力 ,促使 我 怀疑 
在 概念 本 身 之 中 并 未 包括 那样 的 真实 情况 , 它 是 大 家 想 划 证 明 的 ,也 
是 可 以 像 别 的 物理 规律 一 样 单 用 实验 ( 璧 如 大 文 观 测 ) 来 检验 的 .最 
后 ,我 肯定 了 我 的 推测 的 真实 性 ,而 且 认 为 困难 的 问题 完全 解决 了 . 
我 在 1826 年 写 出 了 关于 这 个 问题 的 论证 .” 

这 段 话 集中 了 罗 巴 切 大 斯 基 的 新 观点 ,不 仅 给 出 了 了 关于 第 五 公 
没 的 问题 的 解答 ,而 且 使 几何 学 的 全 部 注意 力 转 移 到 新 的 方面 ,甚至 
还 不 单 是 几何 学 如 此 .他 的 解答 实质 二 包含 这 样 王 个 方面 : 

1) 公设 是 不 能 证 明 的 ; 

2) 几何 学 的 其 它 基 础 命题 添上 否定 公理 以 后 ,可 以 展开 一 种 与 
欧 几 里 得 风 何 不同 的 . 邮 辑 上 完整 调 畜 有 内 容 的 几何 党: 

3) 这 种 或 那 种 还 辑 上 可 能 的 几何 学 的 结论 ,在 应 用 到 现实 空间 
时 的 止 确 性 只 有 用 实验 来 作 检 验 . 逻辑 上 可 能 的 几何 学 不 应 该 当 作 
任意 的 退 辑 体系 来 研究 , 商 应 该 作为 促成 发 展 物 理 理 论 的 吓 能 途径 
和 方法 的 理论 来 研究 . 

这 后 -观点 在 后 来 的 斯 坦 的 相对 论 中 得 到 证 实 . 
6.4.5 ” 非 欧 几何 的 相 容 性 

虽然 罗 巴 切 夫 斯 基 和 饱 耶 在 他 们 对 于 以 锐角 假定 为 基础 的 非 欧 
玫 何 的 广泛 研究 中 没有 遇 到 对 盾 ; 虽 然 他 们 巷 至 相 和 偿 , 不 会 产 和 后世 
盾 ;但 是 仍然 有 这 种 可 能 ,如 果 这 类 研究 充分 地 继续 下 去 ,会 出 现下 
证 ,或 不 相 容 .平行 公设 对 于 欧 几 时 得 才 何 其 它 公设 的 独立 性 , 疱 峰 ， 
要 在 锐角 假定 相 容 性 做 出 之 后 才能 成 立 . 这 些 没 有 多 入 就 做 到 了 . 那 
是 贝尔 特 拉 米 ,凯利 ,F. 克 莱 因 , 庞 加 全 等 人 的 工作 . 办 法 是 在 欧 几 
里 得 几何 内 建立 一 个 新 几何 的 模型 ,使 得 锐角 假定 的 质 象 发 展 在 欧 
几 里 得 空间 的 一 部 分 上 得 到 表示 ,于 是 , 非 欧 见 何 中 的 任何 不 相 容 性 
会 反映 此 表示 的 欧 几 里 得 凡 何 中 的 对 应 的 不 相 容 性 .这 种 证 明 是 相 
对 相 容 性 的 一 种 ;如 果 欧 见 里 得 几何 是 相 容 的 , 则 可 证 明 罗 巴 切 夫 斯 
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基 几 何 是 相 容 的 .当然 ,每 个 人 都 相信 和 欧 几 里 得 几何 是 相 容 的 . 

胃 巴 切 夫 斯 基 的 非 网 几何 的 相 容 性 的 成 果 之 一 是 ,由 老 的 平行 
公设 问题 的 最 终 解 决 . 相 容 性 确定 了 下 述 事实 :平行 公设 独立 于 欧 几 
里 得 几 伍 的 其 他 假定 ,把 此 公设 当 定理 .由 其 它 假 定 扒 出 它 的 可 能 性 
是 不 存在 的 .因为 如 果 平 行 公设 可 被 推出 , 则 这 个 与 多 巴 切 大 斯 基 平 
行 公 设 矛 质 的 结果 会 在 非 敬 儿 何 体系 中 构成 不 相 容 . 北欧 风 何 的 相 
容 性 还 有 -… 些 后 果 , 其 影响 远 远 超过 了 平行 公设 问题 的 解决 .其 中 的 
一 个 重要 后 果 是 ,几何 学 从 传统 的 模型 中 解放 了 了 出 来 .几何 学 的 公 
设 . 对 数学 家 来 说 ,仅仅 是 假定 ,其 物理 上 的 真 与 假 用 不 着 考虑 ;数学 
家 订 以 随心 所 窝 地 选取 公设 ,只 要 它们 彼此 相 容 . 当 数 学 家 采用 公 没 
这 个 词 时 ,并 不 包含 “自明 ”或 “真理 ”的 意思 . 有 了 发 明 " 人 造 的 几 
何 ” 的 可 能 . 

事实 上 . 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 相 容 性 不 仅 解放 了 儿 何 学 ,对 于 整 
个 数学 也 有 类 似 的 影响 ,数学 显现 为 人 类 思想 的 自由 创造 物 . 

6.4.6 黎 曼 的 非 吏 几何 

我 们 已 经 看 到 , 钝 角 假 定 被 所 有 在 此 课题 上 探索 过 的 人 所 抛弃 ， 
因为 它 与 直线 无 限 长 的 假定 柑 了 矛盾. 认 出 以 钝 角 假 定 为 基础 的 第 一 
种 非 芯 儿 何 的 基 德 国 数学 家 G.F.B. 黎 曼 (Riemann.1826 一 L866). 
这 是 他 在 1854 年 讨论 无 界 和 无 限 概 念 时 得 到 的 成 果 . 虽然 欧 几 电 得 
的 公设 2 断言 :直线 可 斌 无 限 延 长 ,但 是 ,并 不 必定 编 涵 直线 就 长 短 
而 局 是 无 根 的 .只 不 过 是 说 : 它 是 无 端的 或 无 界 的 . 例如 ,连接 蒜 上 两 
点 的 大 圆 的 弧 可 被 沿 着 该 大 圆 无 限 延 长 ,使 得 延 色 了 的 弧 无 器 ,但 确 
实 就 长 短 而 言 它 不 是 无 限 的 .现在 我 们 可 以 设想 :一 条 自 线 可 以 类 似 
地 运转 ,并且 ,在 有 限 的 延长 之 后 , 它 又 回 到 它 本 身 .由 于 黎 坚 把 无 界 
和 无 限 的 概念 分 辩 清 了 ,可 以 证 明 . 人 人 能 实现 满足 钝 角 假定 的 一 种 
内 相 容 的 几何 ,如 果 网 儿 里 得 的 公设 1,2 和 5 作 如 下 修正 的 话 : 

1) 两 个 不 同 的 点 至 少 确定 一 条 直线 . 

2) 直线 是 无 界 的 . 
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3) 平面 上 任何 两 条 直线 都 相交 . 

这 第 二 种 非 欧 岂 何 道 常 被 称 作 获 曼 非 欧 几何 . 

仔细 地 阅读 欧 几 里 得 的 公设 ! 和 公设 2, 就 会 知道 ,它们 实际 上 
说 的 正 是 公设 1) 和 2) 所 说 的 意思 

由 于 罗 巴 切 夫 斯 基 的 和 黎 曼 的 非 欧 几 何 的 发 现 , 几 何 学 从 其 传 
统 的 束缚 中 解放 出 来 了 ,从 而 为 大 批 新 的 .有趣 的 几何 的 发 现 开辟 了 
广 冰 的 道路 .这 些 新 儿 何 有 : 非 阿 基 米 德 儿 何 , 非 笛 沙 格 儿 何 , 袭 达 儿 
何 , 非 黎 受 几何 ,有 限 儿 何 ( 它 只 包含 有 限 多 的 点 ` 线 和 摧 ) ,等 等 .这 
些 新 几何 并 不 是 毫 无 用 处 的 .例如 在 爱 因 斯 坦 发 现 的 广义 相对 论 的 
研究 中 ,必须 用 一 种 非 欧 几何 来 描述 这 样 的 物理 空 滞 ,这 种 非 欧 儿 何 
大 歼 虹 几何 的 一 种 .再 如 ,由 1947 第 对 视 空间 (从 止 常 的 有 双 上 月 视觉 
的 人 心理 上 观察 到 的 空间 ) 所 做 的 研究 得 出 结论 :这 样 的 空间 最 好 
月 岁 也 切 夫 斯 基 非 欧元 何 来 揪 述 . 

65.4-7 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 

出 于 平行 公设 的 不 同 而 带 米 了 网 区 几何 与 非 欧 儿 何 的 一 些 本 质 
不 同 , 例 如 .在 罗 巴 切 太 斯 基 的 几何 中 三 角形 的 内 角 和 总 小 于 180 
就 是 -- 个 苦 名 的 例子 . 这 里 再 列举 一 些 木 质 的 不 同 ， 

半径 无 限 大 的 圆周 的 极限 不 是 直线 .而 延 一 种 曲线 , 叫 作 极限 
较 ;通过 不 在 一 条 非 欧 直线 上 的 一 点 ,并 不 总 能 作 - 一 个 非 欧 圆 , 而 能 
做 的 或 者 是 非 欧 阅 ,或 者 是 极限 圆 ,或 者 是 等 距 线 ( 即 与 -条 非 欧 直 
线 等 距离 的 点 组 成 的 线 ); 

不 存在 面积 任意 大 的 非 欧 三 角形 ; 

蝴 个 非 敬 三 角形 相似 就 全 回 ; 

毕 达 哥 拉 斯 定理 不 成 立 ; 等 等 . 

这 里 党 要 特工 指出 的 基 . 人 在 充分 个 的 区 域内 非 欧 及 和 何 与 欧 氏 几 
何 的 差异 是 非常 小 的 ; 反 域 越 小 ,这 种 差异 就 越 小 ,例如 在 充分 小 的 
三 角形 里 ,普通 三 角 学 的 公式 是 相当 精确 地 描述 了 三 角形 内 边 与 角 
的 关系 .在 我 们 现实 牛 活 的 领域 内 ,我 们 还 无 法 确定 ,究竟 是 欧 氏 几 
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何 , 还 是 非 欧 几何 更 符合 我 们 的 静 实 空间 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 的 几何 也 称 为 双 曲 几何 ,高 斯 与 鲍 耶 的 几何 也 属 
于 这 一 几何 , 即 三 角形 内 角 小 于 180" 的 几何 .为 了 理解 这 种 几何 的 
某 些 古怪 论点 ,我 们 不 妨 看 一 看 这 种 几何 对 某 些 命题 的 证 明 . 

定理 ( 角 角 角 ) ”车 一 个 三 角形 分 别 与 另 一 个 三 角形 的 三 个 角 
相等 , 则 这 两 个 三 角形 全 等 . 

注 “在 欧 氏 几何 中 两 个 三 角形 的 三 个 角 分 别 相等 , 则 这 两 个 一 
角形 相似 ,但 它们 不 一 定 全 等 . 两 个 不 同 的 相似 一 角 虑 可 能 有 不 同 的 
边 长 ,不 同 的 面积 ,但 是 在 非 欧 几何 里 却 出 现 了 奇怪 的 现象 :两 个 
角形 相似 就 全 等 . 

欧 几 里 得 的 全 等 三 角形 的 定理 出 现在 第 五 公设 之 前 .也 就 是 说 ， 
它们 没有 用 到 第 五 公设 .因而 这 些 定理 在 非 欧 几何 中 依然 有 效 .现在 
我 们 就 用 在 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 中 都 成 立 的 全 等 定理 ,来 证 明 上 面 


(a) 


证 ” 设 公 ABC, 全 DEF( 见 图 6 一 8) 满足 条 件 人 1 = 4. 一 2 
= 一 5,3 = 6, 要 证 全 ABC 兰 售 PDFF .根据 角 边 角 定 理 , 我 们 只 
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需 证 AB = DE. 今 用 反 证 法 . 设 :AB < DE. 作 DG = AB, 作 
DGH = 人 2. 由 角 边 第 定理 ,全 ABC 全 全 DG 五 .从 而 
LDGH = LA2 = AL5.LDHG = AL3= 一 6. 
今 研 究 四 边 形 GEFH .在 四 边 形 GEFH 中 ， 
ZEGH = 180° - LDGH = 180° - AS， 
LFHG = 180° - LDHG = 180° - ZL6. 
在 四 边 形 GEFH 中 ,四 内 角 之 和 为 
{180° - 5) + 180° - 6+ AL5+ -6 = 360°. (1) 
连接 GF 将 四 边 形 分 为 两 个 二 角形 . 每 个 二 角形 的 内 角 和 者 小 于 
180° ,所 以 两 个 三 角形 内 角 和 小 于 360". 这 与 与 (1) 矛盾 .这 说 明 , 假 
定 AB 关 DE 不 正确 ,所 以 AB = DE. 再 用 角 边 角 定 理 就 知道 ， 
人 ABC = DEF. 
证 明 中 用 的 关键 事实 是 ,在 非 欧 几 何 中 每 个 二 币 形 的 内 角 利 都 小 于 
180" .由 此 我 们 还 可 以 看 出 ,在 非 欧元 何 中 ,不 同 的 三 角形 其 内 有 和 
也 不 相同 . 在 欧 氏 几 何 中 ,已 知 三 角形 的 两 个 角 可 确定 它 的 第 三 个 
第 .在 非 欧 氏 拖 何 中 ,已 知 三 角形 的 两 个 角 不 能 确定 它 的 第 三 个 角 、 
当时 鲍 耶 说 ,他 创造 了 一 个 “全 新 的 世界 ”现在 不 难 钵 会 ,他 的 确 创 
造 了 一 个 全 新 的 世界 . 
6.4.8 爱尔兰 根 纲 领 

正如 前 而 指出 的 ,由 于 非 欧 郊 何 的 诞生 ,几何 学 从 其 传统 的 束缚 
中 解放 出 来 了 ,从 而 大 批 新 的 几何 学 诞生 了 .于 是 出 现 了 这 样 的 问 
题 :什么 是 几何 学 ?几何 党 是 研究 什么 的 ? 

1872 年 . 人 在 爱尔兰 根 大 学 哲学 教授 评议 会 1[-,F. 克 药 
(1849 一 1925) 按照 惯例 作 其 专业 领域 的 就 职 演讲 .演讲 以 他 本 人 和 
挪威 数学 家 S. 李 (1842 一 1899) 在 群 论 方面 的 工作 为 基础 ,给 ”几何 
学 " 下 了 一 个 著名 的 定义 .就 其 本 质 而 言 ,是 对 当时 存在 的 几何 学 进 
行 了 整理 ,并 为 几何 学 的 研究 开辟 了 新 的 ,富有 成 果 的 途径 .这 个 演 
讲 连同 他 提倡 的 几何 学 研究 的 规划 ,已 成 为 人 们 所 熟悉 的 爱尔兰 根 
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克 莱 内 的 基本 观点 荐 ,每 一 种 几何 都 出 变 换 群 所 刻画 ,并 且 每 种 
几何 要 做 的 就 是 考虑 这 个 变换 群 下 的 不 变量 .此 外 ,一 种 见 何 的 子 几 
何 就 是 考虑 原来 安 换 群 的 子 群 下 的 一 族 不 变量 .在 这 个 定义 下 ,相应 
于 给 定 变 换 群 的 儿 何 的 所 有 定理 仍然 是 子 群 中 的 定理 . 

克 莱 因 也 提出 对 一 一 对 应 连续 变换 下 具有 连续 逆 变 换 的 不 变量 
进行 研究 -这 是 现在 叫做 同 肘 的 一 类 变换 ,在 这 类 变换 下 不 变量 的 赋 
究 是 折 扑 学 的 主题 .把 拓扑 党 作为 一 门 重要 的 几何 学 科 , 这 在 1872 
秆 是 一 个 天 胆 的 行动 . 

克 莱 因 的 综合 与 整理 指引 了 几何 思想 有 50 年 之 久 . 

按照 克 莱 因 的 说 法 ,存在 七 种 相关 的 平面 儿 何 .其 中 包括 欧 几 里 
得 几何 , 双 曲 几何 和 椭圆 儿 何 .!910 年 英国 数学 家 沙 默 维尔 (D.M.Y 
Sammerville) 作 了 了 进一步 细 分 ,把 平面 几何 的 数目 从 七 种 增加 到 九 种 . 

”但是 ,不 是 所 有 的 几何 都 能 纳入 到 克 莱 因 的 分 类 方案 中 的 . 芋 然 
这 茜 因 的 观点 不 能 无 所 不 包 , 但 它 确 能 给 大 部 分 的 几何 提供 一 个 系 
统 的 分 类 方法 ,并 提示 很 多 可 供 研 究 的 问题 . 

他 所 强调 的 变换 下 不 变 的 观点 已 经 超出 数学 之 外 而 进入 到 力学 
和 理论 物理 中 去 了 -变换 下 不 变 的 物理 问题 ,或 者 物理 定律 的 表达 方 
式 不 依赖 于 坐标 系 的 河 题 ,在 人 们 注意 到 去 克 斯 书 尔 方程 在 洛 仑 兹 
变换 ( 仿 射 几 何 的 四 维 子 群 ) 下 的 不 变性 后 ,在 物理 忠 想 中 都 变 得 很 
重要 .这 种 思想 路 线 引 向 了 相对 论 . 

同 顾 见 何 与 代数 的 差别 ,我 们 可 以 这 样 说 ,几何 学 基本 上 是 研究 
不 变量 的 ,而 代数 学 基本 上 是 研究 结构 的 . 

6.4.9 各 种 几何 与 物理 空间 

欧 氏 几何 省 生 最 早 , 忆 有 二 千 多 年 的 历史 . 绝 大 多 数 人 从 小 接 磐 
的 就 是 欧 氏 几何 .这 个 但 对 善 通 的 平民 折 姓 而 言 是 这 样 ,就 是 在 数学 
家 中 ,即使 在 20 世纪 的 今天 ,懂得 非 欧 几何 的 人 也 是 少数 .一 个 根深 
蒂 固 的 思想 是 ,我 们 生活 的 空间 是 殉 氏 空间 ,或 者 说 , 欧 氏 几何 是 物 
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理 空间 的 几何 ,是 关于 空间 的 真理 . 这 种 思想 在 一 下 多 年 前 , 非 欧 几 
何刚 刚 诞 生 的 时 期 更 是 占 绝 对 的 统治 地 位 .以 至 于 在 许多 年 中 ,与 之 
相悖 的 任何 思想 ,包括 高 斯 的 ,都 被 拭 之 门 外 . 数学 家 康 托 尔 曾 这 样 
评述 这 种 无 知 的 保守 : 一 用 错误 的 结论 被 广泛 接受 ,那么 它 将 不 会 轻 
易 地 放弃 ,而 且 对 它 禾 得 越 少 , 则 它 的 地 位 越 牢 国 . 罗 巴 切 夫 斯 基 和 和 
鲍 耶 的 著作 发 表 后 三 十 年 左右 的 时 间 中 ,除了 人 少数 几 个 数学 家 外 , 几 
平 所 有 数学 家 都 对 其 置之不理 ,它们 被 视 为 异端 邪说 .有 有 有些 数学 家 并 
不 否认 它们 的 逻辑 上 的 一 致 性 , 另 一 些 则 相信 它们 必定 包含 着 所 上 盾 
因而 毫 无 价值 .几乎 所 有 的 数学 家 都 坚持 袍 信和 .物理 空间 的 几何 必须 
是 欧 氏 几何 .1855 秆 高 斯 死 后 (此 时 他 的 声 户 已 无 人 可 比 ) ,他 的 笔 
记 中 的 材料 被 公之于众 . 歼 曼 于 1854 年 写 就 的 论文 在 1868 年 发 表 
时 使 得 许多 数学 家 相信 和 非 欧 儿 何 也 可 以 是 物理 空间 的 几何 , 单 基 还 
丰 别 的 元 何人 存在 就 已 是 一 个 令 人 人 震 售 的 事实 了 ,然而 更 今 人 震惊 的 
基 , 你 不 再 知道 哪个 是 正确 的 ,或 首 究 竟 有 没有 正确 的 . 

非 欧 几何 下 其 隐 含 的 关于 几何 真理 性 的 内 容 话 交 被 数 学 家 们 所 
接受 .但 并 不 是 由 于 它 的 适用 性 的 任何 论据 被 加 强 了 ,而 是 正如 普 包 
克 : 这 位 量子 力学 的 蔓 基 人 在 本 世纪 初 所 说 的 ;-- 个 新 的 科学 真理 
并 不 是 传说 服 它 的 对 手 并 使 其 看见 真理 之 光 取 胜 , 听 是 出 于 它 的 对 
手 死 了 ,新 的 一 代 热 悉 它 的 人 成 长 起 来 广 .” 

所 有 这 些 奇 怪 的 几何 都 可 与 欧 氏 几何 比 歼 , 英 至 有 可 能 取 枸 代 
之 .这 种 想法 千 蝗 起 来 很 是 荡 雇 .但 是 高 斯 接受 了 这 一 品 能 性 . 翅 论 
他 是 否 确实 使 用 了 他 在 1827 年 写 的 论文 中 记录 的 测 蕊 方法 来 愉 验 
非 欧 几何 的 适用 性 ,他 是 第 -个 肯定 非 欧 玫 何 的 真理 性 的 大 - 

根据 他 的 -篇 传记 可 知 ,上 岗 斯 曾经 试图 检验 这 -- 观 点 .他 注意 到 
在 欧 氏 几何 中 注 角 形 内 第 和 为 180° ,而 在 韭 欧 也 何 中 三 角形 内 和 角 和 
小 于 3189 ,他 管 论 了 玉 年 时 间 对 汉诺威 工 国 进 行 测量 ,并 记录 了 数 
据 .因此 有 可 能 他 用 这 些 数据 来 测量 三 角形 的 内 角 和 . 在 1827 年 写 
的 一 篇 著名 的 论文 中 ,高 斯 注意 到 由 布 诺 表 山 (Brocken) . 雷 赫 海 根 
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山 (Hohehagen) 和 英 色 人 怕 格 !li(Inselberg) 三 座 山 峰 构 成 的 三 角形 内 
角 和 为 180"15 .这 什么 也 证 明 不 了 ,因为 测量 误差 远大 于 13 , 也许 
正确 的 和 不 会 超过 180' .高 斯 一 定 意识 到 这 个 三 角形 太 小 了 .因为 在 
他 的 非 欧 儿 何 中 ,三 角形 内角 和 与 180" 的 偏离 程度 正比 于 它 的 面 
积 .只 有 非常 巨大 的 三 角形 ,比如 在 天 文学 研究 中 的 三 角形 ,才能 显 
示 出 明显 的 偏离 . 然而 高 斯 还 蚌 相 信和 这 门 新 的 几何 和 欧 氏 几何 一 样 
有 实用 性 . 

软 巴 切 夫 斯 基 也 考虑 了 他 的 元 何在 物理 空间 中 的 应 用 ,| 痢 且 确 
实 给 出 了 让 据 , 涪 明 它 可 用 于 非常 大 的 几何 图 形 . 因 此 ,到 了 19 世纪 
30 年代 , 非 欧 几 何 已 不 仅仅 是 少数 元 个 人 接受 了 .而 且 它 在 物理 空 
间 的 适用 性 被 认为 至 少 是 可 能 的 了 . 
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数学 作为 一 个 创造 性 的 学 科 , 按 三 个 基本 步骤 运行 :1) 体验 一 
个 问题 ,并 从 四 发 现 一 个 模式 ;2) 定义 一 个 符号 系统 来 表达 这 一 模 
式 ;3) 把 这 个 符号 系统 组 织 为 一 个 系统 的 诸 言 - 
G.C.M. Report 
在 数学 中 ,要 紧 的 不 是 记号 而 是 概念 . 
C.F .高 斯 
同 余 理 论 是 初等 数论 的 一 个 重要 的 组 成 部 分 ,稀有 理论 价值 义 
有 实际 应 用 . 同 余 是 可 除 性 的 符号 语言 ,在 西方 是 由 高 斯 最 先 引 进 
的 .本 章 将 讨论 同 余 的 概念 和 理论 .并 给 出 一 些 重要 而 有 趣 的 应 用 . 
在 数论 中 一 般 只 讨论 正 整数 ,但 在 讨论 同 余 理论 的 时 钴 我 们 把 
范围 扩大 ,而 讨论 全 体 正 负 整数 .但 当 我 们 说 到 家 数 , 除 数 ,最 大 公约 
数 时 ,仍然 把 它们 看 成 正 整数 . 
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7.1.1 同 余 的 定义 

定义 ”给 定 一 个 正 整数 六 ,把 它 电 向 模 . 如 果 册 wz 去 除 整 数 4 
和 8 所 得 的 余数 相同 .我 们 就 说 a ,5 对 模 m 辣 余 , 记 作 
4 所 (mod 17); (1) 
如 果 余数 不 同 , 我 们 就 说 a ,5 对 模 m 不 同 余 , 记 为 
a bl(mod m). 


同 余 式 (1) 读 作 “a 同 余 于 5, 模 m”. 同 余 式 (1) 意味 着 m1 (5 一 a)， 
即 
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< -b= mk(k 是 整数 ). 
例 1) 24 寺 9(mod 5), 因 为 24-9= 15=5.3. 
2) 47 三 11(mod 9), 因 为 47 一 11 = 36 = 9.4. 
3) ,11 三 5(mod 8), 因 为 -11-5=-16=8-.(-2) 
4) 81 二 OC(mod 27),81 -0=81=27.3 
最 后 一 例 表 明 ,在 一 般 情 况 下 我 们 可 以 用 同 余 式 
a = 0{mod m) 
表明 w 能 整除 4. 例如 ,一 个 数 是 偶数 可 改写 为 4 三 0(mod 2). 类 似 
地 ,一 个 数 是 奇数 可 以 写 为 a 二 1(mod 2). 
同 余 的 概念 来 自 日 常 牛 活 . 例如 :“ 星 期 三 有 -次 课 ”, 就 含有 同 
余 的 概念 ,所 用 的 模 是 7. 我国 古 代用 的 干支 纪年 也 属于 此 类 ,其 模 
为 60 ,每 隔 60 年 循环 一 次 .我 国 对 间 余 式 的 研究 有 很 光荣 的 历史 ,如 
孙子 算 经 有 “ 物 不 知 其 数 "一 题 ,这 就 是 同 余 式 研究 的 开始 . 这 -- 问 
题 的 原文 如 下 : 


“ 今 有 物 不 知 其 数 , 三 =: 数 之 剩 一 , 寻 五 数 之 剩 守 ,七 七 数 之 剩 
一 , 癌 牺 几何 7 
这 个 疝 题 同 余 的 符号 表示 就 是 , 求 正 整数 x ,使 得 下 式 成 立 : 


7 三 2(mod 3), 
3(mod S)， 
2{mod 7)、 
这 三 个 癌 余力 程 的 公共 解 就 是 问题 的 答案 . 
7.1.2 ” 同 余 式 的 基本 性 质 
间 余 式 的 记 法 使 我 们 想起 等 式 ,事实 上 ,网 余 式 和 等 式 有 一 些 相 
同 的 性 质 ,最 简单 的 是 以 下 三 个 : 
1) 反 届 性， 4 sa(mod mn); 
2) 对 称 性 ， a 三 b(mod mm) 闻 bp 二 a(mod m); 
3) 传递 性 ， < 二 pmod mm) 和 和 6 三 c(mod mm) 地 


ea = cmod m). 


x 
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3) 的 证 明 . 前 两 式 意 昧 着 
a 一 二 mk,b 一 c= m1， 此 ,1 为 整数 . 
从 而 a-c=a-b+b -c= mk+m= m(k+/). 
所 以 ”a 二 clmod m). 
例 ”由 13 三 35Cmod 11),35 二- 9{mod 11) 可 推出 
13 生 ~ 9(mod 11). 
对 于 给 定 的 数 5 和 模 in ,所 有 问 余 于 5 模 wm 的 数 就 是 算术 数列 
B+ Rr, R=0,+1,+2,. 
有 趣 的 是 ,通常 的 等 式 也 可 写 为 一 种 同 余 式 , 即 模 为 0 的 同 余 式 ,这 
只 要 取 
4 = 6 {mod 0). 
这 时 a 一 =0- 天 或 和 一 访 - 


这 样 ,等 式 就 作为 特殊 的 同 余 式 而 出 更- 但 是 在 数学 文献 中 很 少 感 于 
这 种 表示 . 

以 下 我 们 总 假定 模 mw 宇 2. 在 同 余 式 (1) 中 ,车 0 所 5 < , 则 称 
4 是 模 m 的 最 小 非 负 剩余 ;车 1 记 4 达 rx , 则 称 思 是 对 模 mr 的 最 小 正 
剩余 . 

定理 1 a 同 余 于 5 模 mw 的 充 要 条 件 是 4 和 5 被 wm 整除 后 所 得 
的 最 小 非 负 余数 相等 .换言之 , 若 


4 Yi OSr<m 


站 二 dzz + ra ONro<m 
则 -= 
证 由 
cd 一 er ra), 
知道 ,mm ; (a -5) 的 充 要 条 件 是 wz1 (rt 一) 出 于 0 莽 1 站 一 疡 | < 阅 ， 
必 有 一 rz = 0, 央 x = .这样 一 来 ,任何 整数 a 都 可 写 为 


人 二 大 me 十 天) {2) 
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这 里 六 是 整数 ,r 是 下 面 数 中 之 一 :0,1,2,…,m 一 1. 

例 1)a=1i,m =7. ll=7.1+4 

2)a=-1llm=7.-11=7-(-2}+3. 
7.1.3 ”向 余 式 的 四 则 运算 

在 研究 同 余 式 的 运算 时 ,自然 地 ,我 们 将 它们 与 代数 中 的 等 式 类 
比 . 但 要 注意 类 比 不 是 等 同 .我 们 是 要 找 出 共同 点 ,又 要 找 出 不 同 点 . 
共同 点 是 , 同 余 式 可 以 相 加 、 相 减 、 相 乘 ,这 些 运算 与 等 式 运算 ~ 样 ， 
也 都 成 立 . 不 同 点 表现 在 除法 上 .我 们 访 给 巴特 别 的 注意 . 

1) 着 < 二 pmod mmr),c 尘 d(mod 加 ), 则 


+c=b+ d(mod nm). 


和 Re dt+mi, (3) 
从 而 at+c=H64d+tm(k+ti), 
此 式 即 w+eb + d(lmod rm). 
闻 样 的 办 法 可 以 证 明 


2) 着 4a 三 b(mod mm),c 三 d{(mod 2), 则 
a—-c=b-d(modm). 


例 11 寺 -5(mod 8),7 三 -9(0mod8)， 
相 吉 得 18 三 - 14(mod 8), 
相 减 得 4 三 4(mod $8). 


3) 车 a 寺 b(mod m),e 三 d(mod m), 则 ac = bd (mod za) 
证 ”由 (3) 
ac = (p+ mR}Cd + mit) = bd + m(kd + bl + mhi), 
所 以 cac 二 bd {mod m). 
例 ” ”11 寺 - 5(mod 8),7 三 -9(mod 8). 两 式 相 乘 得 
77 = 45(mod 8). 
注 车 4 二 5(mod m), 而 c 是 任 一 整数 , 则 
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ac = be {mod rm ). 

这 是 性 质 3) 中 ec = 4 的 特殊 情况 . 

例 ”车 11 寺 -5(mod 8), 则 33 尘 -15(mod 8) .这 是 同 余 式 两 
边 乘 3 得 到 的 . 

一 个 自然 的 问题 是 , 在 什么 时 候 我 们 可 以 在 同 余 式 ac 三 
如 (mod rn) 中 消去 公 因 数 c. 注意 ,在 这 里 同 余 式 的 性 质 不 问 于 等 
起 

例 ”22 三 -2(mod 8) 但 约 去 2 后 ,就 得 出 11 二 -1(mod 8), 这 
是 不 对 的 .这 说 明 相 乘 是 无 条 件 的 , 相 消 就 要 加 条 件 . 下 面 的 5).6)， 
7) 提供 了 在 什么 条 件 下 同 余 式 两 边 梁 数 可 以 相 消 . 

4) 若 a 三 B56(mod mm) ,这 0, 则 ak 二 在 (mod ng). 

证 4 二 blmod m)w>a -b= niak — bk = nik 

> ka = kb {mod km ). 
5) 若 a 二 6(mod m),d 是 a,b 和 和 mw 的 公 因数 , 则 


所 二 名 (mod 爷 ). 


证 设 则 ee = aid, = bid,m = mid, 则 
a b(mod m)>a -b= mi, 
ad -bd = mdl 一 ar-bi= mi 


之 a 三 加 (mod mi) 时 第 号 (mod 襄 ). 
人 性质 4) 与 5) 构成 一 种 对 伪 关 系 , 即 模 与 同 余 式 可 同 滋 同 除 一 数 . 

例 ”考虑 同 余 式 33 三 15tmod 9)S3. 11 三 3.5(mod 9). 由 
(3,9) = 3, 用 5) 得 11 二 5(mod 3). 

6) 车 a 二 blmod mi),adlm,d > 0, 则 a 二 6b(mod qd). 

证 设 访 = md 

a-b= m= midl=>a=6(mod d). 
秽 14 王 4(med 10)>14 二 4(mod 5);14 二 4 二 0(mod 2). 


ll 
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7) 如 果 ca 二 cp(mod nn),d = (c,n) 是 c,n 的 最 大 公约 数 , 则 


& 三 blmod 也) 
证 ”根据 假设 ,我 们 有 
cla-b)= ca -cb = kn(k 是 整数 )， 
既然 (c,n) = qd 故 可 设 c = dci,n = kn1. 所 以 
deila — 6b) = kdniScla - b) = kn,, 
因此 lela -tn = 1=>n|(e -ba b(mod rn1}. 
换言之 ， < 二 0(mod 全 ) 
当 (c,n) = 1 时 ,直接 从 同 余 式 两 边 消去 c ,不 必 改 变 模 . 
票 1 车 cu 三 吧 (mod n), 有 (cn) = 1, 则 w= b(mod n). 
例 ” -35 三 45{mod 8) 
5. (7)=5-9(mod 8)=> - 7 = 9(mod 8). 
系 1 的 特殊 情况 是 
系 2 若 ca 三 co(mod p),p 是 康 数 日 ptc, 则 a 二 bp(mod p). 
例 4 二 48(mod 11), 约 去 4, 得 1 二 12(mod 11). 
7 了 .1.4 同 余 式 的 方 赛 
作为 同 余 式 飞 法 的 推论 ,我 们 可 以 得 到 关于 同 余 式 的 方 寡 . 
8) 车 a 三 6b(mod m2) ,WM a = 6* (mod mr) 
这 一 结果 可 以 用 来 求 一 个 数 的 高 次 每 被 某 数 除 的 余数 
例 38 一?(mod 7)， 


解 9 3 二 2(mod7), 3 二 4(mod 7)， 
3 = 16=2(mod 7), 3 二 4(mod 7)， 
372 = 16 = 2{(mod 7), 3% = 4(mod 7). 


“而 89 = 64+16+8+1, 由 此 推出 
39 = 3%.3.3=4.4.2.3= 96=5(mod 7). 
利用 同 余 式 的 性 质 ,我 们 很 容易 地 求 出 了 3 的 同 余数 (mod 7), 要 是 
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把 它 乘 出 来 算 要 花 很 大 力气 : 
一 个 有 趣 的 应 用 是 关于 费 马 数 的 ,以 


Fi=2+1 
表示 和 费 马 数 , 则 前 四 个 费 马 数 是 


Fo =3,Fl = SF = 17,Fs = 237,F = 65537. 
除了 Fe 和 下 | 外 ,所 有 的 费 马 数 均 以 7 结尾 .我 们 利用 辣 余 式 证 明 。 
结果 正 是 这 样 .显然 ,这 等 价 于 


Fol= 2 ,t= 2,3, 
都 以 6 结 居 : 即 它们 被 10 除 都 余 6. 我 们 用 归纳 法 来 证 明 . 当 +1 = 2 
时 ,结果 显然 是 对 的 . 今 假定 对 某 个 z， 


22 = 


两 边 取 平方 得 到 


(mod 10), 


2 =36=6 (mod10). 
这 就 是 要 证 明 的 . 


定理 2 若 P(x) = 六 ce: 是 一 个 多 项 式 ,系数 cf 是 整数 .如 果 
4 三 (mod 2), 则 Pl(a) = P(b)}(mod n). 


证 由 a 三 5(mod nn) 可 得 a* 二 bi(mod rn),k = 0,1,2,， 
.因此 ca 二 cb* (mod n). 


对 于 所 有 的 不, 把 这 产 + 1 个 同 余 式 加 起 来 ,我 们 得 到 


三 Sop (mod 7). 
也 就 是 P(a) 二 P(4)(mod n). 


fer 


系 


则 5 也 是 它 的 一 个 解 . 


如 果 Pr) 是 一 个 整 系数 多 项 式 ,而 且 Pl(a)y= 一 0(0mod nD, 我们 
就 说 e 是 同 余 式 P(xr) 二 0(mod n) 的 一 个 解 . 
车 a 是 P(x) 二 0lmod ”) 的 一 个 解 ,月 a 二 b(mod n)， 
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证 ”由 .上述 定理 ,可 知 P(a) 二 PL6)(mod 2). 那 么 ,如 果 = 是 
了 P(x) 二 0{mod n) 的 一 个 解 , 则 P(a) 二 Pt5) 二 0(mod >), 也 就 是 
万 是 此 式 的 一 个 解 . 
另 -… 个 有 趣 的 应 用 是 关于 偶 完全 数 的 .我 们 在 前 面 指出 过 , 偶 完 
全 数 ”部 以 6 和 8 结尾 .现在 给 予 证 明 
定理 3 ” 偶 完 全 数 = 总 以 6 和 8 结尾 , 妈 nn 二 6(mod 10) 或 
n= 8(mod 10). 
证 ”一 个 癸 完 全 数 总 可 以 表示 为 ( 见 第 4 章 $1, 定 理 6) 
n = 2* I(2* — 1), 
其 中 2* -1 是 索 数 .前 面 已 经 证 明 上 一 定 是 素数 .如 果 训 =2, 则 n= 
6, 正 是 定理 所 说 的 .所 以 我 们 将 注意 为 集中 于 R > 2 的 情形 . 任 一 奇 
素数 ,或 者 被 4 除 余 1 ,或 者 被 4 除 余 3. 下 面 依 & 取 4z +1 的 形式 ， 
或 & 取 4z + 3 的 形式 ,分 成 两 种 情形 证 明 . 
若是 4wt + 1 的 形式 , 则 
= 2 1 = 2 216 16” 
借助 简单 的 归纳 法 ,容易 证 明 , 对 任意 的 ,部 有 
16’ 二 6(mod 10) 


利用 这 一 同 余 式 可 得 ， 
n=2.16"-16”==2-6- 6 6(mod 10). 

其 次 ,考虑 & = 4mm + 3 的 情况 .这 时 ， 
n= 2 1) = 2 26m 4 .16". 
证 住 16' 二 6{mod 10) ,我 们 得 到 : 

7 三 2.6-4.6=~ 12 = 8(mod 10). 

也 就 是 每 个 偶 完 全 数 都 是 以 6 或 8 结尾 的 . 
7.1.5 ”检查 因数 的 方法 . 

作为 同 余 式 的 应 用 ,这 里 给 出 两 个 检查 因数 的 方法 ,并 予以 证 
明 . 

定理 4 ”一 个 整数 能 被 3 或 9 整除 的 充 要 条 件 是 它 的 十 进位 数 
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码 的 和 能 被 3 或 9 整除 . 

证 ” 设 a 是 任 一 正 整数 .把 a 写成 十 进位 数 的 形式 : 
a = al0" + a,1lOT t+ +ao0 人 Sa < 10,7 = 0,1,.,n. 
因为 10 二 1(mod 3) ,所 以 

aas+arit+…+eaomod3). 

直 此 可 知 ,3ia 当 且 仅 当 3|(eu + ar- + …+eao). 同 法 可 证 9 的 情 
况 . 

例 ”车 a = 5874192, 则 由 定理 4 

Das+8r7+4+1+9+2- 36. 


pe 


36 能 被 3,9 整除 . 故 a 能 被 3,9 整除. 
例 车 a = 435693, 则 由 定理 4， 


Da=4+131+5+6+9+3= 30. 


30 能 被 3 整除 , 故 3 是 4 的 数 .但 ai 不 能 被 9 整除 . 政 9 不 是 
的 因数 . 
正 整数 a 可 表示 为 
a = ay1000” + a 1000% 1 + + ao， 
0 ai < 1000,i = 0,1, 2. 
由 此 ,得 下 面 的 定理 . 


定理 5 4a 能 被 76 或 11, 或 13) 整除 的 充 要 条 件 是 7( 或 11, 成 
13) 整除 


aot ast)— (ar tast+.)= Se 1) ws;. 
证 “通过 直接 计算 可 知 ,1000 三 ~ 1{mod 7). 从 而 


1000: 二 1, 10003 寺 -- 1,…,1000” = (~ 1)"(mod 7), 
所 以 
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a a "ta, 1 "te a + ao(mod 7) 


(aot aat ey) (art ast ee) = 六 (Do 
Bd 
因为 1000 寺 -1Cmod 11) 和 1000 寺 一 1(mod 13) ,所 以 同样 的 推理 对 
模 11 和 模 13 也 成 立 .定理 证 毕 . 
例 ”车 a = 637693, 则 a = 637. 1000 + 693， 


PD- i)ia, = 693 -637 = 56 
能 被 7 整除 而 不 能 被 11 与 13 整 除 . 敬 由 定理 5,7 是 a 的 因数 .人 11， 
43 不 是 & 的 因数 . 
例 ”车 a = 75312289, 则 a = 35 1000 + 312 .1000 + 289. 
Va, = 289 — 312+ 75= 52 


能 被 13 凝 除 ,而 不 能 被 7,11 整除 . 玫 由 定理 5.13 是 4 的 因数 ,而 7 与 
11 不 是 a 的 因数 ， 
7.1.6 弃 九 法 (验算 整数 计算 结果 的 方法 ) 

这 里 讲 的 方法 对 加 . 减 和 乘 都 是 正确 的 , 旦 讲法 一 样 ,所 以 只 给 
出 乘 的 证 明 . 假 设 我 们 由 普通 乘法 运算 求 出 整数 a,b 的 情 积 是 忆 , 并 


a = anl107 + ail0 + 二 en， ai < 10,7 01 ,ns, 


b= bul0” + bilO™® (+ + bo, 


b) < 10,7 = O01, ms 
P= cl0 + clI0 1+teo, Oc < 10,k£=0,1,.,7. 


我 们 说 :如 果 


(co 闫 > omod9)， (4) 
那么 所 求 得 的 乘积 是 错误 的 . 利用 前 面 的 性 质 , 可 以 很 容易 的 证 明 


E. 
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10 = 1(mod 9) 一 10" 二 1(mod 9). 由 此 ， 


a= qrlO" + on 1107 + 二 


cen1+ + aolmod 9), 


TY 
ll 


已 10” + B110" 1 + e+ bo 
Bn + bm-1 t+ bo(mod 9), 


从 而 a6 二 (Se em 9),P= Bc (mod 9). 
er be Fad 


必 有 (Pai)}( Nb)= Da (mod 9), 
所 以 ,车 of 天 P(mod 9), 则 a5 不 是 已 

以 上 所 说 就 是 弃 九 潜 的 原理 .在 实际 验算 时 ,车 ai ,ck 中 有 9 
出 现 , 还 可 以 去 掉 ( 因 9 三 0(mod 9)). 我 们 看 一 个 例子 . 

例 ” 设 a = 28997,6 = 39495. 如 果 按 照 普通 计算 方法 得 到 a， 
5 的 民 积 是 P = 1145236415 ,那么 我 们 按照 上 述 方法 

a 三 17(tmod 9),b = 3(mod 9),P = 32(mod 9). 

但 3.17 亲 32(mod 9) 
故 知 计算 在 误 . 

依照 七 述 方 法 的 道理 , 河 样 可 以 得 出 验算 和 , 差 的 正确 性 的 方 
法 .这 个 验算 方法 的 优点 在 于 很 容易 求 出 (4) 式 , 因 此 验算 可 以 进行 
得 比较 锯 . 

但 是 应 该 特别 注意 ， 当 使 用 弃 九 法 时 ， 得 出 的 结果 虽然 是 


(>) (这 b&; )= etmod 9)， 


pe 


也 还 不 能 完全 表 定 原 计算 总 正 确 的 . 和合 如 在 上 面 的 例 中 ,正确 的 结果 
是 1145236515. 如 果 有 人 计算 出 来 的 结果 是 1145235615. 拖 么 用 弃 
九 法 ,就 得 


3- 17 寺 33(mod 9), 
而 并 未 检查 出 错误 来 ,因此 这 个 验算 方法 是 有 它 的 缺点 的 . 
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7.1.7 ” 生 余 类 与 完全 删 余 系 

有 了 同 余 的 概念 ,我 们 就 可 以 把 余数 相同 的 数 放 在 一 起 .这 样 就 
产生 了 剩余 类 的 概念 . 若 mr 是 一 个 给 定 的 正 整 数 , 则 全 部 整数 可 以 
分 成 加 个 集合 . 记 作 天 0 ,天 ,长 w -1 ,其 中 区 Cr=0,1. ,六 一 1) 
是 由 一 切 形 如 sm +rte=0,+1.+2,…) 的 整数 所 组 成 .从 前 面 的 
讨论 不 难看 出 ,这 些 集合 具有 如 下 两 条 性 质 : 

1) 每 一 个 整数 必 包 含 在 上 述 的 一 个 集合 之 中 , 且 仅 包含 在 一 个 
之 中 . 

2) 两 个 整数 在 同一 个 集合 中 的 充 要 条 件 是 这 两 个 整数 对 模 1 

因此 我 们 引出 剩余 类 和 完全 剩余 系 的 概念 . 

定 久 Ko ,Ki,…,K,! 囊 做 模 m 的 剩余 类 . 荐 covel,…， 
4awm-1 是 m 个 整数 ,并 且 其 中 任何 两 个 都 不 在 同一 个 剩余 类 中 , 测 
aoyalvr sam 岂 做 模 wi 的 一 个 完全 剩余 系 . 

例 ” 取 wm = 3. 则 模 3 有 三 个 剩余 类 : 

Ko = 10,3,6,9,°{, Ki = {1,4,.7,10,.…| ,Ks = 12,.5,8,11.…}. 

容易 看 出 ,0,1,2 构成 模 3 的 一 个 完全 剩余 系 .类 似 地 ,9,10,11 
也 构成 模 3 的 一 个 完全 剩余 系 . 

当 m 是 偶数 时 ,序列 


都 是 模 m2 的 完全 剩余 系 . 
当 zz 是 痛 数 时 ,序列 
1 ml 


2 
是 mr 的 完全 剩余 系 . 
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定义 0,1,… ,wm 一 1 这 mx 个 整数 叫做 模 ww 的 最 小 非 负 完全 刹 
余 系 ; 当 mn 是 储 数 时 ， 全 .1.0.1 分-1 或 全 1 
一 1,0,1,… ,党 叫做 模 mw 的 绝对 最 小 完全 剩余 系 ; 当 mm 是 奇数 时 ， 
一 0 全 模 的 绝对 最 小 完全 刑 余 

定理 6 如果 x 取 模 ww 的 一 个 完全 剩余 系 的 所 有 值 , 并且 
(Cu,nr) = 1 那么 cr + 也 可 取 一 个 完全 剩余 系 的 所 有 值 

证 ”我们 只 须 证 明 

1 二 Ta>aTl 十 入 二 Cr2 + 有 tl 天 了 al1 昌 天 az 十 及 
这 是 明显 的 

定理 7 若 m,n 是 互 素 的 两 个 整数 ,> ,y 分 别 通 过 m,n 的 完 
全 剩余 系 , 则 nx + my 通过 加 :an 的 完全 剩余 系 . 

证 ”由 假设 知道 ,x ,y 分别 通 过 w1 ,x 个 整数 ,因此 nz + my 分 
别 通 过 mn 个 整数 .因此 我 们 只 需 证 明 这 个 mw. x 整数 对 模 n2 -n 
黄 两 不 同 余 就 名 了 . 慨 定 

nr + my nza + my mod mn), 
其 中 .ri ,x2 是 x 所 通过 的 完全 剩余 系 的 整数 ,而 yi ,ws 是 y 所 通过 
的 完全 剩余 系 的 整数 ,不 妨 设 这 两 个 完全 剩余 系 是 最 小 非 负 完全 镜 
余 系 , 则 由 定理 6) 


Perl + my nz + myo(mod pz) (5) 

ar = rymod ma) min) = 1 a ca(mod Hr) 
同 理 mrt + ony! nr + ys(mod nn} 

my 二 mya(mod nj (mn) ly vmod n) 


车 zzrs 都 在 同 -个 完全 剩余 系 中 , 则 ri = az- 
车 y1,y2 都 在 同一 个 完全 剩余 系 中 , 则 yl = yz. 
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这 表明 车 x1 ,yi 与 x2;yz 中 有 一 个 不 同 , 则 司 余 式 (5) 不 会 成 立 . 


习 题 


1. 证 明 任 何 整 数 ( 十 进位 表示 ) 模 9 同 余 于 它 的 各 位 数字 之 和 . 
2. 设 正 整 数 
a = arl0" + en 110” -1 十 二 ao， 
试 证 11 整除 a 的 充 要 条 件 是 
11| 人 > (~ bai 
er 
3. 用 检查 因 式 的 方法 求 1535625,1158066 的 素 因 于 分 解 式 . 
4. 解 释 下 面 这 一 组 有 趣 的 等 式 . 
1.9+2=11, 
12.9+3= 111, 
123.9+4= 1111, 
1234.9+5= 1111i, 
12345.9+6=111111, 
123456 - 9+7= 111t1l1l, 
1234567 .9 + 8 = 41111111, 
12345678 .9+9= litilllll，, 
123456789 .9 .+ 10 = 1111111111 


《提示 :证 明 等 式 {10” 1 +2.10” ?+3.10"3+…+n)(00-1)+ 
n+1) = (0 — 1)7/9.) 
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$7.2 中国 剩余 定理 


7.2.1 同 余 式 

在 代数 里 一 个 主要 的 问题 是 解 代数 方程 . 现在 我 们 讨论 与 解 方 
穆 类 似 的 问题 : 求 同 余 式 的 解 . 我 们 先 讨论 一 次 同 余 式 ,再 讨论 同 余 
式 组 .我 们 还 要 特别 介绍 一 下 中 国 古 代数 学 家 在 这 方面 的 卓越 成 就 . 
为 此 先 引 进 基本 概念 . 

定义 设 Fr)= ez fa +…+ao, 其 中 ao 是 整数 ; 
又 设 mw 是 一 个 正 整 数 , 则 

flxr) 0(mod m) (1) 

叫 微 模 m 的 辣 余 式 .车 a 关 0Cmod 训 ) 则 时 做 同 余 式 (1) 的 次 数 . 

由 前 面 的 讨论 知 . 若 fta) 三 0(mod mp*) .D4 三 a (mod yx), 则 
f(a') 三 0(mod m). 因 此 我 们 引入 如 下 的 定义 ， 

定义 ” 阁 a 是 使 f(a) 二 0(mod m) 成 立 的 一 个 整数 , 则 xz 三 
a {mod 站 ) 叫做 61) 的 一 解 . 即 ,满足 (1) 而 对 模 wm 相互 同 余 的 -- 切 
数 算 作 (1) 的 一 个 解 

形 如 ar = bh{mod n) 
的 同 余 式 是 -次 同 余 式 .车 .co 是 它 的 一 个 解 , 则 

aro 二 blmod a)On|l(aro -5) 人 Iyo0, 使 aro 一 5 = nyo0. 
这 样 一 来 , 求 一 次 同 余 式 解 的 问题 等 价 于 解 “个 一 元 一 次 不 定 方程 . 
这 就 容许 我 们 使 用 前 面 的 结果 了 (参考 第 $ 章 ) 

定理 1 一 次 同 余 式 ar 三 6(mod n) 有 和 解 的 充 览 条 件 是 4 1». 
这 里 dd = {a ,mn). 如 果 ad15, 则 它 有 4 个 模 m 彼此 不 同 余 的 解 . 

证 “让 明和 分 为 两 步 :1) 存在 4d 个 彼此 不 同 余 的 解 .和 证明 的 方法 
是 构造 性 的 ,具体 地 把 a 个 解 写 出 来 ;2) 解 不 多 于 < 个. 即 任 一 解 必 
属于 上 述 4 个 解 之 一 . 
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1) 我 们 已 经 知道 ,给 定 的 同 余 式 等 价 于 不 定 方程 
ar -my = 五 . 
它 可 解 的 充 要 条 件 是 4 15. 如果 它 可 解 , 朋 ro:yo 是 它 的 一 个 特 解 ， 
则 它 的 般 解 为 


如 a 
To rt ty yt ot 


令 上 =0,12, 2 一 1 考虑 


zoro+t 计 ,TX0+2 壮 ,xo+ 《qd 一 1) 吉 . (2) 


我 们 指出 ,这 些 整 数 是 模 x 锌 此 不 同 余 的 ,而 其 它 整数 + 辣 余 于 它们 
中 的 -个 .事实 上 ,如 果 


T+ EE 三 xot 总 amod nj ,0 Rd-1, 
出 1 = (mod 了 ) 


现在 (nie,n)》 = aa. 所 以 根据 同 余 式 的 性 质 ,因子 wn/d 可 以 消 
去 ,而 得 到 
ti tmod a), 
从 而 Adit = 
2) 剩 下 米 要 汪 明 的 是, 任何 一 个 其 它 解 ro + (nAd)t 一 定 模 
同 余 于 (2) 中 罗列 的 4 个 整数 中 的 一 个 .把 上 表示 为 4 - gd +r,0 守 
所 qd 一 1. 我 们 有 ， 


Tut t= ro+ (ad + ry) 
= rot ng+ r= 0 十 了 (mod 于 


这 是 (2) 中 之 一 .证 毕 . 
定理 工 不 但 给 出 了 可 解 的 充 要 条 件 ,而 甩 在 可 解 的 条 件 下 ,给 出 
了 解 的 表达 式 .更 明确 些 , 若 re 是 ax 二 blmod mn) 的 任 一 个 特 解 , 则 


$7.2 ”中 国 剩余 定理 -231 


它 的 @ = (a,n) 个 彼此 不 同 余 的 解 是 
xorxzo + nd ,ro +2tn/d), xot+ (ad — 1)(n/d). 

特别 地 , 当 a 和 = 互 素 时 ,我 们 有 ， 

系 ”车 (a,n) = 1, 则 同 余 式 az 三 5(mod n) 有 唯一 解 . 

例 ”求解 18zr 二 30(mod 42). 

解 ”因为 (18,42)》 = 6, 且 6 整除 30, 所 以 同 余 式 有 解 , 且 有 6 个 
被 此 不 同 余 的 解 .由 宰 察 法 ,xr = 4 是 一 个 解 .由 定理 1,6 个 解 是 

r+ 二 4+ (42/6)t 二 4+ 7i(mod 42), + = 0,1,.,5. 
具体 算出 来 ,它们 是 
二 4,11,18,25,32,39(mod 42). 

例 ”求解 9x 二 21{(mod 30). 

解 ”因为 (9,30) = 3 和 3|21, 所 以 我 们 知道 , 同 余 式 有 解 ,二 有 3 
个 彼此 不 同 余 的 解 .现在 换 一 种 解法 来 解 . 用 3 除 同 余 式 的 两 边 , 得 

37 二 7(mod 10). 
由 于 (3,10) = 1 所 以 这 个 同 余 式 ,和 模 10 有 了 唯一 解 .从 0.1,2,…,9 依 
次 作 检验 ,可 以 把 解 求 出 来 .这 个 方法 当然 有 点 繁 .一 个 好 一 点 的 方 
法 是 在 同 余 式 的 两 边 习 7, 得 到 
217x = 49(mod 10)S 7 = 9(mod 10). 

(这 一 简化 不 是 碰巧 如 此 ,因为 0x3,1 x3,…,9x3 形 成 模 10 的 完 
全 剩余 ,所 以 其 中 必 有 一 个 模 10 同 余 于 1.) 我 们 用 这 个 办 法 找到 了 
一 个 特 解 , 但 是 原来 的 同 余 式 中 模 是 30, 所 以 要 在 0,1,2,…,29 中 找 
不 同 余 的 解 .在 公式 


= 9+10 
中 取 1 = 0,1,2, 得 到 9,19,29. 回 到 原 解 ,我 们 有 
二 9(mod 30),.r = 19(mod 30),r = 29(mod 30). 
这 就 是 问题 的 解 . 
另 一 个 求 特 解 的 不 同方 法 来 自 定理 1 的 让 明 . 同 余 式 等 价 十 一 
个 不 定 方程 : 
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9z 二 21(mod 30) 全 9zr - 30y = 21. 
为 了 解 不 定 方 程 ,把 3 = (9,30) 表示 为 9 与 30 的 线性 组 合 : 
3=9:-(-3)+30-.1. 所 以 
21]=7.3=9.{(-21)-30.{-7). 
这 样 一 来 ,x = ~21,y = -7 满足 不 定 方程 -因此 , 同 余 式 的 所 有 解 都 
可 以 从 公式 
x =—21+10: 
中 找到 . 令 1 = 0,1,2 是 模 30 不 同 余 的 解 (但 是 它们 对 模 10 都 同 
余 ). 这 样 一 来 ,我 们 得 到 彼此 不 同 余 的 解 
x -2l(mod 30) ,r=- 11(mod 30),z =- 1(mod 30). 
把 它们 化 为 和 止 整数 ,就 得 到 + 二 9,19,29(mod 30). 
7.2.2 ”中 国 剩余 定理 

上 节 讨 论 了 ~… 个 未 知 数 的 同 余 式 的 解法 ,本 节 要 讨论 如 何 解 下 
面 重要 的 同 余 式 组 

tb (mod pn}, bmod ma}, ,x bi(mod ma). 

在 我 国 古代 的 孙子 算 经 (纪元 前 后 ) 里 已 经 提出 了 这 种 形式 的 
问题 ,这 就 是 前 面 提出 的 物 不 知 其 数 的 问题 .孙子 算 经 的 答案 是 ;:“ 答 
下 二 上 于” 

孙子 等 经 是 中 国 古代 的 优秀 著作 ,但 作者 和 出 版 年 代 已 无法 考 
证 了 .有 人 说 ,这 是 孙武 的 作品 ( 即 每 末了 于 兵法 13 篇 的 作者 ) .但 也 有 
人 反对 .有 人 根据 其 中 的 内 容 判 断 , 认 为 是 汉 瑶 时 的 作品 .例如 清 代 
的 戴震 就 根据 书 中 涉及 到 “长 安 到 洛 了 的 让 离 ”和 * 佛 书 二 十 九 章 ” 
等 语 , 判 定 作者 是 汉 明 帝 以 后 和 的 人 .又 如 , 消 代 阮 元 根据 其 中 殿 局 十 
九 道 , 而 断定 为 汉 俯 后 的 人 .但 有 人 反对 这 个 意见 ,因为 古代 存 一 本 
名 著 重 新 刊 量 的 时 候 , 常 常 挫 杂 了 后 人 的 补 完 材料 .因此 著作 年 代 还 
不 能 确定 , 连 哪个 世纪 也 不 能 确定 ,但 在 战国 到 三 国之 间 不 会 错 . 尽 
管 如 此 , 它 仍 然 是 我 国 最 古老 的 三 大 数学 名 著 之 一 .这 三 大 名 著 是 ， 
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周 种 算 经 , 九 章 算 木 ,孙子 算 经 . 特别 是 , 物 不 知 其 数 ” 一 题 是 世界 
[公认 的 最 古老 的 重要 工作 . 
定理 2 设 w1,w;,… ,7, 是 正 整 数 ,并 且 (x;,2;)) 一 1,11 到 j. 那 
一 元 同 余 式 组 
+ 三 ai(mod nx ulmod nr} ,rx Ea,(mod n,) 
有 一 个 模 mp:…2r 的 公共 解 . 
证 ”证明 分 为 两 步 :1) 证 明 解 存在 ;这 一 步 是 构造 性 的 , 即 造 - 
个 解 ;2) 证 明 解 是 唯一 的 ; 若 另 有 一 解 , 则 它 同 余 于 上 述 的 解 . 
1 令 妈 = Pina2 var 对 于 每 -- 个 上 二 12 pr, 令 
NE = RAR = 
换 句 话说 ,Nu 是 除去 mx 的 所 有 整数 x 的 乘积 .由 假设 .mu 是 商 现 于 
素 的 ,所 以 (Nam) = 1. 根据 一 后 同 余 式 中 的 定理 , 辐 余 起 Na 一 
1(meod zx) 是 串 解 的 , 设 它 的 唯 -- 解 为 x,. 今 
aN +t asNary de + arNr, 
我 们 的 目的 是 证 曲 整 数 x 是 所 给 同 余 式 组 的 一 个 公共 解 . 
首先 .通过 观察 可 知 N; 二 0(mod wa.).,j 关上 ,因为 |N;. 拖 么 


TaNIzt + aNyry t ee + arNr, = drNevi (mod ne). 
又 整数 zx 满足 同 余 式 Niz 二 1Cmod ni), 则 
a1 (mod ne). 


这 说 明 上 述 同 余 式 组 在 在 一 个 解 ， 
2) 下 面 让 册 解 的 唯一 性 , 假设 x 是 另 一 个 满足 上 述 同 余 式 组 
的 解 , 则 


“1 = (mod ne), 六 = 1.2.…。r. 
并 号 对 于 每 一 个 上 有 nit 一 .因为 Gn;n) = 1, 所以， 
noenilr x), 于 是 x 二 x (mod na). 证 毕 . 

注 ”在 中 国 古 书 中 ,运算 的 每 一 步 都 有 称 邮 ;nw 叫 虹 小 公 倍数 ， 
Ns 器 衍 数 ,xrs 是 乘 率 .因而 解法 步骤 可 总 结 如 下 : 
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上 . 求 最 小 公 倍 数 和 衍 数 : 
最 小 公 倍 数 ma 一 mtzammr- 


n 
[sw = nn = 


四 
I = 3 


N, 7 Rl 


2. 解 局 余 式 求 乘 率 : 
Nizr = 上 (mod mn) 一 7 


Nasr 二 1(mod n;)D 2,, 


Nx SE 1(mod n,)>>7,. 


3. 构造 解 :zr 二 alNIz) + waNyrs + +TaNz 
例 ”首先 我 们 解决 前 而 提 到 的 《孙子 算 经 》 中 的 同 余 式 组 问题 . 
我 们 已 经 在 前 面 列 出 了 同 余 式 组 : 
三 2(mod 3),z 二 3(mod $5),x 2(mod 7). 
由 定理 2,nJ 知 n=3.7.5=105,N)=n/3=35,N,= mx 
= 21,N; = nj = 15, 则 一 元 同 余 式 
35z 三 1(mod 3),21lz 二 1l(mod 5),157 = 1(mod 7) 
分 别 有 解 + ~ 2,.r; = 1,x3 二 1. 这样 同 余 式 组 的 一 个 解 为 
=2.35.2+3-21-1+2-15.1= 233. 
取 105 为 模 ,我 们 得 到 同 余 式 组 的 唯一 解 x = 233 二 23(mod 105). 
和 孙子 算 经 里 面 所 用 的 方法 可 以 列表 如 下 : 
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除数 | 余数 最 小 公 倍 数 ”| 入 数 | 乘 率 种 部 管 数 最 小 答案 
3 | 2 Sx7| 2 |35x2x2 
3 |3x5x7=105j7x3| 1 |21x1x3| 233 | 23 
7 | 2 ) 3x5| 1 115xix2 


例 ” 解 一 元 网 余 式 
17x = 9(mod 276). 

由 276 = 3 :4.23, 这 等 价 于 解 同 余 式 组 

i7r = 9(mod 3),17r = 9(mod 4),17x = 9(mod 23). 
或 二 0mod 3),x = 1(mod 4),17x = 9(mod 23). 
社 意 如 果 工 三 0(med 3), 则 .x = 3k. 对 于 每 一 个 上 趟 ,把 3k 代入 第 二 
个 同 余 式 得 到 

3k = 1(mod 4). 
两 边 同 时 乘 以 3 
9k 三 3(mod 4), 义 9k 三 (mod 4)== 上 三 3(mod 4) 
也 就 是 & = 3 + 4;, 这 里 j 是 下 整数 .于 是 
r=3(3+4)= 9+12i. 
要 zx 满足 最 后 一 个 冶 余 式 , 必 须 有 
17(9 + 327) = 9(mod 23), 
或 2047 三 ~ 144(mod 23). 此 式 可 化 简 为 jy 三 2Cmod 23) ,从 而 7 = 2 
+ 23# ,ft 取 整 数 . 由 此 
r= 9+12) = 9+12(2+231) = 33+276r. 

即 江 三 33({mod 276). 这 就 是 上 述 同 余 式 组 的 解 ,也 就 是 177 兰 
9(mod 276) 的 解 . 
7.2.3 程 大 位 的 口诀 

程 大 位 在 "算法 统 宗 "(1592) 中 以 尘 的 语言 写 出 了 孙子 问题 的 
算法 口诀 ; 

中 三 人 同行 七 十 稀 .他 五 树 梅花 廿 一 枝 ， 

@ 七 子 团 贺 月 正 半 , 久 除 百 零 五 便 得 知 - 
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程 大 位 生 于 明 嘉 靖 和 个 二 年 吗 月 初 十 (公元 1533 年 5 月 3 日 ) 床 于 
万 历 下 十 四 年 八 月 十 七 日 (公元 1609 年 9 月 18 日 ). 他 的 “算法 统 家 ” 
传人 日本、 朝鲜 及 东南 亚 , 对 那里 的 数学 发 展 有 很 大 的 影响 .现在 看 
口 识 的 含义 . 

中 用 70 乘 被 3 除 的 余数 :70 x 2 = 140， 

名 用 21 乘 被 5 除 的 余数 :21 x 3 = 63， 

国 用 15 乘 被 7 除 的 余数 :15 x 2 = 30. 
然后 加 起 来 70 x2+21lx3+15x2= 233. 

D233 - 105 - 105 = 23. 
为 件 和 70,21,15 有 如 此 妙用 ? 

70: 被 3 除 余 1, 而 被 5,7 除 尽 。 

21: 被 5 除 余 1, 而 被 3,7 除 尽 ， 

15: 被 7 除 余 1, 而 被 3,5 除 尽 . 
所 以 ， 

70a :被 3 除 余 <, 而 被 5,7 除 尽 ， 

215: 被 5 除 余 ,而 被 3,7 除 尽 ， 

15c: 被 7 除 余 <, 而 被 3,5 除 尽 . 
这 样 一 来 ,704 + 215 + 15c 被 3 除 余 ,被 5 除 余 45. 被 7 除 余 <. 

程 大 位 的 品读 里 ,前 三 句 的 意义 :点 出 3,5,7 与 70,15,21 的 关 
系 .后 一 名 指出 求 最 小 正解 还 需 减 105. 

这 个 方法 的 原则 反映 在 插值 理论 ,代数 理论 及 算 子 理论 中 . 今 举 
- 例 : 拉 格 朗 中 插 值 法 . 

问题 ”找到 一 个 遇 数 ,在 a,6,e 二 点 取 a,8,7 : 伟 . 

孙子 方法 给 我 们 提供 了 解 次 问题 的 途径 ， 

1. 作 甫 数 p(z) ,使 Pte) 一 11,p(6) := pc) = 0. 

作 函 数 dtz) ,使 g(a) = 4405) = dtc) = 0. 
作 软 数 r(zr) ,使 >(c) = 1rf(ae) = r(b)=0. 
2.apftxc) + atz) + Yr(z) 满足 条 件 . 
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可 见 , 解 法 简单 明白 ,只 要 求 出 p(xz),g(rt),r(x) 答案 就 出 来 
『 .它们 好 求 吗 ?很 好 求 .具体 求法 是 , 取 plr)= Atr- br -ec), 


令 pz)= lptal) = ha -oa -ce) = 
1 
-oo 
|， re) 
所 以 P(t te 的 (ac 
出 理 可 得 
(ra) Cr 

2 = op a) (ae 

因此 
(re) a), (a) 0) 


“ta pae) + (Vp aa) Y Co ayte—p) 
就 是 问题 的 一 个 答案 :这 就 是 著名 的 插值 法 中 的 拉 格 朗 出 公式. 从 孙 
子 的 原则 来 看 ,推导 是 多 么 简单 明了 . 

数学 在 应 用 的 寺 候 ，- 朋 仅仅 有 有 限 个 数据 ,我 们 就 用 这 -- 类 的 
方法 来 推演 出 两 数 米 ,然后 用 它 描述 其 他 各 点 的 大 概 数据 . 
在 个 不 同 点 a1,… ,a 函数 f(x) 各 取 值 4,… ,a 的 插值 公式 


是 
人 
aa as 一 eC: 一 2 "Caz ~ du) 
二 < a 
to 让 -aa dnt)” 


这 大 不 必 证 明 的 公式 了 ! 

由 此 看 来 插值 公式 ”与 “70,21,15" 法 ,面貌 虽 不 同 , 诛 则 本 无 
隔 . 在 孙子 算法 中 可 以 差 一 个 105 倍数 ,而 这 时 可 以 差 一 个 在 a ,… 
a, 点 都 等 于 0 的 函数 .这 个 方法 提供 了 以 下 的 床 则 . 

要 作出 一 个 具有 性 质 4,B,C 的 数学 结构 . 我们 的 办 法 是 先 作 
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出 " 单 央 子 构件 ”. 也 就 是 作出 性 质 吕 ,5C 不 发 生 作用 ,而 性 质 A 取 单 
位 量 的 构件 .再 作出 性 质 C,A 不 发 生 作用 ,而 性 质 B 取 单 位 量 的 构 
件 .最 后 作出 性 大 AA,B 不 发 生 和 作用 ,而 性 质 忆 取 单位 量 的 构件 .部 么 
所 槛 求 的 构件 可 以 由 这 些 构件 总 出 来 .这 种 方法 在 高 等 数学 中 经 常 
碰 到 . 


习 题 
1. 求 下 列 各 同 余 式 的 解 : 
(i)256x = 179(mod 337), (iiy12157 = 560( mod 2755), 


(ii)1296r = 1125(mod 1935). 

2- 韩信 和 点 兵 : 有 兵 一 队 ,车 列 成 直行 纵队 , 则 未 行 一 人 , 列 成 六 行 
级 队 , 则 未 行 天 人, 列 成 七 行 纵队, 则 林 行 四 人 人 , 列 成 十 一 行 纵队 , 则 
末 行 后 人 ., 求 兵 数 . 

3. 坛 解 下 列 各 题 : (i) 十 一 数 余 三 , 匡 二 数 余 二 ,十 一 数 余 一 , 问 
全数 . 

(让 二 数 余 一 ,五 数 余 二 ,七 数 余 三 , 九 数 余 四 , 问 本 数 . 

( 杨 将 : 续 古 摘 奇 算法 (1275) ) . 
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7.3.1 费 马 小 定理 
从 二 项 式 定 理 开 始 .我 们 有 
Crty) = Dry + v2, 
x+y) +3zzy + 3xry? + yi 


在 一 般 情况 下 ， 
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(r+ y= zt Or ly + Ct Ty 


th ry ty {1) 
中 间 的 二 项 式 系数 是 
吕 = 子 GG = ED, 
03 全) 人 - 2) 
C= TD 二， (2) 


这 些 系 数 都 基 整 数 . 以 下 我 们 假定 p 为 素数 .为 了 把 (2) 式 所 给 出 的 
这 些 整 数 写成 整数 的 形式 ， 需 要 约 去 分 母 rf 与 
发 ( 记 -1 rr+l) 中 的 公 因数 .但 分 址 不 含 素 因数 p, 所 以 相 
级 后 , 疡 仍然 在 分 子 中 . 这 样 一 来 ,我 们 得 到 定理 1. 
定理 1 对 整数 = 与 * 及 任意 素数 户 ， 
(r+ yr + y (mod p). (3) 
证 车 记 为 素数 , 则 在 (1) 中 的 所 有 的 二 项 式 系数 ,除去 第 一 项 
和 第 末 项 外 ,其 它 系 数 均 可 被 p 整除 . 
例 取 p = 5, 我 们 有 
(+ 和 = TSziyA+T10z32+10r2w3 +Sav4 二 TAG 
中 间 的 项 都 能 披 5 除 尽 ,所 以 
(rty) ry (mod 5). 
从 同 余 式 (3) 我 们 叮 以 得 到 - 些 重 要 的 推论 .首先 ,让 我 们 把 它 
应 用 于 xz = y = 1 的 情形 ,这 就 给 出 
27 = (1+t)"=17+1? = 2(mod p) 
下 一 步 我 们 胶 = = 2,y = 工 ,得 到 
32 = {2+1)"=2°?+17, 
然后 ,我 们 利用 前 面 的 结果 2 三 2(mod pp), 得 到 
2?+1* 二 24+ 1 3(mod p), 
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所 以 32 一 3(mod p). 再 其 次 .对 x = 3,y = 1, 我 们 可 得 到 
42 二 4(mod p). 
利用 这 一 方法 ,就 可 以 依次 地 证 明 对 所 有 的 值 
a=0,1,. ,pp-1, (4) 
有 at 二 a(mod p) 成 立 .对 于 特殊 情况 a = 0 与 a = 1, 这 个 同 余 式 
十 显然 成 立 的 , 因为 每 一 个 整数 a 都 和 式 (4) 中 的 某 一 个 数 同 余 
《mod p) ,所 以 我 们 证 明了 : 
定理 2 对 任意 的 整数 < 和 任意 的 素数 p, 有 
a? = a (mod p). (5) 
这 一 同 余 定律 通常 称 为 费 马 定理 .一 些 作 者 为 了 把 它 和 我 们 在 
前 面 提 到 的 费 马 大 定理 或 费 马 猜 想 相 区 别 而 称 之 为 费 马 小 定理 . 
下 面 给 一 个 具体 例子 ,说 明 费 马 小 定理 是 成 立 的 . 
全 对 p= 13 与 a = 2, 我 们 可 以 求 得 13=8+4+1, 所 以 有 
23 = 28+451 = 28 .24 .21. 因 为 
2* = 16 = 3(mod 13),2° = 9(mod 13), 
故 得 23 =2.2.2! 二 9.3.2=2(mod 13). 
这 正 是 费 马 同 余 式 所 给 出 的 . 
根据 同 余 式 的 消去 律 , 当 < 与 模 p 互 素 时 ,我 们 可 以 在 费 马 同 余 
式 (5) 的 两 边 消去 公 因 数 a .这 就 给 出 了 下 面 的 结果 ; 
定理 2 若 4 是 一 个 不 被 素数 户 整除 的 整数 ,那么 
at ! = i(mod p). {6) 
这 一 结果 也 称 为 费 马 小 定理 .下 面 给 出 它 的 另 一 证 明 . 
证 ”考虑 序列 


ca 2a:3ay fp 一 1)a. 
这 序列 有 两 个 性 质 :1 不 能 整除 其 中 任 一 数 ;2) 对 模 ,它们 彼此 
不 同 余 .事实 和， 
ra 关 sa(mod p)r = s(mod 户 ) 一 5 = r. 


因此 ,这 个 序列 一 定 以 某 种 次 序 模 p 同 余 于 1,2,3,…,(p - 1). 所 
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以 ， 

ar-2a-3a…( 记 一 1)a 王 1 2: 3…( 户 一 1)(mod 广 ) 
即 ari(p -= (Cp -1)!(mod p)=>at! = 1(mod p). 

例 ”检查 5” 二 4(mod 11) 是 否 成 立 . 

解 由 费 马 小 定理 S" = 5171 寺 1(mod 11). 从 而 

5 三 900318 = (S10)3(5)4 =13 -31= 81 = 4(mod 11). 

作为 费 马 同 余 式 (5) 的 一 个 应 用 ,我 们 回 到 前 面 讨论 过 的 毕 达 
哥 拉 斯 三 角形 上 来 ,证 明 以 下 结论 : 

命题 ”一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 的 边 长 的 蒋 积 可 被 60 整除 . 

证 ”显然 ,只 要 对 本 原 三 角形 来 证 明 就 足够 了 .根据 公式 ,本 原 
三 角形 的 三 边 可 分 别 表示 为 zx = mr2 -my=2mmyz = rz2+n2， 
这 里 mw ,n 中 一 个 是 奇数 ,一 个 是 偶数 .它们 的 乘积 是 

五 = 27am(mm2 一 72)(7z2 + a) = 2mn(m’ 一 7) 

易 见 , 当 且 仅 当 数 被 4,3, 及 5 整除 时 , 它 才 能 被 60 整除 .从 而 我 们 
只 需 证 明 P 卫 分别 被 4,3,5 整除 .因为 数 与 4 中 的 一 个 是 侦 的 ,所 以 
2mn 可 被 4 整除 . 当 数 mm 与 n 中 至 少 有 一 个 被 3 整除 时 ,请 被 3 整除 . 
但 车 wx 和 x 均 不 能 被 3 整除 时 ,P 亦 被 3 整除 .这 是 因为 根据 费 马 小 
定理 ,从 (mm,3) = 1 及 (nn,3) = 1 可 推出 nw? 三 1{mod 3)} 及 n? 三 
1(mod 3) 所 以 


回 


m:n 二 1 -1=0(mod 3). 
类 似 地 可 证 明 P 被 5 整除 . 若 mz 或 n 被 5 整除 ,那么 这 是 显然 的 .如 
果 m,n 均 不 被 5 整除 ,那么 再 根据 费 马 小 定理 ,我 们 有 
md- n=1 -1=0(mod 5). 
仍然 得 出 P 被 5 整除 的 结论 .证 毕 . 
7.3.2 简化 剩余 系 与 欧 拉 函数 
这 一 节 我 们 讨论 在 完全 苛 余 系 中 与 模 互 素 的 整数 ,由 此 引 人 简 
化 镁 余 系 的 概念 .为 此 先 引进 欧 拉 函数 的 概念 . 
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定义 欧 拉 函 数 gtm) 是 定义 在 下 整数 集合 上 的 函数 . 它 的 值 
等 于 序列 0,1,2,…,m -1 中 与 m 互 素 的 数 的 个 数 . 

例 9(6) = 2 因为 在 0,1,2.3,4,5, 中 只 有 1 和 5 与 6 万 素 . 
¥(7) = 6. 因 为 在 0.1.2,3,4.5.6 中 与 7 互 素 的 数 是 1,2.3.4,5,6. 

易 见 , 若 p 是 素数 , 则 pg(p)= p-1. 

定义 。 如 有 果 一 个 模 六 的 剩余 类 中 的 数 与 x 互 素 ,就 把 它 叫 做 
与 mw 互 素 的 剩余 类 . 

例 取 阅 6. 则 Ks= 15,11,17,…| 就 是 一 个 与 6 于 素 的 剩 

在 与 模 w 艺 素 的 全 部 剩余 类 中 ,从 每 -类 中 各 取 一 个 数组 成 的 

合 ,叫做 模 ”> 的 简化 剩余 系 . 

例 序列 1,5 是 借 6 的 简化 剩余 系 

例 序列],2,3,4,5,6 是 模 7 的 简化 剩余 系 . 也 是 它 的 完全 剩 

易 见 ,与 模 六 #4. 素 的 剩余 类 的 个 数 是 g(xm), 因 紫 模 wi 的 每 一 
简化 剩余 系 由 与 户 丽 素 的 glx) 个 对 模 mn 不 同 余 的 整数 组 成 . 

块 在 我 们 来 推 等 -- 个 关于 p(w ) 的 公式 . 

设 rpi ph 再 设 M = 141,2,…,m| .在 M 中 所 有 | 的 倍 
数 都 不 与 wm 五 素 , 它 介 


221 ,Ee pil. 
pip1 pi pl 


一 共有 zaZpi 个 -所 以 在 M 中 刁 开 素 的 数 的 个 数 是 
lL 
mp = ml 
把 这 些 数 从 集合 M 中 拿 走 , 剩 下 的 集合 叫 Mi ,AM 不 再 包含 总 的 信 
数 .在 Mi 中 所 有 pp; 的 倍数 是 


加 2 人 * P2. 


和 7.3 
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这 是 
在 MI 中 ps 的 倍数 的 个 数 是 mm (1 一 六 
; 


紊 ,又 与 py 互 素 的 数 的 个 数 是 
1 1 


的 任何 系数 不 再 被 z, 除 尽 ,因为 pi 的 任何 倍数 都 不 再 M 中. 


)7pPa .因此 在 M 中 涛 与 pi 互 


1 


1 _ _ 
i 
这 个 推导 可 以 继续 下 去 .我们 得 到 定理 : 
定理 3 车 m= 扑 巡 = 了 下 扩 则 
Sm Ld lL 
plm)= pr(l pt! Pz) (1 pi) 
=mll0- 去) 
证 ”我 们 用 归纳 法 来 完成 定理 的 证 明 .x = 1.2 的 情况 已 经 证 


明 . 剩 下 的 只 要 完成 从 天 到 上 + 1 的 过 
假定 从 集合 M 中 已 经 把 p,,p;,… 
集合 出 Me 表示 , 它 含 有 的 元 素 的 个 数 
1 1 
pl 


mi pb 
在 Mi 中 所 有 prt1 的 倍数 是 


Per1s2 bess rpers, 


) 


渡 就 行 了 . 
ps 的 倍数 都 去 掉 了 , 剩 下 的 
是 


1 
4 pi 


加 
Be Per! 


所 有 入- 的 系数 都 不 被 p1, 记 P;,… ,pr 除 尽 . 它 们 的 总 个 数 是 
1 pe - A - 均 ) 
从 Mi 中 减 去 这 些 数 , 我 们 得 到 
2 
= mll - 玄 ) :一直 71 ze) 
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这 就 是 M 中 与 p1P2… prri 互 素 的 数 的 个 数 .这 正 是 我 们 要 证 明 的 . 
特别 弛 , 当 p 是 素数 时 


pp") = pr(1 -二 ) = pi(p— 1). 


定理 4 当 (m4.2) = 1 时 ,p(m n) = gp(m) eg(n). 
证 ”这 是 前 一 定理 的 直接 推论 . 


实 上 , 若 wm = ll pr ,n= 二 用 , 则 


gemypln)= mll 0 Ta TI -二 ) 
pi 加 


= oaTTG 国 Ba 一 总 = pl(mn). 

定义 ” 设 f(x) 是 定义 在 一 切 正 整数 上 的 函数 . 称 了 (x) 是 积 性 
函数 ,如 它 满足 性 质 : 

1) 有 一 正 整 数 4 ,使 f(a) 关 0; 

2) 对 任意 两 个 互 素 的 正 整数 ,5,A(ap) = f(a)f/(b). 

市 定义 立刻 看 出 . 欧 拉 了 两 数 gp(m) 是 积 性 函数 . 积 性 男 数 在 解析 
数论 中 具有 上 分 重要 的 意义 . 
7.3.3 欧 拉 定 理 

将 费 号 定理 推广 就 得 出 欧 拉 定 理 ， 

定理 5( 欧 拉 定理 ) ”车 wx 是 大 于 1 的 整数 ,(4,m) = 1, 则 

rm 三 l1(mod m1). 

证 设 w1,n2,… ,ngim) 是 小 于 等 于 m 的 简化 剩余 系 , 则 an， 
ana,…… ,angim) 也 是 模 nz 的 简化 剩余 系 .从 而 

el， ia ang Nn 82 Ng) mod 1 ), 
或 ar. TT = Ta (mod 1). 
但 (1] xi,m) = 1, 因 此 


$7.3 ” 费 马 小 定理 与 欧 拉 定理 * 245 “ 


am] = 1{(mod m). 
注 ”在 上 面 的 结果 中 ,a 必须 与 x 互 素 .因此 推出 , 同 余 方程 
zt = 1(mod m) 
恰 有 gp(m) 个 互 不 同 余 的 解 . 
7.3-4 “对 循环 小 数 的 应 用 
先 看 两 个 例子 .直接 作 除 法 可 知 : 


雪 = 0.333.…: 方 = 0.142857142857-…， 
7 一 四 
寺 = 0.233…， 
或 记 为 十 = 0.3; 汪 = 0.142857; 也 = 0.23 
3 -0.37 = 0 136 ~ 0-23. 


前 两 个 小 数 叫 短 纯 循环 小 数 , 后 一 个 小 数 叫 混 循环 小 数 .它们 的 
一 般 定义 是 : 

定义 如 果 对 于 无 限 小 数 0.ata…ar…， 其 中 ce。 是 
0,1,2,…,9 中 的 一 个 数 , 并 且 从 任何 一 位 后 不 全 是 0, 能够 找到 两 个 
整数 ; 汪 0,t > 人, 使 得 

Ga i 一 1,2,.t,k = 0,1,2.…， 
我 们 就 称 它 为 循环 小 数 ,并 简单 地 把 它 记 作 
Oa ran A 

对 于 循环 小 数 而 言 ,具有 上 述 性 质 的 s 及 :不 只 一 个 .如 果 找 到 的 
是 最 小 的 ,我 们 就 称 a,.16,,2…as+t 为 循环 节 ;t 称 为 循环 节 的 长 度 ; 
若 最 小 的 * = 0, 那 小 数 就 叫做 纯 循 环 小 数 , 否 则 叫 混 循 环 小 数 . 

现在 我 们 给 出 两 个 定理 ,指出 什么 时 候 出 现 纯 循 环 小 数 ,和 什么 时 
候 出 现 混 循 环 小 数 . 


定理 6 设 0< na < 5,(a,p) = 1. 有 理 数 和 能 表 成 纯 循 环 小 
数 的 充分 必要 条 件 是 (5b,10) = 1. 
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证 “一 ” - 若 产 能 表示 成 纯 循 环 小 数 , 则 


= Dalaamadaaa dr 
从 而 
10 $= 10 Var + 10 ?as + e+ 100 + ar + 0.araaar. 
i 六 ,gq >0. 
所 凡 


(10: — 1 六 =g > bgq= atl0:—1) 
让 ta,5) = 4, 可知 54, (07 一 了. 因而 (5,10) = 1. 
“=”. 设 (85,10) = 1, 邻 证 痛 一 定 可 以 表示 为 纯 循 环 小 数 , 由 欧 
拉 定 理 ,一定 存 在 .个 止 整数 上 ,使 得 下 式 成 立 : 
10: 二 1(mod by.0 < i p(6). 


从 而 19 Salmod S10 = gb + 4, 
其 中 0<4g<10 E10 -10 -1)< 10 -1, 
5 6 
sf 2 
所 10 太一 人 & 十 分. {86} 
将 9 表示 为 下 述 形 式 : 
gq = 10g +10 ci + + 10c Te 
再 为 0<< dg < 10 :所 以 = 0, 目 431,42,… ,a 不 全 为 0, 因 此 
本 


I .ae2meoy 


《6) 两 边 除 以 10' ,得 
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反复 应 用 上 式 ,可 得 


-0 
EE = 0.81a2aarar a 


2 = 0.aicaa…ai， 


例 “由 (3,10) = 1, 知 地 = 0.3 是 纯 循 环 小 数 . 同 再 几 = 
0.1 42857 也 是 纯 循环 小 数 ,但 坟 = 4.23 不 是 纯 循环 小 数 , 而 是 混 特 
环 小 数 .因为 (30,10) 隆 1. 
由 定理 6 立即 看 出 当 (5,10) 天 1 时. 有理 数 生 一定 表 示 为 混 特 


环 小 数 . 
定理 7 设 0<a<b,(la,b)= 1,6 = 2°5%.C(61,10) = 1. 


b4 天 1,0 ,8 不 全 为 零 ,那么 名 可 表示 为 混 循 环 小 数 ,其 中 不 循环 的 


位 数 是 = max(a,B)( 即 a,B 中 较 大 者 )， 
证 可 以 假定 wz = 有 关 c .车 a 袜 有 昔 证 明 方 法 完全 一 样 .用 


“ 乘 生 和 
10“ 乘 广 ,得 


+, es 
10r* . 2 = 10«. = 2458 
# 0 2*5 吕 1 22"5 部 ， 


— 28e 4 一 &1 
2 pb M+ 5. {7) 
其 中 0 < 40,0 寺 MM< 107. 由 
22 sc = AD + al1 或 2 -Wi = el， 


知 Carb) = (C280 -Mb ) = {28 ra pi) = 1. 
因为 (&1.10) = to 关上 由 定理 8,5 可 以 展 为 纯 稀 环 小 数 : 
1 
中 = 0.c1es. 


设 M = m10* 1 + 二 my(0 和 mr; 夸 9),(7) 式 两 边 除 以 10“ 得 
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a 
& = 0 me mcier. 


5 
我 们 还 要 证 明 不 德 环 的 位 数 不 能 小 于 .假定 不 然 ,全 又 可 以 表 


= 0 di (wv < pa), 


10° 和 = Im tt 0. di ad, 


10° [Om tt .dd 
; 
由 定理 6 及 (51,10) = 1, 吕 得 
GN 
bl 
= 化 ( 化 为 假 分 数 设 分 子 为 <) 
即 l0vabi= ae， 
5* 16=>5“110"， 
所 以 vw 室 y. 与 假设 地 盾 ,证 毕 . 


10° $$ = 10%m tt nt 


习 题 


1. 计 算 p(1001) ,pt{5040), gg(36000). 
2 证明, 当 m = S186 时 ,p(n) = p(n +1)= gln+2). 
3- 证 明 ;1) 车 * 是 奇数 , 则 pg(2n) = p(n). 

2) 若是 偶数 , 则 p(2n) = 29(n). 

3)》9p(3n) = 39(n) O31n. 

4)9(3n) = 29(n)O3n. 
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4. 证 明 , 当 #* = 2(2p -1) 时 ,其 中 pp 和 (2p 一 1) 者 是 素 效 ， 
ep(z) = p(n +2). 
5. 如 果 今 天 是 星期 一 , 问 从 今天 起 再 过 101 天 是 星期 几 ? 
6. 求 38(mod 7),S2(mod 11),19458(mod 7),1945H2(mod 11). 
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7.4.1 ”在 密码 学 上 的 应 用 


同 余 理论 在 密码 学 上 有 重 变 的 应 用 . 密码 作为 军事 斗争 与 政治 
斗争 的 一 种 手段 在 历史 上 早 就 产生 了 .信息 化 社会 的 到 来 ,使 得 密码 
学 更 加 有 用 . 现在 商业 信息 的 往来 也 咒 要 保密 . 通过 公共 渠道 ,如 电 
话 , 电 报 ,电子 网 络 传递 信息 ,希望 不 被 窃取 或 颖 改 , 安 全 地 送 到 接受 
者 手中 ,就 需要 用 密 文 形式 传送 ， 

先 讲 几 个 名 词 . 甲 方 通过 公共 通道 向 乙方 传输 信息 ,为 了 防 正 窗 
取 , 甚 至 臭 改 ,需要 将 信息 改变 为 秘密 形式 . 原 信息 称 为 明文 ,明文 的 
秘密 形式 称 为 密 文 ,把 明文 变 为 密 文 的 过 程 叫 加 密 . 知 道 了 密码 把 密 
文 译 为 明文 的 过 程 叫 解密 .密码 中 的 关键 信息 叫做 密 铀 . 密 钥 在 保密 
通讯 中 占有 极 重要 的 地 位 . 

一 切 密码 系统 都 有 两 部 分 :4 .一 套 构 成 基本 密码 的 通信 方法 或 
程序 的 规则 , 称 为 通用 系统 ;2. 一 个 可 变换 的 密 钥 , 它 由 数字 ,单词 ， 
词组 或 句子 组 成 .在 加 密 时 , 密 钥 控 制 通用 系统 的 步 又 ,并 决定 密 文 
的 组 成 .在 解密 时 , 密 钥 同样 地 控制 着 解密 的 步骤 ;尽管 密码 的 外 部 
形式 和 内 部 构成 千差万别 ,但 只 有 两 种 基本 类 形 , 一 种 是 位 物 式 ,一 
种 是 代 换 式 .位 移 式 密码 只 重新 排列 或 调整 明文 中 字母 的 顺序 , 而 不 
改变 字母 本 身 . 代 换 式 密码 则 用 其 它 字 母 代 蔡明 文中 的 字母 而 不 改 
变 其 顺序 ,有 的 密码 系统 同时 使 用 这 两 种 密码 系统 . 

现在 广泛 使 用 各 种 密码 机 . 20 世纪 40 年 代 以 来 产生 出 各 种 电 密 
码 机 .许多 电 密码 机 都 有 类 似 打字 机 的 键盘 ,并 使 用 一 种 电 转 子 的 装 
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置 产 生 一 系列 不 同 的 混合 字母 ,另外 一 种 类 似 的 机 器 也 研制 出 来 了 ， 
用 它 来 对 众多 电码 进行 如 密 和 解密 . 

1} 置换 密码 

下 面 我 们 介绍 一 种 简单 的 ,在 历史 二 曾经 用 过 的 密码 ,就 是 田 换 
密码 .我 们 假定 这 种 密码 是 用 英文 发 送 的 .办 法 很 简单 ,就 是 把 每 个 
字母 用 男 一 个 宁 母 奉 换 ,而 形成 密 义 .替换 的 规则 可 以 是 随机 的 ,也 
可 以 是 系统 的 . 

公元 前 在 高 卢 城 争 期 间 罗 马 人 将 凯 拍 使 用 的 一 种 密码 就 是 系统 
署 换 的 密码 . 兽 换 的 规律 是 :每 个 字母 由 它 后 面 第 三 个 字母 来 替 坎 . 
鲍 如 ， 


ADB -ECFD G,. 
W= ZX-*-A,Y— BB,Zo COC. 
例 ”Peking University 在 这 一 密码 下 是 
Shnlg) Xglyhuylwb. 
利用 同 余 式 的 理论 .凯撒 的 密码 很 容易 得 到 解释 .首先 把 26 个 
字母 都 编 上 号 , 按 顺 序 ,A 是 01 号 ,B 是 02 号 …… Y 是 25 导 ,是 
26 只. 若 用 pp 表示 明文 中 的 字母 编号 ,而 用 表示 密 文 中 的 字 址 编 
续 . 则 项 坑 密码 就 可 以 用 同 余 式 写 出 来 : 
$= p+ 3(mod 26), 
式 中 的 3 就 是 密 铀 . 解 坑 关键 旦 找到 数字 3, 找到 了 3 之 后 ,立刻 就 呆 
得 到 明文 .这 只 需要 解 击 余 式 
ps 3= ;s+23(mod 26). 
更 一 般 些 ,密码 可 以 由 公式 
5s 三 p+k(mod 26) 
给 出 .为 [迷惑 企图 破译 的 人 , 密 文通 常 写 为 5 个 字母 组 的 形式 .于 
是 上面 一 例 可 改 为 


Shnlg jXgly huvlw b 
的 形式 . 
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对 置换 密码 的 解密 来 说 ,关键 在 于 确定 的 值 .解密 的 方法 有 两 
种 :一 种 是 穷 举 法 ,对 名 一 个 -… 个 地 试 ,直到 出 现 有 明确 意义 的 明文 ; 
另 一 种 是 根据 英文 字母 出 现 的 频率 来 进行 解 帘 . 在 英文 中 各 个 字 塌 
出 现 的 频率 是 不 同 的 ,如 e 的 频率 最 高 , 约 占 13.04% 找 出 字母 中 出 
现 次数 最 多 的 宁 尽 ,使 之 对 应 于 e, 然 后 进行 尝试 性 求解 . 

1) 仿 射 变换 密码 

比 置换 密码 虑 复杂 一 些 的 密码 是 仿 射 变换 密 砂 .出 同 余 式 

sap + blmod 26) 

给 出 .这 里 (a ,26) = 1, 注 意 到 a 有 12 种 可 能 .4 有 26 种 可 能 ,所 以 
仿 射 变换 的 总 数 有 12 x 26 = 312 种 叮 能 .这 比 置换 密码 就 复杂 -- 些 
了 .从 而 解密 也 更 难 一 些 . 

在 这 种 密码 中 ,发 送 密 码 的 人 和 接收 帘 码 的 人 使 用 间 -把 窗 钢 . 
发 送 者 用 这 把 密 铀 去 加 密 ,接收 者 使 用 它 去 解密 . 

有 了 计算 机 这 一 蝇 大 工具 之 后 ,上 面 的 沉 码 就 变 得 十 分 下 和 凡 了 
大 们 不 断 寻 求 新 的 安全 帘 码 .我 们 来 在 一 在 近 二 十 多 年 来 在 密码 学 
发 生 的 事情 . 

3} 现代 密码 系统 

你 如 何 米 设计 编码 (好 加 密 ) 体系 呢 ? 光 四 答 " 多 加 小 心 ”是 不 够 
的 .现在 的 密码 分 拆 人 员 有 大 最 的 武器 可 人 殿 使 用 , 易 有 强大 的 计算 没 
备 , 又 有 复杂 的 数学 和 统计 技术 . 恺 撤 悚 用 过 的 那 类 简单 的 密 馈 肯定 
慨 不 安全 -. 

简单 的 字母 替换 法 被 排除 之 后 ,还 能 试用 什么 办 法 呢 ? 不 管 选 择 
哪 种 方法 , 阿 样 的 危险 仍 会 出 现 . 只 要 在 你 编 好 的 密 文中 有 某 种 "可 
被 辨认 ”的 模式 存在 ,高 级 的 统计 分 析 方 法 一 般 不 难 破 译 你 的 密码 ， 
现在 ,真正 的 几 难 之 所 在 变 得 明朗 了 .为 了 使 信息 能 安全 地 到 达 在 接 
收 者 那里 (可 能 在 数 直 公里 之 外 ) ,关键 在 于 ,这 种 隐藏 善 的 规则 应 埋 
得 足够 深 ,以 防 被 敌人 发 现 . 

所 有 更 代 的 密码 体系 都 要 使 用 计算 机 .一 般 都 假定 敌人 据 有 强 
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大 的 计算 机 来 分 析 你 的 信息 ,所 以 你 的 体系 必须 足够 复杂 ,以 防 计算 
机 的 攻击 .为 了 使 所 设计 的 密码 体系 尽 可 能 安全 ,它们 必须 由 两 部 分 
构成 :一 个 加 密 程序 和 一 把 钢 匙 . 前 者 是 典型 的 计算 机 程序 ,也 可 能 
是 一 台 专 门 设 计 的 计算 机 .为 了 给 信息 加 密 , 该 体系 不 仅 需要 这 些 程 
序 ,还 要 一 把 选择 好 的 钥匙 , 它 通 常 是 一 个 秘密 选 定 药 数 .加 密 程 序 
将 依赖 这 把 选 定 的 钥匙 对 信息 编码 ,使 得 只 在 知道 这 把 钥匙 的 人 才 
可 能 解 开 所 编 的 密 文 . 由 于 安全 性 依赖 于 这 把 钥匙 ,所 以 可 以 有 许多 
人 在 一 自 相 当 长 的 时 期 里 ,使 用 辣 -- 个 加 密 程序 .这 就 意味 着 值得 花 
太 量 的 时 间 和 精力 来 设计 这 种 程序 .不 妨 看 一 个 有 助 于 理解 的 类 比 . 
生产 保险 柜 和 锁 的 工厂 可 以 设计 一 种 类 型 的 锁 卖 给 几 再 个 使 用 者 ， 
后 者 靠 自己 独特 的 钥匙 来 保证 安全 .此 处 所 说 的 “钥匙 ” 可 以 是 用 于 
字 码 镇 的 各 种 字 码 ,于 是 立即 显示 出 “钥匙 " 这 个 词 的 两 种 用 法 间 的 
类 似 .正如 敌人 可 能 知道 你 的 锁 是 如 何 设计 的 ,可 是 不 知道 锁 的 字 硒 
仍 无 法 打开 你 的 保险 柜 . 所 以 ,敌人 可 能 知 遵 你 所 用 的 加 密 体 系 而 无 
法 破译 你 的 编码 信息 ;要 想 破译 就 得 知道 你 的 钥 是 

在 典型 的 “ 密 钥 体系 " 中 ,信息 发 送 者 和 接收 者 事先 要 协商 好 某 
种 密 钥 ,然后 利用 它 互 送信 息 . 只 要 他 们 保守 钥匙 的 秘密 ,该 体系 应 
该 是 安全 的 . 国人 设计 的 数据 加 密 标准 DES(Data Encryption 
Standard) 就 属于 这 种 体系 - 它 的 钥匙 是 个 数 ,其 二 位 进 制 表示 有 56 
位 .换言之 ,这 把 钥匙 是 由 56 个 0 和 1 组 成 的 数 链 .为 什么 要 这 人 么 长 
的 钥匙 ?好 ,现在 来 解释 .实际 上 没有 人 对 DES 体系 是 她 何 工作 的 加 
以 保密 ,一 切 细节 都 是 公开 的 . 从 理论 上 讲 ,任何 敌人 只 要 试 表 所 有 
可 能 的 钥匙 就 能 找到 哪 把 钥匙 在 起 作用 .就 DES 面 言 , 共 有 2 种 可 
能 的 钥匙 ,这 个 数 如 此 之 大 ,以 至 想 试 让 所 有 的 铀 是 实际 是 不 可 能 
的 .事实 上 这 个 数字 还 没 大 到 足以 提供 绝对 的 安全 ,不 过 对 任何 密 公 
体系 都 必须 兼顾 安全 性 和 使 用 者 方便 两 个 因素 .钥匙 越 长 ,使 用 就 越 
不 方便 . 
虽然 目前 广泛 使 用 着 DES ,但 该 体系 有 着 明显 的 欠缺 . 在 使 用 
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前 ,发送 者 和 接收 者 必须 协商 好 他 们 将 使 用 的 密 钥 ;因为 不 愿 通过 任 
何 通讯 渠道 传送 密 钥 ,他们 必须 碰面 并 选 定 钥 亚 ,或 者 起 码 要 雇用 一 
位 可 信任 的 信使 来 传送 密 钥 . 所 以 这 种 体系 不 适合 末 曾 会 面 的 个 人 
之 向 的 通讯 .特别 地 , 它 不 适合 诸如 国际 阿 的 银行 必 商 务 活动 ,而 他 
人 往往 需要 拒 保密 信息 发 送 给 忆 界 各 地 的 从 术 见 过 面 的 人 . 

1975 年 ,W. 过 菲 (W.Diffie) 和 M . 赫 尔 受 (CM.E.Hellnan) 在 

-篇 重要 的 论文 “New Directions in Crytography”( 帘 码 术 的 新 方 铝 ) 

中 提出 一 种 新 型 的 密码 体系 :公开 密 钥 的 密码 系统 .其 中 的 编码 方法 
需要 两 把 钥匙 而 不 是 一 把 :一 把 用 于 加 密 , 另 一 把 用 于 解密 (就 好 和 像 
一 把 锁 要 用 一 把 钥匙 把 它 锁 上 ,用 另 一 把 铀 匙 把 它 打 开 ). 这 种 体系 
的 使 用 方法 如 下 :新 的 使 用 者 时 购 买 一 本 供 该 通讯 网 络 的 所 有 成 员 
使 用 的 标准 程序 (或 专用 计算 机 ). 然 后 他 应 确定 两 把 钥 古 . 一 把 是 他 
的 解密 钥匙 ,她 应 严 如 保密 . 另 一 把 铀 是 将 天 登 在 网 络 使 用 洗手 册 
上 .为 了 发 送 一 个 信息 给 网 络 使 用 者 ,需要 做 的 全 部 工作 就 是 查 出 那 
位 使 用 者 所 公开 的 那 把 蜜 铀 ,用 它 对 信息 加 密 , 并 发 送出 去 .对 任何 
人 而 言 ,知道 这 把 公开 的 密 铀 对 破译 密码 是 党 无 帮助 的 .解码 需要 另 
一 把 专门 解码 用 的 钥匙 ,而 这 只 有 那 位 接收 者 知道 ,所 以 信息 一 山 被 
加 了 密 , 连 那 位 信息 的 发 送 者 也 无 法 破译 它 ! 

这 种 公开 密 钥 的 密码 学 已 经 成 为 当今 密码 学 的 一 个 主要 研究 方 
问 . 

看 来 这 办 法 很 不 错 ,但 是 如 何 具体 地 实现 这 样 的 体系 呢 ? 大 家 知 
道 , 找 出 大 的 素数 (比如 50 位 数字 大 小 的 } 相对 而 言 比较 容易 .而 如 
此 大 小 的 两 个 大 索 数 相 乘 得 出 一 个 和 数 ( 大 约 有 100 位 ) 也 不 难 .但 
要 把 这 么 大 的 数 分 解 成 两 个 素 因 子 就 难 上 如 难 了 ,无论 出 于 什么 意 
图 和 目的 :事实 上 后 者 是 不 可 能 做 到 的 .这 就 是 当今 普遍 使 用 的 公开 
密 钥 体系 所 依赖 的 基本 思想 .这 一 体系 是 1977 年 由 麻 省 理 丁 学 院 的 
R .里 弗 斯 特 (R. Rivest) ,入 沙 米 尔 (A-Shamir) 和 L - 阿 德 勒 曼 (L. 
Adieman) 设计 , 现 以 他 们 姓氏 的 首 字母 命名 为 RSA 体系 . 策 要 保密 
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的 用 于 解 馆 的 钥匙 (本 质 上 ) 由 商 个 大 的 素数 组 成 .使 用 者 要 借助 于 
计算 机 选 出 它们 , 击 不 能 在 如 何 公开 出 版 的 素数 表 中 去 选 , 后 者 柄 人 
很 容易 者 到 手 ! 公 天 的 用 于 加 密 的 钥匙 就 是 这 两 个 素数 的 乘积 .因为 
不 存在 快速 的 因子 分 解 的 方法 ,所 以 实际 上 不 可 能 根据 公开 的 加 密 
钥匙 重新 找到 解密 钥匙 .信息 的 加 密 对 应 闻 两 个 大 素数 相生 ( 容 易 )， 
解密 对 庶 于 相反 的 因子 分 解 过 程 (困难 ). 

这 就 是 当今 庞大 的 国际 数据 通讯 网 络 能 安全 运行 的 原 央 , 它 依 
不 的 基数 学 家 的 一 种 无 能 :他 人 尚未 找到 大 数 因子 分 解 的 有 效 方法 ， 
同时 却 能 容易 地 找到 大 的 素数 .显然 ,这 类 体系 的 安全 性 基于 因子 分 
解 方面 的 困难 ,一 所 因子 分 解 方面 的 研究 有 进展 ,体系 的 安全 性 就 受 
到 威胁 . 

4) 新 的 挑战 

这 一 问题 引出 了 漏 尼 伯 啤酒 店 的 - 段 有 趣 的 对 话 .1982 年 秋 ， 
在 加 拿 大 温 尼 伯 市 举行 的 科学 会 议 期 间 , 两 位 数学 家 和 一 位 计算 机 
工程 师 于 某 天 晚上 外 出 喝 啤 消 . 此 位 数学 家 很 快 转 人 了 如 何 分 解 大 
数 的 因子 的 话题 ,自然 碰 上 了 计算 问题 .计算 机 工程 师 听 着 他 们 的 谈 
话 , 指 出 他 设计 的 一 台 特殊 的 计算 机 可 能 很 容易 地 克服 他 们 直到 的 
一 个 主要 的 困难 ,这 次 的 啤酒 店 碰巧 发 生 的 事 , 对 数据 安全 的 研究 产 
生 了 重大 的 影响 . 直到 1982 年 .最 好 的 因子 分 解 方法 上 只 能 处 理 的 布 
50 位 的 数字 .计算 机 工程 师 工 : 活 诺 克 告诉 因子 分 解 专家 M , 文 德 利 
希 和 6 :西蒙 斯 的 信息 是 ,特殊 设计 的 CRAY - !1 的 运算 器 可 以 解决 
他 们 的 一 个 问题 , 即 能 使 他 们 的 方法 分 解 有 60 位 至 70 位 的 大 数 .这 
样 ,RSA 体系 的 安全 就 受到 了 威胁 . 虽然 对 付 的 方法 很 旺 然 一 只 
竖 使 用 每 个 邦 有 100 位 的 数字 的 素数 ,以 得 到 一 个 有 200 位 数字 的 
公开 密 钥 ; 但 是 ,这 次 事先 未 料 到 的 交谈 确实 在 安全 通讯 的 事业 中 搅 
起 了 - 片 易 变 的 涟 注 . 当前 的 因子 分 解 方 面 的 其 它 进展 也 加 重 了 这 
种 “不 安全 感 ”. 虽说 日 前 一 般 认 为 因子 分 和解 的 上 限 是 有 90 位 的 数 
字 , 可 是 大 量 精巧 复杂 的 数学 正 瞒 准 着 这 个 问题 ,说 不 定 什么 时 候 就 
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会 出 现 真正 的 突破 . 
5) 具体 实现 


下 面谈 谈 如 何 来 实现 RSA 密码 系统 .使 用 首选 择 -对 不 问 的 素 
数 p,q .它们 的 乘积 wx = pg 叫做 加 密 民 .这 是 个 非常 大 的 数 .将 它 
分 解 为 素 因数 的 乘积 超出 了 现代 任何 计算 工具 的 能 力 . 例如 呵 以 选 
取 p,q 有 100 位 数字 ,这 样 n 就 有 200 位 数字 .xn 确定 以 后 ,再 随机 
地 选取 一 个 正 数 上 ,叫做 加 密 指数 ,使 它 满足 tk,g(x))} = 1. 然 后 把 
这 一 对 数 刊 登 在 网 络 使 用 者 手册 上 ,作为 和 加密 的 钥匙 用 .这 样 ,使 用 


公共 网 络 的 任何 人 都 可 以 


它 作为 加 密 的 钥匙 ,将 信息 加 窗 , 并 发 送 


给 那 位 网 络 使 用 者 .注意 ,n,k& 是 公开 的 ,而 的 因数 pp,g 者 是 保密 
的 .加 密 指 数 & 的 选择 有 多 种 可 能 .一 种 方便 的 办 法 是 服 p(n)+ 1 


的 任何 素 因数 . 


加 密 的 过 程 是 这 样 的 . 


办 法 是 , 令 
AA= 01 I= 09 
B= 02 J= 10 
C= 03 K 11 
了 一 04 L= ]2 
E= 05 M =: 13 
F=06 N= 14 
G= 07 O=15 
H= 98 P= 16 


首先 把 信息 转变 为 -个 整数 M .常用 的 


Q-17 Y=- 25 3=33 
R= ji8 Z= 26 4=34 
S=19 “= 27 5=35 
T= 20 ‘= 28 6=36 
UCU=21 ?= 29 7=37 
V= 22 0= 30 8=38 
Wo= 23 1 = 31 9=39 
X= 24 2 = 32 ! 40. 


用 00 表示 宁 之 问 的 空 似 . 按 照 这 种 办 法 ,信息 


The brown fox is quick 


就 译 为 数 串 


M = 2008050002181523140006152400091900172109031128. 
我 们 假定 明文 产生 的 数 M < =. 要 是 原文 本 长 ,不 能 用 一 个 小 于 zx 
的 M 表示 它 ,就 把 M 分 成 适当 大 小 的 几 段 ,使 每 一 段 都 小 于 n ,然后 
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对 每 一 段 分 六 加 密 . 
在 网 络 手 骨 上 找 出 接收 者 的 密 铜 (n ,). 将 明文 数 M 变 为 密 文 
数 x.r 是 这 样 得 到 的 : 求 出 M 的 次 寡 ,然后 用 模 nn 去 简化 . 即 
M: = rr(mod n). 
在 高 速 电子 计算 机 上 ,加 密 一 个 有 200 位 数字 的 信息 只 要 儿 秒 钟 就 
能 完成 . 
把 密 文 数 > 发 送出 去 . 
现在 看 网 络 的 另 一 端 . 宅 文 接收 者 首先 要 做 的 事 是 , 求 出 密 文 复 
原 指 数 7.7 满足 方程 
Bj =1(mod y(n)). 
因为 (& ,gln)) = 1, 所 以 同 余 方 程 有 唯一 解 .这 个 解 很 容易 得 到 .由 
欧 拉 定 理 


Rirtn = (mod g{n)) 

与 前 -方程 结合 起 来 ,得 到 

EYP Rmodg(n)) > j= Err (mod g(x)). 
这 个 复原 指数 ;就 求 出 来 了 .但 是 只 有 知道 g(xn)= ( 户 -1e 一 4 
的 人 才能 通过 卡 找到 这 个 复原 指数 .也 就 是 只 三 知道 p,g 的 人 才能 
找到 它 . 只 知道 公开 的 密 钥 是 无 能 为 力 的 . 

现在 只 需 通过 r, 计算 ri(modn) 就 能 重新 找到 M. 因为 
二 11+ g(tn)t, 其 中 :是 蘑 个 整数 所 以 

r= (MD) = MY = Mir 
= MC(M”) = M1 = M(mod 产 )， C1) 

这 里 我 们 用 了 (M,n) = 1 这 个 条 件 . 这样 一 来 ,我 们 找到 了 明文 数 
M. 

假定 (CM ,nn) = 1 是 为 了 使 用 欧 拉 定理 .只 有 当 M=p, 或 M = 
ea 时 才 会 出 更 M 与 4 不 互 索 的 情况 .出 现 这 种 情况 的 概率 太 小 了 ,在 
实际 土 是 不 会 发 生 这 种 情况 的 - 

这 种 密码 的 巧妙 之 处 在 于 ,加密 时 只 用 到 wx ,只 有 解密 的 人 才 用 
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到 p,qa. . 
例 ”为 了 使 读者 对 RSA 公 开 密 钥 的 系统 有 所 熟悉 ,这 里 给 出 一 
个 较为 详尽 的 例子 .首先 选取 两 个 素数 p = 29,q = 53. 于 是 孝 密 模 
是 ma = 29.53 = 1537. 而 
pn)+1=52.28+1= 1457= 31-: 
将 加 密 指数 取 为 & = 47. 因为 复原 指数 j 浦 足 同 余 式 寻 一 三 1(mod 
9g(n)) ,所 以 j = 31. 假 定 明文 信息 是 
No way， 
按照 前 面 指出 的 将 它 变 为 明文 数 : 
M = 141500230125. 
我 们 还 要 求 明文 数 段 不 超过 1537. 在 这 一 限制 下 ,将 M 分 为 四 段 ,每 
和 毁 的 数字 都 是 三 位 的 . 它们 分 别 是 
141， 500， 230， 125 . 
然后 分 别 对 它们 加 密 . 第 一 段 是 141, 它 的 密 文 是 
141 = 658(mod 1537) ， 

把 其 它 三 段 密 文 也 找 出 来 ,全 部 密 文 是 0658 1408 1250 1252. 

现在 看 网 络 的 另 一 边 .接收 者 已 经 知道 复原 指数 ) = 31. 通 过 计 
算 可 以 把 明文 数 找 出 来 : 

6583 = 141(mod 1537) . 

其 它 三 段 也 可 以 类 似 地 找 出 来 .这 样 我 们 就 解 出 了 原文. 

对 RSA 系统 而 言 ,解密 的 直接 途 答 就 是 分 解 4 ,一旦 找到 了 
的 素 因 数 ,从 


Pen)= (Cp -llg 1) 
就 可 以 求 出 复原 指数 ,明文 也 就 立 记 得 到 了 .分 解 一 个 合 数 比 判 断 
一 个 数 是 合 数 还 是 素数 要 困难 得 多 .使 用 目前 最 快 的 计算 机 .判断 一 
个 200 位 的 数 是 不 是 素数 只 要 十 分 钟 就 够 了 .但 是 要 分 解 - -个 200 
位 的 合 数 要 花费 巨大 的 劳动 ,时 间 之 长 是 难以 想象 的 .假定 一 微 秒 
(10 秒 ) 做 一 次 运算 ,分 解 一 个 200 位 的 合 数 要 3.8 x 10? 年 .所 以 
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RSA 系统 是 相当 安全 的 . 
7.4.2 ”素数 鉴别 

虽然 有 关 素数 的 大 部 分 经 典 问 题 还 没有 解决 ,但 检验 -个 数 是 
理 素 数 的 方法 在 最 近 几 年 有 了 所 大 进步 .你 或 许 会 说 , 恰 验 素数 有 什 
么 难 ? 确 实 , 看 一 个 数 是 不 是 素数 ,有 一 种 非常 白 然 而 直接 的 方法 ,这 
就 是 我 们 常用 的 试 除法 .给 你 一 个 数 ,譬如 说 =” ,你 先 看 2 是否 能 整 
它 , 若 能 , 则 = 不 是 素数 ,任务 完成 ; 若 不 能 ,你 再 用 3 试 除 2，. 芳 3 能 
整除 , 则 不 是 率 数 ,事情 了 结 ; 若 不 能 ,再 用 5 去 除 2 .依次 类 推 
如 果 试 到 Vn 还 没有 找到 能 整除 4 的 数 , 孝 么 ” 一 定 是 素数 . 

这 一 方法 对 检验 不 太 大 的 数 是 挺 实用 的 .但 若 数 字 太 大 , 它 就 安 
得 十 分 笔 拙 .向 届 你 在 一 个 快速 计算 机 上 使 用 高 效 的 程序 进行 试 除 ， 
对 于 一 个 10 位 数字 的 数 . 运 行程 序 几 乎 瞬间 就 能 完成 .对 - -个 20 位 
的 数 就 障 烦 一 点 子 , 租 要 两 个 小 时 .对 于 一 个 50 位 的 数 , 则 需要 100 
亿 生 .这 已 经 大 得 不 吕 想 象 . 当然 ,这 不 是 对 非常 大 的 数 作 无 关 紧 要 
的 计算 -前 而 说 过 , 介 于 60 位 到 100 位 之 间 的 数 是 今日 密 码 体系 中 
最 安全 的 一 种 帘 砂 所 需要 的 . 

如 何人 确定 一 个 100 位 的 数 是 否 率 数 呢 ?目前 可 用 的 最 好 的 方法 
是 1980 年 不 石 得 到 的 .数学 家 阿 德 勒 曼 , 鲁 梅 利 , 科 息 和 伦 斯 特 拉 研 
究 出 一 种 非常 复杂 的 方法 .现在 以 他 们 的 名 字 的 第 一 个 字母 命名 为 
ARCL 检验 法 .在 上 面 提 到 的 那 类 计算 机 上 进行 ARCL 检验 ,对 20 位 
的 数 只 需 10 秒 种 ,对 50 位 的 数 用 15 秒 ,100 位 的 数 用 40 秒 . 如 果 要 
检查 一 个 1000 位 的 数 ,一 个 星期 也 就 够 了 . 这 种 检验 依靠 相当 多 的 
高 深 的 数学 ,超出 了 普通 的 大 学 数学 的 范围 .所 以 这 里 不 能 给 以 完全 
的 回答 .但 解释 该 方法 的 中 心思 想 倒 不 难 , 它 涉及 到 费 马 小 定理 . 

1) 判别 法 
费 马 小 定理 来 判断 一 个 大 数 是 不 是 素数 是 一 个 非常 有 效 的 方 
法 - 费 马 定理 说 , 若 nx 是 素数 , 则 
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en” = a(mod 1). 
这 样 一 来 ,如 果 对 一 个 给 定 的 n ,有 一 个 a, 使 (1) 不 成 立 , 则 ”一定 
不 是 素数 .换言之 ,mn 一 定 是 一 个 合 数 . 
例 判断 = = 117 是 不 是 素数 . 
解 ”为 了 使 用 费 马 小 定理 ,我 们 取 a = 2 看 
2 = 2(mod 117) 
是 否 成 立 ,直接 计算 知道 
2"” = 128 = 11(mod 117), 
而 117=7x16+5, 所 以 
2117 ~ 27°16+5 ~ (27)16 .25 
(11) .25 = (11°): -25 = (121)* :235( mod 117), 
2 = (2 (l=121:11 二 4.11=44(mod 117), 
这 就 指出 20 二 和 44 关 2{(mod 117) 
内 此 117 不 是 素数 ,而 是 合 数 ,事实 上 117 = 13. 9. 
2) 费 马 小 定理 的 逆 定 理 
上 面 的 问题 又 使 我 们 提出 这 样 的 问题 : 费 马 小 定理 的 逆 定 理 成 
立 不 成 立 ? 也 就 是 说 ,如 果 
4” = a(mod n), 
能 不 能 判断 2 是 案 数 ?下 面 给 出 一 个 例子 说 明 费 马 小 定理 的 逆 定 理 
不 成 立 . 我 们 需要 一 个 引 理 . 
引 理 ” 若 p,q 是 两 个 不 同 的 泰 数 使 得 af 二 almod g) ,a? 三 
afmod 访 ) , 则 am Sa (mod pa). 


a =a(lmod p)>am = ar = a(mod p) 


>pla® — a. 
同 理 , pla” - es 一 cm = a(mod pq). 
费 马 小 定理 的 反例 2” 二 1{(mod 341),341 = 11 .31. 
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解 ”注意 到 2 = 1024 = 31 x 33 + 1, 于 是 

20=2， 2 一 2.1 三 2(mod31). 

23 = 2(20)3 =2 .1 =2(mod 11). 
由 引 理 203 三 20mod 11* 31)O2M1 一 2(mod 341) ， 
或 2348 = 1Cmod 341). 

这 个 结果 说 明 , 费 马 小 定理 的 逆 是 不 正确 的 . 

有 趣 的 是 ,中 国 数学 家 早 在 2500 年 前 就 猜测 一 个 数 ”是 素数 的 
充 要 条 件 是 

n|(2" 一 2). 
这 一 命题 在 ”过 340 时 是 正确 的 .上 面 的 例子 说 明 这 个 猜测 是 错误 
的 . 数 341 是 1819 年 才 发 现 的 .由 此 引出 了 下 面 的 定义 . 

定义 -- 个 合 数 x 叫做 伪 素 数 , 如 果 | (2” -2). 

可 以 证 明 伪 素数 有 无 限 多 个 .前 4 个 伪 素 数 是 341.561,645 和 
1105. 伪 素 数 虽 然 无 穷 多 ,但 出 现 的 频率 比 素 数 小 得 多 .在 1000 以 内 
只 有 3 个 ,在 100 万 之 肉 只 有 245 个 ,而 100 万 内 的 素数 有 38492 个 . 
第 -个 侦 的 伪 素 数 是 

161038 = 2 . 73 - 1103, 
是 1950 年 发 现 的 . 

当 你 用 费 马 小 定理 去 检验 素数 时 ,发 现 ”能 整除 (2”- 2) ,你 能 
得 到 的 结论 是 := 是 素数 ,或 者 是 伪 素 数 . 这 时 素数 的 下 能 性 大 ,内 为 
相对 于 素数 而 疡 , 念 素 数 少 得 多 . 

还 需 指出 . 当 你 用 费 马 小 定理 检查 素数 时 ,用 其 它 数 ,比如 3 和 5 
代 蔡 >. 仍 会 出 现 伪 素 数 . 这 种 使 你 在 检验 素性 的 问题 时 得 不 到 绝对 
肯定 的 解答 ， 

存在 合 数 nn, 对 一 切 整 数 a ,具有 性 质 : 

ci = al(modn), 
这 种 ”中 最 小 的 是 561. 这 种 例外 的 数 辣 做 绝对 伪 素 数 . 
ARCL 检验 改进 了 费 马 检 验 , 它 不 再 妥 俯 素数 的 思 弄 ,这 一 改进 
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需要 许多 高 深 的 数学 . 
7.4.3 ”星期 数 


现在 我 休 利 用 同 余 式 的 理论 来 计算 某 一 个 特定 的 另 子 是 星期 
几 . 例 如 ,香港 回归 日 1997 年 7 月 1 日 是 星期 几 , 或 者 中 华人 民 共 和 
国 成 立 日 1949 年 10 月 1 月 是 星期 几 . 如 果 一 年 的 天 数 可 被 7 整除 . 
那么 所 有 的 日 期 在 每 一 年 中 总 有 相同 的 星期 数 , 这 样 日 历 的 编制 将 
大 大 简化 .未 来 公历 改革 后 可 能 会 出 现 这 一 可 喜 情 况 ,但 是 目前 却 不 
行 .一 年 的 天 数 是 365 二 14mod 7), 而 状 年 的 天 数 是 366 二 2{mod 
7), 这 表明 .在 平年 一 个 给 定 日 期 的 星期 数 在 下 一 年 要 加 1 工 梧 到 阐 
年 这 一 规律 就 被 破坏 了 . 

现在 我 们 给 出 一 个 方便 的 计算 公式 ,为 此 规定 : 

星期 日 = 0, 星 期 一 = 1, 星 期 二 = 2, 星 期 三 = 3， 
星期 四 = 4, 星 期 五 = 5, 星 期 六 = 6. 

另外 注意 到 六 年 所 加 的 一 天 不 在 一 年 的 开头 ,也 不 在- -年 的 末 
尾 , 面 是 在 2 后 的 29 日 .所 以 为 方便 计 , 我 们 把 3 月 当 作 第 一 个 月 :4 
月 算 作 第 二 个 月 ,把 1 月 算 作 上 一 年 的 第 于- 个 月 ,2 髓 算 作 上 一 全 
的 第 十 二 个 月 .这 一 约定 对 计算 星期 数 是 有 好 处 的 . 作 了 这 样 的 规定 
之 后 1997 年 7 了 月 1 日 就 要 写 汐 1997 年 “5 月 “1 日 ,而 1998 年 1 月 1 
日 就 要 写 为 1997 年 "11 月 和 日 了 . 

现在 假定 我 们 有 一 个 给 定 的 日 期 :第 闪 年 mm 月 4d 日 .年 份 数 N = 
ec 100 + y,c 是 世纪 数 ,y 是 在 这 一 世纪 中 的 年 代数 ,月 份 数 按 上 面 
的 规定 计算 .用 多 表示 这 一 日 期 的 星期 数 . 本 的 计算 公式 如 下 : 


W=d+ [3m 一 D]+y+ |[ 寺 > + [六 <]- 2e Cmod 7)， 
公式 中 的 方 括号 表示 不 超过 这 个 数 的 最 大 整数 . 
例 ”香港 回归 日 ;1997 年 7 月 1 日 -这 里 
c= 19,y= 97,m = 5,d=1, 


代 人 公式 得 
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w= 4+ [ 畦 ]+ 97+|[ 字 !+ [如]-2x19 
二 1+12+97+24+4-38=100 二 2(mod 7). 
香港 回归 日 是 星期 二 . 
例 ”中 华人 人民 共 种 国 成 立 重 :1949 年 0 月 1 日 .这 里 
c=19,y = 49,m = 8,d = 1， 
代入 公式 得 


We=1+ [二 |] “4 


3 j+49+] 执 ]+ [ 旦 ]-2x19 
三 1 + 20+49+12+4— 38== 6(mod 7). 

中 华人 民 共 和 国 成 立 日 是 星期 六 

这 里 值得 注意 的 是 ,目前 轨 际 通 出 的 公历 是 教皇 格 里 高 利 十 三 
实行 的 ,当时 他 召集 了 很 多 学 者 利 僧 倡 讨论 历法 改革 问题 ,决定 采用 
业余 天 文学 家 利 里 奥 的 方案 ,每 由 百年 去 掉 三 个 间 日 .公元 1582 年 
格 里 高 利 颁 发 了 改 历 的 命令 : 

1) 把 1582 年 10 月 4 日 以 后 的 一 天 改 为 1582 年 10 月 25 日 ; 

2) 那些 世纪 数 不 能 被 4 整除 的 世纪 年 (如 1700.1800,1900， 
2100,…) 不 再 算 作 头 年 , 仍 算 作 平年 

这 两 条 规定 至 为 重要 .第 一 条 规定 实质 上 把 看 分 日 固定 在 3 月 
21 日 左右 ,解决 了 日 历 与 天 时 不合 的 牙 盾 .第 二 条 规定 把 记 法 的 精 
度 大 大 地 提高 了 一 步 ,保证 这 种 历法 在 相当 长 的 时 期 内 也 能 适用 . 枢 
据 这 项 规定 ,400 年 中 共有 97 个 间 年 ,总 日 数 为 

365 x 400 + 97 = 146097( 天 ). 
因此 平均 每 年 的 长 度 为 
146097 二 400 - 365.2425( 大 )、 
与 外史 年 实测 值 365.2422 天 模 差 只 有 0.0003 天 . 换 句 话说 ,要 经 
三 千 三 百 多 年 ,这 两 者 才 有 一 天 的 相差 . 梅里 高 利 历 显然 杰 精 密 的 
- 正 是 由 于 格 里 高 利 历 精度 很 识 , 因 此 ,先是 欧州 后 是 世界 各 国 


这 
过 
多 了 
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陆续 地 采用 了 这 个 历 ,这 就 是 现在 所 通称 的 ”公历 .我 国 采 用 公历 
是 在 辛亥 革命 后 的 1912 年 . 
公历 的 回归 年 长 度 取 为 365.2425 天 ,我 国 早 在 公元 1199 年 使 

的 南宋 “ 统 天 历 ” 中 就 采用 了 这 个 数值 , 比 公历 早 了 三 百 八 十 多 
年 . 
7.4.4 ”公式 的 证 明 

证 明 分 为 两 步 ,1) 先 求 出 第 NN 年 3 月 1 日 的 星期 数 ;2) 再 求 出 第 
NN 年 m 月 4 日 的 星期 数 . 

1) 任 取 一 年 ,比如 说 以 1600 年 作为 开始 的 一 年 .并 把 这 一 年 的 
3 月 1 日 的 星期 数 记 为 ajs00- 

若 没有 闽 年 :那么 用 每 过 一 年 在 ceo 上 加 1 的 办 法 就 可 得 到 第 
六 年 3 月 主 日 的 星期 数 ,因而 相应 的 数 为 

ceno + (100¢ + y - 1600) (mod 7). 

考虑 到 闽 年 ,并 假定 每 四 年 头 一 次 ,那么 应 该 在 这 个 数 上 在 加 上 
1 
下 
这 就 多 了 一 点 ,因为 世纪 年 通常 不 是 闽 年 ,所 以 还 应 当 在 这 个 量 中 减 
去 c- 16. 但 当世 纪 数 c 可 被 4 整除 时 ,第 100e 年 仍 是 闲 年 ,所 以 我 
们 还 需要 加 上 最 后 一 个 校正 项 


[和 Gonc + y ~ 1600)]= 25c - 400 + [> 


14tc-16)]= [了 <] 4. 
把 这 几 个 式 了 并 在 一 起 ,就 得 出 第 六 生 3 月 1 昌 的 星期 数 
dx = drow + 124c 4 » -1988+[ 才 c1 [村 >] (moa 7). 
再 按 模 7 简 后 化 ,得 刘 
dy = di 2c+y [el [YY] (mod7)， (2) 
把 这 个 公式 应 用 于 1997 年 .这 一 年 的 3 月 1 日 是 星期 六 .因此 
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dig97 = 6. 这 时 
工 -1- 一 1 ,1 
c=19,[#|= 413 = 97,[ yj = 24 
我 们 得 到 
dig7= 6 dis00 2X19+97+4+243 do + 3(mod7), 
所 以 Qi6oo = 3. 


1600 年 3 月 1 日 是 星期 三 .这 一 结果 代入 公式 (2), 我 们 得 到 任意 一 
年 的 3 月 1 日 的 星期 数 的 公式 


dv =3-2c+y+ |[ 寺 ce]+ i 十»] (3). 
2) 我 们 来 确定 从 3 月 1 日 到 该 年 任意 其 它 一 天 的 天 数 (mod7). 
因为 各 月 天 数 不 同 ,还 需要 费 点 周折 . 先 求 其 它 月 份 第 一 天 的 星期 
数 . 
3 月 有 31 天 ,所 以 4 月 1 日 的 星期 数 应 如 3.4 月 有 30 天 ,所 以 5 
月 1 日 的 星期 数 必须 加 3+2 = 5. 这 样 继续 下 去 ,就 可 得 到 下 面 的 加 
法 表 


月 份 所 如 天 数 月 份 所 加 天 数 
3 0 9 16 

4 3 10 18 

5 5 11 21 

6 8 12 23 

7 10 1 26 

8 13 2 29 


表 中 数 虽然 不 规则 ,但 每 月 的 平均 增长 是 各 = 2.6… 因为 第 一 项 是 


90, 所 以 mx 个 月 的 增长 数 应 是 mw x 2.6 减 去 2.6, 然 后 取 其 整数 部 分 ， 
即 [2.6m - 2.6], 但 这 结果 不 完全 正确 .通过 修正 被 减 项 ,我 们 得 到 
了 正确 的 表达 式 


t2.6m 一 2.21 = [$3m 10) m= 422 (4) 
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在 上 式 中 核算 mmx = 1,2,…,12 各 值 ,你 会 发 现 它们 正 是 表 中 的 数 
值 .这 样 我 们 就 得 到 了 第 x 月 第 一 天 的 星期 数 , 就 是 把 (4) 加 到 (3) 
上 去 .这 个 月 第 4 日 的 星期 数 应 加 上 a -1 工 .调整 一 下 各 顺序 ,我们 就 
得 到 所 求 公 式 ， 
7.4.5 “循环 赛程 排列 

现在 我 们 用 同 余 理论 来 安排 各 种 循环 比赛 的 程序 表 . 这 是 一 个 
很 有 实用 价值 的 问题 . 

假定 及 队 或 N 个 选手 参加 上 比赛. 当 NN 为 奇数 时 总 有 一 队 要 轮 
空 .我 们 可 以 用 这 样 的 办 法 来 克服 这 一 困难 ;加 进 一 个 假想 的 队 To. 
然后 安排 包括 To 在 内 的 N + 工 个 队 的 比赛 程序 表 - 在 每 轮 比 赛 中 ， 
安排 和 To 比赛 的 队 轮 空 .所 以 我 们 总 可 以 假定 有 偶数 个 队 参 加 比 
赛 ,以 下 假定 N 是 偶数 ,并 给 每 队 一 个 编号 x = 1.2,…,N. 每 队 比 
赛 的 总 场 数 是 N - 1, 一 共有 


S=(N-1)+(N-2)+-…+1= 


场 比 赛 . 
现在 假定 x 属于 集合 
i1,2, N11, (5) 
在 第 ~ 轮 比 赛 中 ,以 x, 表示 与 x 队 进 行 比赛 的 队 的 编号 ,zx, 属于 集 
合 (5) .我 们 用 同 余 式 
Xt 二 rr(mdN-.-1) (6) 
来 确定 x, ,就 是 使 z 与 它 的 对 手 x, 之 和 在 第 + 轮 比赛 中 则 余 于 + .r 
不 河 ,x 的 对 手 也 不 同 
例如 ,有 六 个 队 参 加 比赛 .那么 N = 6,r 属于 集合 1,2,3,4,5. 
在 第 一 场 比赛 中 ,x 的 对 于 是 zi,z 上 与 | 满足 同 余 式 
x+ r= 1l(mod 5). 
当 x 是 第 一 队 时 ,zz = 5, 即 它 的 对 手 是 第 五 队 . 当 + 是 第 二 队 时 ,x 
= 4, 即 它 的 对 手 是 第 四 队 . 


NGCN 一 1) 
2 
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在 第 二 场 比赛 中 ,x 的 对 手 是 x2,x 与 x 满足 同 余 式 
xz + zi = 2(mod 5). 
当 是 第 四 队 时 ,xz = 3, 即 它 的 对 手 是 第 三 队 . 当 xz 是 第 五 队 时 ,x 
= 2,. 即 它 的 对 手 是 第 二 队 . 
这 样 安排 就 会 使 不 同 的 队 有 不 同 的 对 手 ,事实 上 ,由 
x+ sr +x(mod N-1)=>r=x (modN -1), 
因为 rz 属于 同一 集合 (5) ,所 以 工 = 并 
唯一 的 产生 麻烦 的 地 方 是 x = xz, 的 情况 .由 (6), 必 有 
2r 二 rr(mod N -1), (7) 
个 难看 出 在 (6) 中 只 有 一 个 + 出 现 这 种 人 情况.(7) 在 (5) 中 只 有 一 个 
解 , 即 


工 一 去 ， ~ 为 偶数 . 

二 = 7 为 奇数 . 
这 个 例外 队 叫 做 co, 让 它 与 第 N 队 比 赛 .这 样 一 来 ,对 集合 (5) 中 的 
每 一 队 ,我 们 都 指定 了 它 在 第 7 轮 比赛 的 对 象 . 


习 题 


1. 用 凯 撤 的 加 密 方 法 对 信息 RETURN HOME 加 窗 . 

2. 设 凯 撒 密 码 的 密 文 是 KDSSB ELUWKGDB, 求 明文 

3. 用 仿 射 变换 C = aP + 5b(mod 26) 对 信息 NUMBER 
THEORY IS EASY 进行 加 密 . 

4， 当 RSA 系统 的 窗 铀 是 (x ,x) = 《3233,37) 时 , 求 复原 指数 . 

5. 以 (ak)》 = (2419,3) 作 密 钥 , 用 RSA 加 密 系 统 对 信息 
GOLD MEDAL 进行 如 密 
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明天 不 熟悉 分 形 的 人 ,将 不 能 认为 是 科学 上 的 文化 人 . 


J. Wheeler 
数学 的 伟大 使 命 是 在 混沌 中 发 现 有 序 - 
N. Weiner 
混沌 和 分 形 … 是 数学 兄弟 .它们 都 与 不 规则 结构 斗 得 难 分 难 解 . 
1. Stewart 
一 切 都 是 有 秩序 中 的 无 秩序 . 
罗 芝 . 罗兰 


$8.1 漫游 分 形 


8.1.1 引言 


从 古 希 腊 以 来 ,人 们 研究 直线 ,加 ,椭圆 , 双 曲 线 等 规则 图 撒 .这 
是 欧 氏 几何 ,解析 几何 及 微 积分 所 研究 的 主要 图 形 .30 年 前 诞生 了 
一 门 新 的 几何 学 , 称 为 分 形 几 何 . 它 研究 的 却 是 白 然 界 中 常见 的 ,不 
规则 的 ,不 稳定 的 ,变化 莫 测 的 现象 . 分 形 几 何 的 创始 人 芒 德 布 罗 
(B.B.Mandelbrot) 在 他 的 和 名著“ 自然 界 的 分 形 几 和 何 " 一 书 中 说 : 

云彩 不 是 球 ,山岳 不 是 锥 体 ,海岸 线 椒 是 贺 , 树 皮 不 是 光滑 的 ,内 
虑 也 不 是 党 直 线 传播 的 . 

他 还 指出 , 白 然 界 的 洗 多 物体 的 形状 及 现象 的 复杂 性 是 寺 常 的 
事 , 但 欧 氏 几何 却 把 它们 抛 在 一 边 ,不 加 理会 .分 形 儿 何 为 饥 述 这 类 
复杂 竹 提供 了 全 新 的 概念 和 方法 ,30 年 来 取得 了 惊人 的 成 就 ,而 成 
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为 当代 最 具有 吸引 力 的 科学 研究 领域 之 一 . 

分 形 是 fractal 的 译名 ,这 个 词 是 蒙 德尔 布 罗 根 据 拉丁 词 fractus 
的 词 首 与 英文 fractional 的 词尾 合成 的 一 个 新 闻 ,用 以 描述 那 种 不 规 
则 的 ,破碎 的 , 琐 导 的 几何 特征 ; 既 可 当 名 词 用 ,又 可 当 形 容 词 用 .分 
形 概念 并 非 纯 数 学 抽象 的 产物 .而 是 对 普遍 存在 的 复杂 几何 形态 的 
科学 概括 ,有 极为 广泛 的 实际 背景 .自然 界 中 分 形体 无 处 不 在 ,起 伏 
旦 蚂 的 山脉 ,坑坑洼洼 的 地 面 , 曲 曲折 折 的 海岸 线 , 层 层 分 叉 的 树枝 ， 
支流 纵横 的 水 系 , 变 幻 莫 测 的 浮云 ,地 质 学 中 的 复杂 宰 皱 ,遍布 动物 
商 身 的 血管 等 等 ,部 是 自然 界 中 的 分 形 .就 是 社会 历史 领域 也 不 乏 分 
形 现象 ,只 是 不 那么 直观 时 了 . 

分 形 是 相对 于 整形 而 言 的 .传统 凡 何 学 描述 的 对 象 是 由 直线 或 
曲线 .平面 或 曲面 , 平 直 体 或 曲 体 构成 的 各 种 斤 何 形状 . 称 为 整形 . 整 
形 的 基本 特征 是 具有 光滑 性 , 妈 可 微 性 ,至 少 是 分 段 或 分 片 光 滑 的 ， 
除 少 数 例外 点 或 点 集 ,形体 部 是 可 微 (可 用 可 微 的 函数 来 描述 } 的 .分 
形 的 基本 特征 是 不 可 第 的 ,不 光滑 的 ,其 至 旦 不 连续 的 .传统 观点 把 
白 然 界 想象 成 各 种 规则 形体 的 总 和 .但 普遍 存在 的 几何 对 象 大 多 数 
是 分 形 ,整形 倒是 一 种 例外 - 

几何 学 讲 的 整形 是 严格 定义 的 数学 对 象 . 分形 也 应 当 建 立 严 格 
欧 数 学 定义 .但 目前 尚 无 可 以 普遍 接受 的 严格 定义 . 非 正 式 地 讲 ,一 
种 几何 图 形 ,如 果 它 的 组 成 部 分 与 整个 图 形 有 某 种 方式 的 相似 性 ,就 
是 分 形 . 

对 "分形" 的 定义 可 以 用 和 和 生物 学 中 对 “生命 "定义 的 同样 方法 处 
理 . 在 生物 学 中 “后 命 “ 并 没有 严格 和 明确 的 定义 ,但 可 以 列 出 一 系列 
生命 物 的 特性 : 象 繁殖 能 力 , 运 动能 力 以 及 对 周围 环境 的 相对 独立 的 
存在 能 力 等 .大 部 分 的 生物 都 具有 有 上述 的 特性 ,虽然 一 些 生 物 对 上 述 
某 些 性 质 有 例外 .同样 ,对 分 形似 乎 最 好 把 它 看 成 具有 下 面 列 出 的 性 
压 的 集合 ,而 不 去 寻找 精确 的 定义 .因为 这 种 定义 肯定 几乎 总 要 排除 
掉 一 些 有 趣 的 情形 . 
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称 一 个 集合 下 是 分 形 ,如 果 它 具 有 下 面 的 典型 性 质 : 

1) 下 具有 和 精细 的 结构 , 即 有 任意 小 比例 的 细节 ; 

2) 开 非常 不 规则 , 它 的 整体 和 局 部 都 不 能 用 传统 的 几何 语言 来 
描述 ; 

3) 开 通常 具有 某 种 让 相似 的 性 质 ,这 种 自 相 似 的 性 质 可 能 是 近 
似 的 或 是 统计 的 ; 

4) 一 般 说 来 ,F 的 分 形 维 数 大 于 它 的 拓扑 维 数 ; 

5) 在 大 多 数 令 人 感 兴趣 的 情形 ,下 以 非常 简单 的 方法 定义 ,并 
且 可 能 由 连 代 产 牛 . 

下 面 我 们 考察 一 些 具 体 的 分 形 . 

8-1.2 海岸 线 的 长 度 

为 了 对 分 形 的 概念 有 所 了 解 , 我 们 举 几 个 具体 的 例子 .首先 看 一 
看 海岸 线 长 度 的 测量 问题 . 

英国 有 一 位 叫 里 查 逊 (L. 下 . Richardson) 的 科学 家 ,为 了 研究 海 
岸 线 查 阅 了 西班牙 ,葡萄 牙 , 比 利 时 ,荷兰 的 百科 全 书 .之 后 ,他 惊奇 
地 发 现 ,各 国 各 自 测量 的 共同 的 国境 河岸 长 度 竟 相差 20% .真是 见 
鬼 了 1 于 是 他 向 世界 提出 了 海岸 线 的 问题 . 

1967 年 蒙 德尔 布 罗 在 一 篇 叫 “英国 海岸 线 有 和 多 长 ,统计 自 相 似 
性 与 分 数 维 "的 文章 中 对 海岸 线 长 度 的 问题 做 了 分 析 . 他 指出 : 
“事实 上 任何 海岸 线 在 某 种 意义 上 都 是 无 穷 地 长 ,从 另 一 种 意义 
说 ,答案 取决 于 你 所 用 的 尺 的 长 度 . 如 果 用 1 公理 的 尺子 沿海 岸 测 
景 ,小 于 1 公理 的 那些 这 弯曲 曲 就 会 被 忽略 掉 . 若 用 1 米 的 尺子 ,会 
得 出 较 长 的 海岸 线 , 因 为 它 会 定 扣 到 一 些 曲 折 的 细部 .反之 . 苦 用 -- 
种 在 卫星 土 观察 的 方法 ,一 定 会 得 出 较 短 的 海岸 线 长 度 .再 反 过 来 ， 
从 蜗牛 肛 过 每 一 个 石子 来 看 ,这 岸 线 必然 长 得 吓人 . 

或 许 有 许多 人 会 认为 不 断 增 加 的 岸 线 长 度 最 后 会 收 伍 于 - -个 特 
定 的 最 后 数值 , 即 海岸 线 的 真正 长 度 . 可 是 ,假如 海岸 线 是 一 种 欧 见 
里 得 图 形 ,例如 圆 ,直线 , 那 是 可 能 的 .由 小 线段 不 断 地 取 更 小 的 段 可 
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以 真正 地 收敛 于 圆周 或 线段 的 长 度 .事实 上 , 随 着 测量 尺度 的 变 小 ， 
. 测 出 的 海岸 线 长 度 无 限 增 大 .小 湾内 有 小 湾 , 小 半岛 之 外 有 小 小 半 
岛 , 直 到 原子 的 尺寸 方才 达到 终点 ,而 那里 的 尺度 是 无 限 地 复杂 .” 
8.1.3 科 克 曲线 

现在 考虑 一 种 更 简单 的 模型 , 称 为 科 克 曲线 ,或 雪花 曲线 (图 8 
一 1). 它 是 1904 年 瑞典 科学 家 科 克 (Helge von koch) 所 描述 的 : 

“一 正三 角形 ,每 一 边 的 长 度 是 1, 现在 在 每 个 边 的 正中 间 1/3 
处 再 凸 出 造 一 个 正三 角形 ,小 三 角形 在 三 个 边 上 出 现 , 使 原 三 角形 变 
成 六 角形 ;再 在 六 边 形 的 12 条 边 上 重复 进行 中 间 1/3 处 凸 出 一 正三 
角形 的 过 程 ,得 到 了 4x12=48 边 形 ;每 边 的 正中 间 还 可 以 再 在 1/3 
处 凸 出 一 小 正三 角形 ,如 此 至 于 无 穷 .其 外 缘 的 构造 越 来 越 精细 . 它 
好 象 是 一 片 理想 的 雪花 .” 


图 8 一 1 科 克 雪 片 的 头 四 个 阶段 的 构造 
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科 克 曲线 有 一 些 有 趣 的 特性 . 它 是 一 条 连续 的 闭合 曲线 ,自身 
不 相交 . 它 的 总 面积 是 有 限 的 ,永远 小 于 原 正三 角形 的 外 接 圆 的 血 
积 .但 它 的 长 度 却 是 无 穷 地 长 ,因为 每 次 变换 后 的 长 度 都 是 原来 长 度 
的 473 倍 , 所 以 当 这 个 过 程 无 限 进行 下 去 时 ,边缘 的 长 度 为 3x (4/3) 
X{(4X3)》x (473)x 一 oe- 这 是 一 个 似乎 自 相 矛盾 的 结果 ,在 右 限 的 
空间 中 有 无 穷 长 的 线 ,这 的 确 令 人 惊讶， 

这 条 曲线 有 一 个 特点 , 那 就 是 局 部 与 整体 的 相似 忻 .这 就 是 曼 氏 
的 分 形 几 何 中 的 ~- 个 极 重要 的 概念 : 自 相 似 性 . 即 取 分 形 图 形 的 任 一 
部 分 进行 适当 放大 , 便 仍 可 得 到 与 原来 整个 图 形 相似 的 图 形 . 现代 
“混沌 ”理论 的 研究 发 再 , “混沌 "具有 外 表 混 乱 而 实际 上 到 穷 自 相似 
的 店 套 结构 .这 样 ,“ 分 形 "与 “混沌 "的 研究 便 在 “ 白 相似 性 "这 一 点 
汇合 在 一 起 了 . 
8.1.4 皮 亚 诺 曲线 

经 典 的 几何 方法 和 计算 方法 已 经 不 适合 用 来 研究 分 彤 ,需要 了 广 
找 另外 的 方法 . 研究 分 形 几 何 的 主要 工具 是 它 的 许多 形式 的 维 数 .下 
面 给 出 一 种 反 蜡 比 例 性 项 和 自 相似 性 质 的 分 形 维 数 计算 法 . 

在 谈 分 数 维 以 前 ,首先 谈 谈 什么 吓 维 数 . 

我 们 根据 经 验 得 知 ,点 是 0 维 的 ,直线 是 1 维 的 ,平面 是 2 维 的 ， 
而 我 们 居住 的 空间 却 是 3 维 的 . 如果 像 相 对 论 那样 ,把 时 间 和 空间 作 
为 同等 处 理 , 那 么 我 们 庆 住 的 空间 就 是 4 维 的 广 .所 有 这 些 经 验 的 维 
数 都 是 整数 ,其 数字 与 单独 挑选 的 变数 数 和 和 白 由 度 的 数 日 是 一 致 的 . 
也 就 是 说 ,直线 上 的 任意 点 可 用 一 个 实数 表示 ,平面 上 的 任意 点 可 用 
2 个 实数 组 表示 . 如 果 把 维 数 作为 自由 度 的 数 自 ,那么 对 任意 非 负 的 
整数 ” ,在 数学 上 可 以 考虑 n 维 空间 .实际 上 ,在 处 理 质 点 系 运 动 时 ， 
把 坐标 和 和 运动量 看 作 独 立 变数 ,把 ”个 粒子 系 看 作 6= 维 空间 中 -个 
点 的 运动 是 力学 的 基础 . 

把 直线 弯 一 下 ,就 得 到 一 条 曲线 .可 见 ,曲线 也 是 一 维 的 .把 曲面 
弯 一 下 ,就 得 到 一 张 曲面 .可 见 ,曲面 也 是 二 维 的 . 
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把 所 由 度 作为 维 数 的 设想 是 非常 自然 的 ,而 县 也 没有 特别 使 人 
产生 疑问 的 地 方 .大 多 数 人 都 是 这 么 理解 的 ,对 数学 的 大 部 分 分 支 这 
种 理解 也 是 足够 的 ,并 没有 过 到 什么 问题 .但 是 , 当 人 们 深入 地 研究 
曲线 和 曲面 定义 的 时 候 遇 到了 问题 . 早 在 100 年 前 (1890 年}, 对 经 验 
维 数 已 提出 了 较 深 刻 的 疑问 .这 是 意大利 数学 家 皮 亚 诺 发 现 的 .他 构 
造 了 一 种 曲线 .现在 叫做 皮 亚 诺 曲 线 , 皮 亚 诺 曲 线 对 经 典 维 数 握 出 了 
挑战 . 

皮 亚 诺 (Peano Guiseppe,1858.8 - 1932.4) 是 意大利 数学 家 、 符 
号 轩 辑 的 竟 基 人 ,毕生 致力 于 建立 数学 基础 和 发 展 形 式 轴 辑 语 言 . 他 
的 著名 的 工作 有 :自然 数 的 公理 系统 ,现在 称 为 皮 亚 诺 公理 系统 ;给 
出 了 曲线 和 曲面 的 定义 ,他 构造 了 皮 亚 诺 曲 线 :全 还 是 " 同 际 语 ”的 
创始 大 . 

应 亚 诺 曲线 既 对 经 典 维 数 提出 挑战 ,又 具有 分 形 结 枸 ,值得 讲 
一 讲 它 的 构造 . 皮 亚 诺 曲线 可 定义 为 图 8 - 2 中 折线 的 极限 .从 图 十 


、 


图 8-2 线 的 闫 四 级 
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也 可 看 出 ,这 条 曲线 完全 把 一 个 正方 形 给 矿 盖 了 . 

这 真是 一 条 怪 曲 线 . 怪 在 一 条 一 维 费 线 竟 把 二 维 区 域 给 盖 住 了 . 
这 样 , 用 一 个 实数 就 可 以 表示 二 维 区 域 的 点 ,平面 不 就 变 成 一 个 自由 
度 了 吗 ? 皮 亚 诺 曲 线 的 考虑 方法 可 适用 于 3 维 以 上 ,同时 也 可 用 一 个 
实数 表示 x 维 空间 中 的 任意 点 .也 就 是 说 ,如 果 从 自由 度 角度 考虑 ， 
也 可 把 ” 维 空间 看 作 1 维 空间 .这 显然 就 对 经 典 维 数 提出 了 挑战 . 

这 条 曲线 具有 自 丰 似 性 ,并 且 处 处 都 不 可 微 , 它 是 分 形 的 一 个 典 
型 例子 . 
8.1.5 分数 维 

为 了 避免 这 一 闭 盾 ,必须 从 根本 上 重新 考虑 维 的 意义 . 现 已 提出 
不 少 有 关 维 的 定义 ,其 中 最 易 理 解 的 是 被 叫 作 相似 性 维 数 的 量 . 

根据 相似 性 ,现在 来 看 看 线段 ,正方 形 和 立方 体 的 维 数 . 首 先 ,如 
图 8- 3 把 各 图 形 的 边 分 成 二 等 分 ,当然 ,线段 旦 一 半 长 诬 的 二 个 线 
段 之 并 .正方 形 是 边 为 原来 边 长 二 的 4 个 正方 形 之 并 .而 立方 体 则 为 
8 个 小 立方 体 之 并 .也 就 是 说 ,线段 ,和 方形, 立方 体 可 被 委 成 为 分 别 
由 2,4,8 个 把 全 体 分 成 的 相似 形 组 成 .2,4,8 数字 可 改写 为 2' ,2， 
2 ,这 里 出 现 的 指数 1,2,3 则 分 别 与 其 图 形 的 经 验 维 数 相 一 敏 、 


图 8$-3 


将 原 边 长 分 成 3 等 分 如 何 ? 
线段 分 成 3 = 3! 个 小 线段 ; 
正方 形 分 成 9 = 3 个 小 正方 形 ; 
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立方 体 分 成 27 = 3? 个 小 立方 体 - 
肯 一 般 些 , 边 长 缩小 为 1va , 则 
线段 分 成 el 个 小 线段 ; 
正方 形 分 成 a? 个 小 正方 形 ; 
立方 体 分 成 a? 个 小 立方 体 . 
当 菜 图 形 是 由 把 金 体 缩小 为 1/a 的 a? 个 相似 图 形 构 成 时 ,那么 


此 指数 就 应 具有 维 数 的 意义 .一 般 称 此 维 数 为 相似 性 维 数 . 若 根 据 这 
一 维 数 , 皮 亚 诺 曲线 的 志 盾 就 可 得 以 解决 .从 图 8 2 也 可 看 出 , 皮 亚 
诺 曲 线 全 体 吓 由 把 它 缩小 成 1 人 2 的 4 个 图 形 构 成 . 因 4 = 2, 皮 亚 诺 
1 线 的 相似 性 维 数 也 为 2 ,与 正方 形 的 情况 相 - - 致 . 

相似 性 维 数 , 昌 然 是 再 次 构 域 的 经 验 维 数 ,但 实际 上 它 却 具 有 经 
验 维 数 所 没有 考虑 到 的 性 质 .这 从 上 述 定义 也 可 看 出 ,相似 性 维 数 也 
可 以 不 是 整数 . 

定义 。 如 果菜 图 形 基 由 把 金 体 缩小 成 1/a 的 5 个 相似 形 所 组 

上 成, 则 租 似 性 维 数 为 


= PE cers = ap (1) 
vga 


现在 来 回顾 一 下 图 8 - 1 的 科 克 曲线 . 姬 前 所 述 , 科 克 曲线 是 由 把 全 
体 缩 小 成 173 时 4 个 相似 形 构成 的 ,所 以 ,根据 (1) 式 科 克 曲线 的 相 
似 性 维 数 可 表示 为 


D = PE = 1.2618…， (2) 
og3 


这 是 一 个 非 整 数值 . 

皮 非 整数 值 的 维 数 ,这 对 只 获悉 经 验 维 数 的 人 来 说 ,也 叮 能 会 感 
到 惠 常 奇怪 , 但 如 果 觉 得 科 克 曲线 为 1 维 有 点 太 复 休 ,说 它 是 2 维 
{与 皮 业 诺 曲 线 相 比 ) 又 嫌 太 简单 的 话 ,那么 1.2618… 维 也 可 能 正 合 
适 .这 个 非 整 数值 维 数 ,恰好 定量 地 表现 了 科 上 克 曲 线 的 复杂 程度 . 分 
形 虽 然 一 般 都 非常 复杂 ,但 其 复杂 程度 却 可 用 非 整 数 维 去 定量 化 .如 
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果 有 2 个 不 同 的 非 整数 维 图 形 ,一 般 维 数 高 的 图 形 更 为 复杂 . 非 整数 
维 所 起 作用 之 大 ,通过 下 面 的 例子 可 痪 知 一 班 . 

虽然 相似 性 维 数 是 把 经 验 维 数 扩 大 为 非 整 数值 的 划时代 的 量 ， 
但 原封 不 动 使 用 这 一 定义 ,适用 范围 就 非常 局 限 了 . 因为 只 有 严密 相 
似 性 的 规则 的 分 形 ,才能 定义 这 个 维 数 .还 存在 能 够 使 用 于 包括 随机 
图 形 在 内 的 任意 图 形 的 维 数 的 定义 .例如 豪 斯 道夫 维 数 和 盒 维 数 , 它 
们 可 以 在 任何 集 二 定义, 并 且 可 以 证 明 , 它 们 与 上 面 定义 的 维 数 相 
等 .这 些 定义 超出 了 本 讲座 的 范围 ,不 肯 介 绍 . 
8.1-6 ” 几 种 基本 的 规则 分 形 

1) 康 托 尔 粉 尘 与 魔 梯 ”上 康 托 尔 粉尘 ,也 称 作 康 托 尔 集合 ,与 科 
克 曲 线 类 似 ,是 介绍 分 形 时 必定 会 出 现 的 典型 的 分 形 . 这 是 1883 年 
康 托 尔 的 创造 物 . 它 可 以 说 明 分 形 的 许多 重要 而 有 趣 的 性 质 ,其 应 用 
非常 广泛 . 

康 托 尔 集 这 样 构 道 : 取 长 度 为 1 的 线段 ,不妨 淄 它 是 [0,1] 区 
间 . 把 它 分 成 三 等 分 , 去 知 中 间 的 一 份 ( 寺 , 闻 】. 然后 把 剩 下 的 两 个 


线 有 10, 言 ] , [ 坷 ,1 再 分 成 二 等 分 , 也 去 掉 中 问 的 “ 份 [ 计 , 号 )， 
(号 ) 把 这 种 做 法 一 直 继 续 下 去 ,直到 无 限 多 的 次 数 后 所 利 下 的 
集合 对 作 康 托 尔 集 , 或 康 托 尔 粉尘 ,如 图 8 4 所 示 .这 是 万 限 多 个 点 
分 布 在 原来 的 线段 上 ,并 且 点 与 点 之 间 不 会 连接 起 来 ,点 的 分 布 也 旦 
朴 密 不 均 的 ， 


一 mm 一 | 
mm nm Mm -mn 
ETH HE HH ET 
TD ED IDD 0 


图 8-4 三 分 法 康 托 尔 尘 粉 的 制造 
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第 一 次 分 为 三 份 (a = 3). 去 掉 一 份 , 剩 下 的 两 份 (5 = 2) 每 份 长 
度 为 1/3. 按 照 前 面 的 定义 , 康 托 尔 粉尘 的 分 数 维 是 


D = lo82 - 0.6309…. 
Iog3 


不 难 算出 ,被 去 掉 的 区 间 的 总 长 度 是 1. 等 于 开始 时 的 区 间 长 
度 .所 以 在 长 度 意义 上 讲 , 康 托 尔 集 的 长 度 是 0. 康 托 尔 集 像 从 埃 , 所 
以 叫 康 托 尔 粉 尘 . 

芒 德 布 罗 指 出 , 康 托 尔 集 的 结构 过 于 规则 ,难以 描述 现实 世界 的 
自然 事件 .不 过 可 以 想象 ,如 果 把 点 的 分 布 模式 相互 间 的 关系 随机 
化 ,就 会 得 到 与 康 托 尔 集 有 关 的 统计 自 相 似 的 点 集 . 芒 德 布 罗 证 明 
了 , 串 以 用 它 的 维 数 描述 电话 传送 线 上 的 噪音 分 布 的 情况 . 它 还 可 以 
用 以 扒 述 空气 污染 中 侍 云 的 结构 . 

现在 用 康 托 尔 粉尘 来 造 魔 梯 . 设想 在 [0,1)! 区 同上 均匀 分 布 着 
某 种 物质 ,其 密度 为 1. 因 为 区 间 的 长 度 为 1, 所 以 总 质量 为 1. 假 定 在 
上 述 的 分 割 过 程 中 总 的 质量 不 变 , 而 物质 收缩 , 集中 于 区 问 


[0. 训 1 和 [ 当 ,1] 内 ,每 段 的 长 度 为 1 有 3, 质 量 为 0.5. 所 以 密度 在 区 


间 和 0, 专 ] 和 [ 委 ,1] 内 为 3/2, 在 区 间 { 寺 ,于 ) 内 为 0. 在 第 二 次 分 着 
中 物质 进一步 收缩 ,并 假定 它 都 集中 在 区 间 [0.1/9],[2/9,1/3j， 
[273,791,[8/9.11, 那 么 这 些 区 间 于 的 密度 为 (372) ,而 其 它 点 上 
则 为 0. 这 个 过 程 无 限 次 地 重复 下 去 . 密度 在 康 托 尔 集 上 无 限 增加 ， 
而 在 其 它 点 上 密度 是 0. 如 果 设 M(x) 表示 [0,>z] 区 间 工 的 质量 分 
布 , 则 它 的 图 象 如 网 8 - 5 所 示 . 若 用 p(x) 表示 密度 函数 , 则 


Mtz) = eco: 


注意 到 在 空隙 中 设 有 物质 , 魔 梯 中 便 出 现 宽度 各 不 相同 的 阶梯 . 麻 梯 
具有 生意 小 的 细微 结构 , 且 具 有 自 相 似 性 , 魔 梯 在 物理 学 中 很 有 用 途 ， 
除 代 表 质 量 分 布 外 ,还 可 以 看 作 电 荷 , 磁 答 或 某 个 现象 的 概率 分 布 . 
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在 结晶 学 上 会 遇 到 看 上 去 象 魔 梯 的 晶体 边界 ,这 世 与 麻 梯 有 -- 
定 联 系 . 

2) 谢 尔 平 斯 基 (Sierpinski) 衬 垫 和 悉 。 1915 年 ,波兰 数学 家 谢 
尔 平 斯 基 创 造 出 了 一 种 分 形 , 后 来 这 种 分 形 就 以 他 的 名 字 命 名 为 谢 
尔 平 斯 基 衬 垫 . 衬 垫 的 构造 方法 是 这 样 的 .从 一 个 黑色 等 边 三 角形 开 
始 .第 - - 步 是 把 三 角形 的 每 一 边 长 平分 为 二 ,并 把 分 点 连 起 来 ,于 是 
产 来 的 昧 三 第 被 分 宕 成 四 个 相同 的 小 的 黑 三 角 ,它们 都 是 等 边 的 , 然 
后 去 掉 中 间 的 一 个 小 的 黑 三 角 .按照 这 种 方法 ,把 留 下 的 册 三 角形 继 
续 这 样 处 理 . 一 直到 无 穷 次 数 . 所 剩余 的 部 分 使 微 不 可 见 . 谢 尔 平 斯 
基 衬 垫 实质 上 旦 康 托 尔 粉尘 在 二 维 空间 中 的 一 种 广 文 的 变 体 .图 8 
一 6 表示 产生 谢 尔 平 斯 基 社 垫 的 前 四 个 阶段 的 图 形 . 

在 创造 谢 尔 平 斯 基 衬 涩 中 ,黑色 三 角形 的 边 长 每 次 都 且 平 分 为 
2 ,而 剩 下 的 是 三 个 相同 的 等 边 的 小 黑 三 角 . 由 此 , 谢 尔 平 斯 基 衬 垫 的 
维 P = tn3An2 = 1.385. 在 极限 下 , 谢 尔 平 斯 基 衬 邱 中 的 黑色 部 分 
完全 看 不 清楚 了 ,而 成 为 一 种 典型 的 分 形 . 

与 谢 尔 平 斯 基 衬 垫 相关 的 是 谢 尔 平 斯 基 壬 片 (图 8 - 7). 其 结构 
的 开始 为 一 正方 形 ,然后 把 边 长 分 成 三 等 份 ,于 是 原 正方 块 便 分 割 成 
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信人 和 全 


图 8 -6 谢 尔 斯 莽 衬 垫 创作 过 程 中 的 头 四 个 阶段 的 图 
(从 左 到 右 ) 


9 个 小 正方 抉 ,去 掉 中央 的 一 个 , 剩 下 8 个 .以 同样 的 办 法 无 限 地 作 下 
去 ,最 后 剩余 下 来 的 便 是 一 条 分 形 曲 线 了 .黑色 部 分 在 有 限 的 阶段 中 
还 可 以 次 认 ,但 在 极限 下 , 便 变 为 零 了 ,而 白色 方形 边缘 的 总 长 度 则 
是 无 限 的 . 依 上 例 可 以 求 得 谢 尔 平 斯 基 毯 片 的 分 形 维 了 = In8 /in3 = 
1-89. 图 8 - 7 了 表示 了 前 四 阶段 的 谢 尔 平 斯 基 毯 片 的 构造 ， 


图 8 -7 谢 尔 平 斯 基 巷 片头 四 阶段 的 结构 


谢 尔 平 斯 基 曲 线 在 物理 中 是 有 用 的 .例如 在 研究 趣 导 现象 中 , 临 
界 温度 随 磁场 强度 的 变化 便 呈 现 为 第 十 阶段 的 谢 尔 平 斯 基 衬 垫 曲 
线 . 在 研究 非 晶 态 物质 中 , 谢 尔 平 斯 基 衬 垫 可 以 作为 模型 . 
3.1.7 自然 界 中 的 分 形 


1) 湛 流 ”气体 与 液体 统称 为 流体 .流体 的 流动 形式 分 为 两 种 : 
一 种 是 层 流 ,~ 种 是 油 流 .在 层 流 中 ,流体 的 流动 是 平稳 的 ,每 个 地 方 
的 流速 与 方向 是 均匀 的 ,表现 为 类 似 户 状 的 流动 .例如 在 圆 管 中 呈 层 
流 状态 的 流体 就 好 像 分 成 了 许多 与 管 轴 相 平 行 的 液 层 ,与 管 辟 接触 
的 液 层 是 不 动 的 ,而 越 接近 中 心 的 液 层 流速 就 越 大 .这 表明 流体 在 层 
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流 状态 下 基本 保持 沿 管 轴线 的 直线 运动 ,而 无 横向 运动 .河流 与 此 不 
同 . 在 消 流 中 ,流体 中 每 一 点 的 流速 与 方向 都 不 断 变化 ,动量 、 热 量 、 
和 质量 的 输送 与 交换 比 层 流 剧烈 得 多 .由 于 流体 微 团 间 的 激烈 碰撞 . 
加 上 聚合 与 破裂 , 庙 流 发 声 的 强度 也 大 大 超过 层 流 . 风 和 河水 的 流 
动 , 看 来 似乎 是 平稳 向 前 的 ,其 实 它们 是 水 流 . 河水 不 断 出 现 大 大 小 
小 的 旋涡 ,二 .三 级 的 风 也 会 出 现 小 旋 反 .在 自然 界 中 ,大 部 分 流体 的 
流动 是 满 流 . 从 弥漫 于 房间 中 的 香烟 的 烟 呈 非常 复杂 的 现象 也 可 以 
推断 出 那 是 满 流 . 

流动 状态 从 层 流向 湾流 的 过 渡 过 程 叫 转 按 . 流动 转 壕 是 雷诺 
10. Reynclds) 于 1893 年 首先 研究 的 .他 发 现 圆 管 管 流转 护 主 要 受 控 
于 一 个 数学 量 , 邮 雷 诺 常数 RR. 其 计算 公式 是 

R= Po， 
A 

其 中 心 是 流体 的 平均 流速 , 工 是 管道 直径 ,p ,yc 分别 是 流体 密度 和 烙 
性 系数 . 低 于 雷诺 数 的 流体 运动 通常 是 层 流 ,高 于 雷诺 数 的 流体 流动 
将 出 现 湛 流 . 

一 般 认 为 清流 具有 分 数 维 性 质 .空间 满 流 的 分 形 维 D 大 约 为 
2.6. 这 只 是 -- 种 结果 .灌流 中 的 许多 问题 包括 它 的 分 数 维 的 确定 仍 
在 研究 中 . 
地 球 的 大 气流 动 靠 云 才能 看 见 . 因为 大 气流 动 是 庙 流 ,所 以 云 的 
形状 和 运动 非常 复杂 .根据 最 近 的 观测 确认 云 的 形状 为 分 形 . 

灌流 的 图 样 很 容易 制造 出 来 . 取 一 使 水 , 搅 排 一 下 ,然后 滴 一 滴 
恤 水 进去 ,再 履 盖 一 张 纸 在 水 面 上 , 几 秒 钟 后 ,把 纸 取出 ,于 是 纸 上 使 
最 未 出 灌流 图 样 ,如 图 8 -8 所 示 . 这 个 形状 与 云 的 形状 相似 . 当然 去 
的 形状 比 它 大 几 首 万 售 . 

大 气 中 的 演 流 是 引起 星光 闪烁 和 中 远 的 光明 灭 不 定 的 永 因 . 大 
气 的 折射 率 取 决 于 大 气 的 密度 与 温度 . 它 的 折射 率 与 大 气 的 沉 流 有 
直接 的 关系 ,也 就 是 说 ,星星 药 关 炸 是 由 油 流 形成 的 . 
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再 看 看 我 们 的 身体 . 在 我 们 的 身体 中 
无 时 无 刻 不 在 保持 各 种 生理 流动 ,其 中 最 
重要 的 是 血液 循环 和 肺 部 呼吸 . 健康 人 体 
的 血管 和 气管 都 具有 良好 的 弹性 , 管 辟 可 
以 吸收 扰动 能 量 ,起 着 稳定 的 作用 ,因而 生 
理 流动 的 转 近 震 诺 数 要 远 远 超过 工程 中 的 
刚性 管 流 圩 诺 数 .于 是 可 以 断言 ,正常 人 体 
循环 系统 的 血液 区 平 保持 着 层 状 流动 . 在 
气管 和 支气管 中 气体 的 流动 也 是 类 似 的 . 
正常 呼吸 时 ,气体 一 直 保 持 层 流 状态 . 唯 当 
深呼吸 和 咳嗽 时 , 才 会 发 生 湛 流 .上 面谈 的 
是 健康 人 的 生理 流动 . 一 旦 循环 系统 和 呼 
吸 系统 管道 的 弹性 减弱 ,那么 吸收 扰动 能 
量 的 能 力 就 会 大 大 茂 弱 - 这 时 就 容易 激发 济 流 ,而且 溃 流 旋涡 会 对 病 
变 的 管 壁 造 成 进一步 的 损伤 . 渍 流 发 声 的 强度 要 远大 于 层 流 ,而 且 声 
音 也 有 显著 的 差别 .这 就 使 得 医生 赁 一 对 训练 有 素 的 耳 朱 和 一 只 结 
构 简 单 的 听诊 器 听 出 许多 病症 来 . 济 流 发 声 在 医学 听诊 过 程 中 起 了 
这 么 重要 的 作用 ,真是 出 乎 我 们 的 意料 . 

2) 河流 自然 界 中 的 河流 也 是 一 个 典型 的 分 形 . 因 河流 与 它 
的 分 校 形状 ,不 论 从 全 体 还 是 类 支 流 来 看 都 没有 太 大 变化 .借助 主流 
长 度 与 流域 面积 的 经 验 关系 ,可 算出 河 的 主流 的 维 数 是 1.2. 日 本 名 
古 几 大 学 的 分 数 维 研究 会 对 河 的 分 数 维 有 详细 的 研究 . 根据 他 们 的 
研究 ,世界 各 种 河 的 主流 的 分 数 维 维 数 在 1.1 一 1.3 左 右 , 图 8 一 9 是 
亚 玛 进 河 的 形状 ， 

3) 柄 和 血管 的 构造 分 数 维 比 2 大 的 曲面 的 表面 积 理 论 上 可 
以 任意 大 .能 够 很 好 地 利用 这 一 性 质 的 组 织 是 肺 . 肺 从 气管 尖端 成 倍 
地 反复 分 贫 , 使 末端 的 表面 积 变 得 非常 大 . 人 肺 的 分 数 维 大 约 为 
2.17. 分 数 维 越 大 使 表面 积 变 大 的 效率 也 趟 好 ,但 这 时 曲面 的 目 凸 


图 8 -8 


图 8-9 亚 马 入 河 的 形状 


也 变 得 更 加 历 宕 ,这 不 利于 空气 的 流通 ,为 了 兼顾 起 见 才 户 生 了 2.17 
这 一 数值 . 

血管 也 呈 分 形 结构 , 它 必 须 把 养分 送 到 全 身 各 个 角落 的 细胞 中 

视网膜 血管 的 分 形 性 质 叮 能 用 于 临床 诊断 .例如 ,正常 人 的 视 网 
膜 血管 与 患 糖尿 病 、 高 血压 病 的 人 的 视网膜 血管 的 分 形 维 的 值 有 其 
别 ,并 且 病 情 越 重 .差别 越 大 . 

除 脐 和 血管 外 ,动物 体 中 还 有 不 少 组 织 是 有 分 数 维 构造 的 .例如 


脑 就 是 其 中 之 一 . 人 脑 表面 有 各 种 不 同 大 小 的 争 初 ,它们 是 2.73 


2.79 维 数 构造 . 


俗话 说 脑 皱 裙 越 多 人 越 聪 明 , 从 分 数 维 的 角度 看 ,可 


以 这 样 说 , 脑 的 分 数 维 维 数 越 高 就 越 有 高 维 数 的 思考 . 


分 形 的 意义 
称 性 . 


在 于 探索 自 相 似 性 , 自 梧 似 性 是 跨越 不 同 扩 度 的 对 
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$8.2 奇妙 的 混沌 


8.2.1 混 淖 的 定义 

不 论 基 在 中 国 还 是 在 西方 ,混沌 的 概念 自古 就 有 了.“ 易 经 "说: 
“混沌 者 , 言 万 物 相 混成 而 林 相 离 .” 这 可 以 看 作 十 人 给 混沌 下 的 定 
义 “ 西 游记 ”一 开头 就 说 : 

混沌 条 分 天 地 乱 , 茫 荡 各 沧 无 人 苑 . 
占 从 盘古 破 鸿 蒙 ,开辟 从 兹 清 浊 辩 . 

指 的 是 混 汪 先 于 宇宙 ,混沌 孕育 宇宙 ,宇宙 出 自 混 沌 . 

“辞海 ”上 是 这 样 定义 混沌 的 : 

亦 作 “ 浑 沌 ".1) 上 由 人 想象 中 的 世界 开 改 前 的 状态 《白虎 通 - 天 
地 》: 混沌 相连 , 视 之 不 见 , 上 听 之 不 闻 , "2) 无 知 无 识 貌 ， 

混沌 一 词 的 英文 是 chaos. 查看 一 下 西方 的 花 典 ,例如 朗 凤 英文 
辞 典 (LONGMAN DICTIONARY OF CONTEMPERARY 
ENGLISH) 的 注解 在 本 质 上 与 此 完全 一 样 , 也 是 这 两 条 . 

到 现代 ,混沌 一 词 赋 有 了 新 的 涵义 ,成 为 各 个 学 科 竞 相关 注 的 … 
个 学 术 热 点 .英国 皇家 学 会 于 1986 年 在 伦敦 召 并 的 一 次 有 影响 的 关 
于 混沌 的 国际 会 议 上 ,提出 了 下 述 定义 : 

3) 数学 上 指 在 确定 性 系统 中 出 现 的 随机 状态 

在 这 个 定义 中 叉 出 现 了 两 个 玄妙 的 词 :随机 性 与 确定 性 .随机 性 
指 的 是 无 定律 ,无 规则 ,而 确定 性 指 的 是 受精 确 的 ,固定 不 变 的 定律 
的 支配 .这 两 个 词 联 在 一 起 不 是 一 种 悖 论 吗 ? 诚 然 如 此 .通过 后 而 的 
例子 ,我 们 就 会 知道 ,混沌 完全 是 由 定律 支配 的 无 定律 状态 . 

研究 混沌 运动 ,探索 复杂 现象 中 的 无 序 中 的 有 序 和 有 序 中 的 无 
订 ,就 是 新 兴 混 汪 学 的 任务 .我们 将 会 看 到 ,混沌 无 所 不 在 . 它 企 在 于 
大 气 中 ,海洋 洲 流 中 ,动物 种 群 数 的 涨 落 中 ,股票 价格 的 变动 中 ,心脏 
前 曙 动 中 ,……. 世 界 是 混沌 的 ,混沌 遍 世 界 ! 
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8.2-2 ”混沌 的 发 现 

法 国 大 数学 家 庞 加 莱 在 19 ~ 20 世纪 之 交 研 究 天 体力 学 ,特别 
是 三 体 问 题 时 发 现 了 混沌 .但 当时 的 数学 家 和 物理 学 家 都 不 理解 ,也 
不 欣赏 庞 加 菜 的 工作 .原因 是 牛顿 力学 在 科学 中 占有 统治 地 位 .从 牛 
顿 到 庞 如 莱 的 一 百年 间 的 数学 主要 研究 局 部 性 ,连续 性 ,光滑 性 ,有 
序 人 性 . 这些 经 典 理论 用 -- 层 厚实 而 不 易 觉察 的 帷幕 把 混沌 这 块 富饶 
的 宝地 给 隔 开 了 . 庞 加 莱 第 一 次 在 这 道 帷幕 上 撕 了 一 条 纤 , 暴 露出 后 
面 有 一 大 片 未 开 晨 的 处 女 地 . 
8-2.3 蝴蝶 效应 

第 二 次 世 因 大 成 期 间 , 美 国 数学 家 洛 仑 兹 成 了 一 名 空军 气象 预 
报 员 ,这 使 他 迷 上 了 和 天气 预报 .60 年 代 . 他 开始 用 计算 机 模拟 天 气 情 
次 .在 对 气象 预报 的 研究 中 ,他 发 现 了 天 气 变化 的 非 周期 性 和 不 可 预 
报 之 间 的 联系 .在 天 气 模型 中 他 看 到 了 比 随机 性 更 多 的 东 贡 ,看 到 了 
~ 种 细致 的 几何 结构 ,发 现 了 天 气 演变 对 初 值 的 敏感 依 丹 性 . 洛 仑 兹 
给 了 一 个 形象 的 比喻 :“ 书 西 的 一 只 蝴蝶 扇 动 几 下 塌 膀 , 可 能 会 改变 
3 个 月 后 得 克 萨 斯 的 气候 ". 这 被 称 为 “ 蝴 屿 效应 ". 用 混沌 学 的 
术语 来 表述 就 是 ,系统 的 长 期 行为 对 初 值 的 敏感 依赖 性 . 

中 国有 多 成 语 “ 差 之 毫 厘 , 失 之 千里 ". 说 的 就 是 这 个 意思 . 这 种 
对 初 值 的 敏感 性 的 例子 在 日 常生 活 中 并 不 少见 .例如 ,一 个 亏 牛 晚 工 
两 分 钟离 开 家 门 , 误 了 一 趟 班车 , 因 授 到 而 考 硬 了 -一 门 课 ,致使 贞 号 
落榜 .对 “紧要 处 ”的 敏感 依赖 ,对 个 人 而 言 ,可 导致 截然 不 同 的 人 年 
结局 ;对 于 国家 ,可 导致 兴盛 或 灭亡 .英国 一 首 民歌 是 这 样 写 的 : 

丢失 一 个 钉子 , 坏 了 一 只 蹄 铁 ; 坏 了 一 只 蹄 铁 , 折 了 一 匹 战 马 ; 

折 了 一 匹 战 马 , 伤 了 一 个 骑 十 ; 伤 了 一 个 骑 土 , 输 了 一 场 战斗 ; 

输 了 一 场 战斗 , 亡 了 一 个 国家 . 

这 是 说 事件 经 过 逐 级 放大 会 导致 产 重 后 果 . 为 了 观察 这 种 现象 ， 
你 不 妨 自 己 做 个 实验 .把 一 片 树叶 放 入 渴 涛 的 小 溪 中 ,然后 再 把 另 一 
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六 树叶 精确 地 放 入 与 前 一 片 树叶 相同 的 地 方 . 刚 开 始 , 两 片 树叶 的 运 
动 可 能 会 … 样 ,但 不 久 它 们 所 表现 出 来 的 运动 形式 会 截然 不 同 . 原 办 
之 一 就 是 你 把 第 二 片 竺 叶 放 人 小 溪 的 地 方 不 可 能 与 第 一 片 树叶 完全 
相同 .这 点 微小 的 差异 会 逐渐 放大 .最终 表 现 出 完全 不 同 的 行为 . 
8.2.4 ”线性 与 非 线性 . 
线性 过 程 措 的 是 这 样 的 过 程 ,如 果 初 始 时 刻 任 一 变量 的 -… 点 变 
化 会 使 得 以 后 的 时 间 内 这 个 变量 或 其 它 变量 也 产生 一 点 变化 ;初始 
时 刻 2 倍 大 的 变化 会 使 得 以 后 的 同样 时 间 内 也 产生 2 倍 大 的 变化 .2 
倍 也 可 换 为 5 倍 或 0.5 倍 .我 们 最 熟悉 的 线性 过 程 是 购物 .例如 买 杭 
子 ,一块 钱 买 -个 ,二 块 钱 就 买 十 个 . 
在 数学 上 ,线性 过 程 用 一 次 方程 来 描述 . 如 
v 一 Et, 尺 是 常数 . 
y= ax + 四 ,a,b 是 常数 . 
二 Art byv+ cerad,p,c 是 常数 . 
由 于 一 次 方程 在 平面 上 的 图 形 是 直线 ,所 以 用 一 次 方程 表示 的 过 程 
就 叫 作 线性 过 程 .下 面 的 方程 是 非 线性 方程 的 例子 : 
zw = x+evc 是 常数 ; (1) 
天 = kr + eri, 上 ,se 是 常数 . (2) 
后 一 方程 是 非 线 性 弹 钼 的 焦 复 力 下 的 表示 式 . 研究 非 线 性 问题 的 理 
论 模型 称 作 非 线性 系统 ,通常 用 非 线性 方程 来 描述 . 
线性 过 程 是 容易 处 理 的 过 程 .例如 ,在 弹性 限度 以 内 , 弹 答 的 恢 
复 力 下 就 与 位 称 x 成 正比 (在 (2) 式 中 ,e = 0): 
五 = kr. 
线性 过 程 所 以 重要 有 两 个 原因 :第 一 ,许多 实际 的 现象 在 所 限制 的 时 
间 内 和 限制 的 变量 范围 内 近似 可 看 成 是 线性 的 ,所 以 遂 常 的 线性 代 
数 模式 能 够 模拟 它们 的 行为 .例如 ,一 个 搜 动 角度 很 小 的 单 舞 可 近似 
看 作 是 线性 系统 .第 二 .线性 方程 可 以 用 许多 方法 处 理 ,而 这 些 方法 
对 于 非 线性 方程 却 是 无 能 为 力 的 : 
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主 富 多 彩 的 大 干 世界 是 非 线 性 的 .一般 来 说 ,一 个 和 尚 挑 一 担 
水 ,三 个 和 尚 挑 三 担 水 的 理想 情况 是 不 会 出 现 的 .常常 出 现 的 情况 
是 ;* 一 个 各 尚 排水 吃 , 两 个 和 尚 抬 水 吃 , 三 个 和 尚 没 水 吃 ." 长 期 以 
来 人 们 把 注意 力 集中 于 线性 问题 ,是 出 于 无 奈 .因为 非 线性 问题 太 内 
难 了 .缺乏 处 理 它 的 手段 . 近 几 十 年 来 情况 发 生 了 很 大 的 变化 ,特别 
是 计算 机 的 汉 生 ,使 研究 韭 线性 有 了 更 得 力 的 工具 . 

线性 过 程 太 简 单 了 , 太 单调 了 , 它 不 会 产生 混沌 .任何 混沌 系统 
必然 是 非 线 性 的 .但 这 里 还 必须 指出 ,虽然 混沌 要 求 非 线性 ,但 非 线 
性 并 不 保 让 有 温 济 . 

下 面 举 一 个 产生 混沌 的 例子 . 
8.2.5 函数 的 迭代 

1) 画 数 的 先 代 ”我 们 需 费 对 函数 引进 一 种 新 运算 , 称 为 洱 数 
的 过 代 运 算 . 这 种 运算 过 去 不 大 考虑 . 先 看 一 个 例子 . 设 (x) - 
v 工 .那么 


s(256) = 3256 = 16， 
1(16) = V16 = 4， 
s(4) = v4 = 2， 


是 反复 作 开 方 运算 . 这 就 是 一 种 沙 数 的 迭代 运算 .现在 看 一 般 情 
给 定 了 一 个 函数 ft) ,考虑 画 数 大 到 自身 的 多 次 复合 运算 ,并 


Fy 
fy) 


fl) 
ELC) = fo ft) 


昌 


FA)= fo ft). 
注意 , 太 在 这 里 不 是 了 的 = 次 方 守 , 太 的 交 次 方 蹇 用 记号 [.F(i)]" 来 表 


~ 286 ~ 第 八 章 ”分形 与 混沌 


示 . 用 表示 异同 映射 , 即 


f(D) 
例如 , 若 f20 三 2t +1, 则 
PD) 2t+1, 
CO 了 Fi = fr) = 27(t) +1 = 2(2r11)+1 
= 4t+2+1- 4t+3. 
线性 函数 的 选 代 不 会 产生 出 有 趣 的 结果 .在 有 表 函 数 中 除 去 线 
性 函数 外 ,最 简单 的 函数 是 二 次 函数 : 
fr) = ar2+ by+ce. 
这 个 图 数 的 迭代 就 会 产生 出 许多 有 趣 的 结果 . 
陋 数 迁 代 生成 的 系统 称 为 动力 系统 .如 果 变 量 1 取 复 值 ,所 产生 
的 系统 称 为 复 动力 系统 ,这 是 当前 复 分 析 研 究 要 方向 之 - 
2) 不 动 点 与 周期 点 
定义 若 to) = to0; 则 称 io 是 了 的 一 个 不 动 点 . 
例 设 f(2) = sint. 由 sin0=0 知 ,0 是 sin+t 的 一 个 不 动 点 . 
设 f(t) = J tilt 14). 由 了 (3) 一 3 知 ,3 是 (#) 的 一 个 不 动 点 . 
定义 ”车 /720) = 0, 则 称 4 是 /的 一 个 周期 点 ,p 称 为 周期 
点 的 阶 数 . 
例 设 f(7) = 二. 取 4o 关 0, 易 见 , 坟 是 一 个 2 阶 周期 点 . 
动力 系统 中 最 基本 的 概念 之 一 是 轨道 及 其 收敛 忻 . 对 他 -实数 
下: 定义 QQ' 《40) 为 正 向 轨道 , 它 是 集 
Qt = to = Fto0) = (to)， 
ta = fests = fo 
轨道 一 般 是 -个 无 限 集 . 
如 果 在 Q@' (zo) 中 存在 一 个 最 小 的 p > 0, 使 得 户 (t0) = 如, 旭 
to 是 一 个 周期 点 ,这 时 Q* (to) 就 由 周期 循环 组 成 , 记 为 
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QT (10 = 410 = flao) ,tt = f(t0), 
(tt 
换血 话说 ,这 p 个 点 满足 这 样 的 关系 
ti fro ta = fr) ,ts = fl) ty = ft, 1). 

特别 地 , 当 16 为 不 动 点 时 .对 应 的 正 向 轨道 为 

Q (10) = Huo} 

当 Q” (zo) 是 充 限 集 的 时 候 , 出 现 三 种 情况 :Q* (io) 有 有 限 极 
限 ;Q" (io) 趋 于 一 ;Qin) 无 规律 . 
8.2.6 人口 模型 

迁 代 的 起 源 之 一 是 人 口 问题 ,所 以 我 们 从 人 口 模型 谈 起 .假定 在 
开始 时 刻 某 地 的 人 口 总 数 是 ro,n 年 后 的 人 口 总 数 是 z, ,那么 第 
zz.+ 工 全 的 人 口 增长 率 是 


Tatl 一 了 


-= 


如 果 该 地 人 口 的 增长 率 是 常数 , 即 为 常数 , 则 上 上面 的 方程 将 对 所 有 
的 n 都 成 立 . 把 它 改 于 为 线性 方程 
Tart = +t r)r, = fr sflx) = (+r)r. 
于 是 - 

a = (+ rr = (Tt rr 2 + rn, 
即 

rw 一 《1 xo. 

这 就 是 说, 人 口 的 增长 是 指数 增长 . 不仅 人 口 的 增长 模型 如 此 ,动物 
的 繁殖 ,细菌 的 繁殖 在 -- 定 的 时 间 问 隔 中 都 是 指数 增长 .这 是 一 个 典 
型 的 线性 动力 系统 的 模型 . 

但 是 当时 间 间 胎 太 长 时 ,这 个 模型 将 不 符合 实际 情况 .因为 食品 
有 限 , 人 类 的 生存 空间 也 有 限 , 人 局 的 无 限 增长 是 不 可 能 的 .荷兰 的 
数学 生物 学 家 弗 尔 哈 斯 特 (Verhulst) 在 1837 年 指出 ,在 一 段 时 间 以 
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后 人 口 的 增长 将 达到 极限 买 . 当 人 口 总 量 接近 极限 XX 时 ,人 口 增长 率 


将 从 "+ 降 到 0. 在 数学 上 处 理 的 办 法 是 , 令 各 = 全 ,从 而 0 反 记 所 | 
动态 方程 代 之 以 
parti = kpr(] — pr). 
它 是 二 次 函数 
y= flr) = kr(tl - x). 
选 代 的 结果 .由 f(x) 所 实现 的 映射 称 为 迎 辑 斯 蒂 映射 ， 

从 数学 上 看 ,好 辑 斯 还 映射 是 简单 的 ,但 它 却 是 产 生 混 沌 的 一 个 
范例 .不 久 我 们 就 会 看 到 ,这 个 简单 的 方程 孕育 着 数学 中 可 能 有 的 最 
复杂 、\ 最 优美 的 性 态 . 它 告诉 我 们 简单 的 系统 可 能 产生 复杂 的 行为， 
也 就 是 说 ,激烈 的 变化 不 一 定 有 激烈 的 原因 .研究 这 个 简单 系统 是 帮 
助 我 们 理解 复杂 的 系统 ,如 天 气 预报 ,股票 涨 落 等 的 铜 是， 

8.2.7 ”逻辑 斯 蒂 映 射 
现在 来 研究 迎 辑 斯 蒂 暴 射 ， 
1) 几何 意义 。 函数 
y= kr(1l- x) 
的 图 象 是 开口 向 下 的 折 物 线 ,如 图 8 - 10 所 
及 -由 


= 一 - 了 工科， 到 
y= krll— x) = k(x 一 广 ) + 


知道 , 当 = 1/2 时 ,y 取 到 最 大 值 #*/4. 拍 物 
线 关于 直线 + = 172 对 称 . 
下 面 我 们 总 假定 上 是 0 到 4 间 的 常数 ,x 
在 区 间 [0,1] 上 取 值 . 
对 给 定 的 六 , 逮 辑 斯 蒂 映 射 是 一 个 以 不 均匀 的 方式 拉 长 或 压缩 
[0,1] 区 间 . 例 如 取 = 4, 这 时 
y= 4x{(1— zx). 


图 8 一 10 
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当 工 从 0 变 到 1 时 ,> 从 0 变 到 1. 这 个 映射 把 50.1Z2 1 拉 长 成 
10,1j. 当 开 从 1 名 变 到 1 时 ,y 从 1 变 到 0. 这 又 是 拉 长 ,但 将 原 区 间 
症 倒 了 过 来 .映射 的 总 效果 是 拉 长 线段 [0,1] 使 它 狂 盖 [0,1] 线段 两 
次 . 

如 果 拒 记 取 成 3, 效果 还 是 拉 长 与 折 允 .不 过 是 把 .0,1/21 拉 长 
成 [0,0.751 而 已 . 当 上 之 2 时 ,映射 的 效果 是 压缩 与 折 交 .好 果 于 
4, 则 选 代 的 结果 将 超出 [60.1] 区 间 . 多 次 迭代 的 结果 .会 使 有 的 .* 值 
很 快 趋 于 无 穷 .我 们 先 假定 在 区 间 [50,4] 上 变化 . 

要 研究 逻辑 斯 蓄 映 射 的 动力 学 人 性质 ,必须 考虑 它 的 长 期 形态 , 即 
多 次 反复 选 代 的 结果 .参数 上 起 着 重要 的 作用 .不 同 的 大 值 会 使 刀 辑 
斯 菇 映射 呈现 出 不 同 的 性 态 : 定 态 , 周 期 循环 种 混 污 . 

2] 定 态 区 间 当天 儿 [0,31 时 ,从 动力 学 观点 看 ,有 逻辑 斯 蒂 映 
射 是 最 不 重要 的 ,这 是 定 态 区 域 . 先 看 两 个 实例 . 

当下 = 2 时 ,f(z2) = 2r(1 一 x). 取 xxp = .1, 上 反复 迭代 得 如 下 
结果 : 


ro = 0.1， x = 0.18， za = 0.2952, 
za = 0.416l, 74 = 0.4859， rs = 0.4996, 
ze 一 0.4999。 x; = 0.5， xs = 0.5. 


从 zz 之 后 ,近代 就 停业 在 0.5. 所 以 ,我 们 就 说 在 x = 0.5 处 有 一 个 
吸引 子 . 这 是 一 个 稳定 的 状态 , 称 它 为 定 态 . 
取 其 它 的 初始 值 ,例如 xo = 0.2,0.3,0.6, 等 , 作 和 迭代 运算 ,所 得 

结果 也 一 样 ,总 以 0.5 告终 .事实 上 ,再 取 -rn = 0.2, 得 

Xxi=0.32, ra = 0.4352, ri = 0.4916， 

7T4 = 0.4940, xz = 0.4999， ra = 0.5，…. 
我 们 指出 ,x = 0.5 是 映射 的 不 动 点 : 

0.5) = 2x0.5(1 ~ 0.5) = 0.5. 

这 个 结果 也 可 从 数学 经 济 学 家 经 常 使 用 的 一 种 叫 蛛 网 图 的 图 象 上 看 
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到 ,如 图 8-11 所 示 . 在 图 上 画 出 直线 y =z, 它 与 y= kx(1 一 +) 交 
于 点 (1 - 志江 一 二 外 设 zo 是 初始 值 .从 zx 开始 , 画 出 王 直 线 = = 
ro, 这 条 垂直 线 与 抛物 线 有 一 个 交点 ,这 点 的 纵 坐 标 是 < 一 kro 
(1 - zeo). 再 从 这 个 交点 画 水 平 线 "= zl, 这 条 水 平 线 与 直线 ”= > 
交 于 一 点 ,其 坐标 为 (zl,z1). 交点 的 横 坐 标 为 ri 从 点 (zi .x1) 出 
发 作对 直线 = = z+1, 与 抛物 线 交 出 第 二 个 交点 ,这 点 的 纵 坐标 是 za 
= px1(1 x!). 依 此 反复 作 下 去 .在 拆 物 线 与 直线 y = z 之 间 形 威 


一 个 个 “阶梯 ”. 这些“ 阶梯 ” 沿 斜 线 上 行 ,然后 向 内 盘旋 而 达到 不 动 


图 8 -1L 峡 8-12 


只 要 六 <3, 蛛网 总 是 向 内 盘旋 而 达到 不 动 点 .对 0 到 3 范围 内 的 
外 ,得 到 的 总 是 单个 稳定 的 不 动 点 .但 是 当 丰 > 3 时 ,情况 就 不 同 了 . 
3) 周期 性 态 。 当 上 & > 3 时 ,人 逻 辑 斯 蒂 映射 迭代 的 结果 是 什么 
呢 ? 取 上 = 3.2 试 试看 -这 时 ,Frz)= 3.2x{1 一 .r). 取 xo =0.5, 反 
复 和 迭代 ,得 如 下 结果 ( 取 4 位 小 数 ); 
xz1=0.8, zi = 0.512, xz = 0.7995， 
xd = 0.5130， xs = 0.7995, ze = 0.5130， 
0.7995， xs = 0.5130 ,…. 
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从 za 以 后 出 现 循环 ,z 交 蔡 地 取 0.7995 和 0.5130 两 个 值 .迭代 的 蛛 
网 图 如 图 8 - 12 所 示 . 它 收敛 到 一 个 正方 形 的 环 上 ,z; 的 值 交 蔡 地 到 
0.7995 和 0.5310 两 个 值 .这 是 一 个 周期 为 2 的 循环 . 

取 其 它 的 初始 值 , 例 如 ro = 0.2,0.3,0.6, 等 , 作 和 迭代 运算 ,所 得 
结果 也 一 样 ,也 得 到 周期 为 2 的 循环 . 如 果 你 有 一 台 计 算 机 ,可 以 编 
一 个 程序 自己 算 算 看 . 取 别 的 初始 值 作 和 迭代 最 终 也 会 得 到 这 一 结果 ， 
但 收敛 速度 可 能 不 一 样 . 

& 再 增 大 ,结果 如 何 呢 ? 取 & = 3.5 算 一 算 . 这 时 ， 

>y=3.Sz(1- x) 
令 ze = 0.5 作 和 迭代 ,得 如 下 结果 : 
0.5, 0.875, 0.3828, 0.8270, 0.5007, 0.875, 0.3828,0.8270,.…. 
出 现 了 周期 为 4 的 循环 . 取 其 它 的 初始 值 ,例如 ro = 0.2,0.3.0.6、 
等 , 作 和 迭代 运算 ,所 得 结果 也 一 样 , 仍 出 现 周期 为 4 的 循环 . 

取 = 3.56, 对 y = 3.56x(1 - zx) 作 和 迭代 ,将 出 现 周期 为 8 的 
循环 .& 再 增 大 会 出 现 什么 情况 呢 ? 还 是 周期 性 态 吗 ? 


图 8 一 13 
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4) 混沌 区 域 ” 当 把 交 的 值 增加 到 3.5 左右 时 ,周期 2 吸引 子 失 
稳 , 出 现 周期 4 的 循环 . 当 把 的 值 增加 到 3.56 时 ,周期 又 翻 到 8. 当 
的 值 增加 到 3.567 时 ,周期 达到 16. 此 后 周期 迅速 加 倍 :32.64， 
128 ，…. 
当 匀 的 值 增 加 到 3.58 左右 时 ,逻辑 斯 蒂 映 射 变 成 混沌 . 

我 们 还 可 以 画 另 一 张 图 (图 8 ~ 13) 来 展示 上 述 的 选 代 过 程 与 参 
数 站 的 关系 .我 们 把 这 张 图 叫 作 逐 和 辑 斯 蒂 映 射 的 分 岔 图 .借助 分 侈 图 
可 以 使 我 们 对 逻辑 斯 蒂 峡 射 的 动力 学 性 质 有 一 个 整体 认识 . 取 天 为 
横 坐 标 ,z 为 纵 坐 标 . 对 每 个 二 找 出 & 所 对 应 的 吸引 子 ,也 就 是 相应 的 
请 期 点 ,这样 我 们 就 得 出 图 8 - 13 所 示 的 分 盆 图 .在 0 到 1 的 区 间 内 ， 
每 一 条 竖 直 线 与 图 答 的 交点 就 是 吸引 子 .例如 当下 < 3 时, 仪 有 一 个 
交点 ,因此 也 只 有 一 个 吸引 子 . 

& = 3 时 ,一 条 盟 线 分 成 两 
条 ,因而 这 里 出 现 一 个 分 贫 . 随 着 
& 的 增加 ,分 合 施 悦 , 再 如 悦 。…- 
你 会 看 到 一 个 美丽 的 树 状 结构 ， 
我 们 把 它 叫 作 无 花 果 树 ( 图 8 - 
14). 在 = 3.58 附近 ,无 花 果 树 
终于 分 成 无 穷 多 个 分 支 .无花果 
树 的 分 支 扩展 为 混沌 吸引 子 带 . 
分 贫 图 上 布 满 了 无 规则 点 . 国生 

5) 混沌 中 的 秩序 ” 对 = 3.58 以 上 的 混沌 区 域 进行 仔细 地 分 
析 会 揭示 出 惊人 的 事情 :在 混沌 行 为 的 背后 隐藏 着 许多 有 趣 的 现象 . 
在 图 8 - 13 中 , 有 一 些 细 长 白条 , 这 些 白 条 构成 周期 窗口 . 在 
二 3,835 附近 包含 三 个 小 无 花 果树 (图 8 -15). 为 了 显示 出 细节 部 
分 ,选取 其 中 一 巢 把 它 放 大 .你 会 发 现 这 标 小 无 花 果 树 也 以 混沌 带 告 
终 . 这 个 混沌 带 中 又 有 细 长 白条 .这 就 是 说 ,窗口 中 有 窗口 .小 窗口 中 
又 含有 更 小 的 无 花 果树 .这 个 过 程 可 以 越 变 越 小 地 继续 下 去 . 
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图 8- 15 


实际 上 ,每 一 个 窗口 都 是 整个 图 形 的 小 的 复制 品 , 包含 完全 相 
同 的 自身 缩影 . 这 就 是 自 相似 性 ,典型 的 分 形 行为 ! 

这 是 一 个 很 有 启发 性 的 例子 . 它 至 少 给 我 们 两 点 启示 :1) 确定 
的 方程 可 以 有 混乱 的 输出 ;2) 混沌 与 分 形 奇妙 地 联系 了 起 来 . 
8.2.8 ” 茹 利 亚 集 

从 本 世纪 20 年 代 起 ,法 国 数学 家 茹 利 亚 (G.Julia) 和 法 都 (M.P. 
Fatou) 开始 研究 复 动力 系统 .例如 ,他 们 研究 了 形 如 

w= z+ec 

的 映射 ,其 中 > 和 c 都 是 复数 .这 个 映射 可 以 看 作 逻 辑 斯 蒂 映射 的 复 
模拟 .< 是 复 参数 ,相当 于 逻辑 斯 蒂 映 射 的 参数 .现在 的 问题 是 , 固 
定 c 值 不 变 , 从 一 个 给 定 的 初始 值 = 出 发 ,利用 上 面 的 公式 作 和 迭代， 
看 发 生 什么 情况 . 

首先 考察 最 简单 的 情况 :< = 0. 设 zo 为 初始 值 ,这 时 动力 规律 为 
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wy = 2 
当 |zo| 达 1 时 ,zx,。 0. 这 就 是 说 , 原点 0 是 系统 的 吸引 子 . 当 
1xo| 六 工时 ,>。 一 .这 表明 ,oo 也 是 系统 的 吸引 子 . 在 c = 0 的 情 
况 下 系统 只 有 两 个 吸引 子 .整个 复 平 面 分 成 两 个 区 域 ,一 个 区 域 以 必 
为 吸引 子 , 另 一 个 区 域 以 ce 为 吸引 子 . 当 iz| = 工时 ， 
1z,| = | 和 | = 
这 时 选 代 序 列 的 点 始终 在 单位 
在 这 个 例子 中 . 复 平 面 被 一 条 边界 曲线 一 单位 圆周 分 为 两 个 不 
同 的 吸引 子 区 域 ,我 们 把 这 条 曲线 叫 作 尤 利 亚 集 . 当 < 的 值 变化 时 ， 
尤 利 亚 集 呈现 异常 复杂 的 状况 , 旦 无比 美丽 . 尤 利 亚 和 法 都 都 知道 它 
们 难以 置信 地 复杂 ,但 他 们 都 无 法 看 到 真实 图 形 . 借 助 现代 计算 机 ， 
现在 不 难 把 它们 着 出 来 . 其 中 有 海马 形 . 免 形 .甲虫 形 、 宁 市 尘 形 、 玩 
具 风 车 形 , 等 等 ,花样 层出不穷 . 
当 c=0.31+0.04i 时 ,有 限 吸 引子 由 一 点 组 成 . 它 和 丘 限 咀 引 
子 的 边界 是 图 8 - 16 所 未 的 漂亮 的 分 形 圆 .如 果 你 任 取 边界 的 一 部 
分 进行 仔细 观察 ,你 就 会 发 现 熟悉 的 .无限 重 复 的 自 相 似 现 象 . 这 正 
是 分 形 曲线 的 特征 . 


图 8 -16 图 8- 17 
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虽然 只 有 计算 机 的 出 现 才 使 人 们 有 可 能 深 人 研究 这 样 的 图 形 ， 
但 尤 利 亚 和 法 都 两 人 早已 证 明了 :这 类 图 形 的 任何 一 段 边界 ,不 管 它 
多 么 小 ,都 包含 了 整个 曲线 所 需 的 全 部 信息 . 正 是 为 了 纪念 茹 利 亚 才 
把 这 样 的 边界 集 叫 作 茹 利 亚 集 . 

当 c=-0.42+0.74i 时 , 茹 利 亚 集 由 图 8 - 17 表示 .有 限 吸引 
子 由 三 点 循环 构成 .图 8 - 18 给 出 了 另 一 些 尤 利 亚 集 的 例子 ,其 中 有 
的 区 域 退 化 为 ”和 尘 点 "或 “树枝 .通过 参数 c 的 不 局 选择 , 茹 利 亚 集 展 
示 出 丰富 多 彩 的 结构 .有 的 茹 利 亚 集 是 连 成 一 体 , 有 的 是 一 盘 散 沙 
这 说 明了 参数 c 的 重要 性 . 


3 


乞 响 


| (6) 


图 8 一 18 


8.2.9 芒 德 布 罗 集 


更 在 我 们 把 复 映 射 f(z) = zx? + c 与 逻辑 斯 蒂 映 射 /(x) ~ 
&zrtl ~ +) 作 一 比较 .我 们 看 到 ,x 与 = 的 作用 相似 ,* 与 < 的 作用 相 
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似 . 每 一 个 < 有 它 自己 的 茹 利 亚 集 ;这 与 每 一 个 上 & 有 它 自己 的 吸引 子 
的 事实 相 类 似 . 对 逻辑 斯 蒂 映 射 我 们 找到 了 一 种 图 形 , 它 不 但 能 表示 
对 给 定 的 来 说 吸引 子 是 什么 ,而 且 能 显示 出 吸引 子 如 何 随 的 值 
变化 ,这 就 是 分 贫 图 . 它 还 使 我 们 得 到 一 个 美妙 的 无 花 果树 . 对 给 定 
的 值 也 有 一 个 类 似 的 图 形 , 它 可 以 展示 茹 利 亚 集 如何 随 c 在 复 平 
面 上 变化 而 变化 . 这 次 我 们 得 到 的 不 是 无 花 果 树 , 而 是 甲虫 状 集 ,这 
就 是 芒 德 布 罗 集 (图 8 - 19). 


图 8 一 19 
现在 我 们 来 制作 芒 德 布 罗 集 . 在 复 平面 上 任 取 一 点 c, 对 一 切 可 能 
的 < 用 f(z) = xz? +c 作 迁 代 映射 ,并 对 c 求 茹 利 亚 集 .看 看 它 是 否 是 连 
通 的 ,如 果 是 连通 的 就 把 c 涂 黑 ;如 果 不 连 通 就 把 c 途 成 白色 .对 复 平面 
上 的 每 一 个 “ 都 这 样 做 .结果 我 们 就 得 到 甲虫 状 集 , 如 图 8 - 19 所 示 . 
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芒 德 布 罗 集 最 突出 的 特征 之 一 是 它 的 自 相似 性 .在 芒 德 布 罗 集 很 
深 的 地 方 , 大 约 百 万 分 之 一 大 小 的 地 方 , 你 会 发 现 小 甲虫 状 集 (图 8 - 
20) .每 一 个 细节 都 完整 无 缺 , 它 也 有 自己 的 小 甲虫 状 集 . 就 像 逻辑 斯 


图 8 一 20 
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蒂 映 射 的 分 岔 集 具 有 自己 的 完整 复 本 的 窗口 一 样 , 芒 德 布 罗 集 亦 然 . 

芒 德 布 罗 集 与 茹 利 亚 集 的 具体 关系 是 什么 呢 ? 

< 的 不 同位 置 决定 了 不 果 的 苑 利 亚 集 .或 者 将 平面 分 成 一 个 或 
多 个 内 部 区 域 和 --- 个 伸展 到 无 穷 远 的 外 部 区 域 , 或 者 产 牛 一 个 退化 
为 没有 内 部 区 域 的 茹 利 亚 边 界 集 . 非 授 化 的 尤 利 亚 集 有 四 种 . 

如 果 c 选 自 芒 德 布 罗 集 主体 的 内 部 , 则 相应 的 动力 系统 只 有 一 
个 吸引 子 , 邮 映射 的 不 动 点 .这 时 茹 利 亚 集 是 一 个 分 形变 形 加 ,如 图 
8 46 所 示 . 

如 果 = 选 哲 与 芒 德 布 罗 集 主体 相连 的 某 个 苞 芽 的 内 部 , 则 茹 利 
亚 集 由 无 限 多 个 分 形变 堪 圆 组 成 .如 网 8 - 17 折 展 到 的 旦 ,* 取 自 从 
德 布 罗 集 硕 部 (左边 的 ) 大 苞 芽 的 中 心 . 

如 果 * 是 蕊 德 布 岁 集 一 个 巷 芽 的 发 生 点 , 则 茹 利 亚 集 将 呈现 许 
多 卷 须 ,如 图 8 - 18 的 (1) 或 (2) 所 示 . 

最 后 ,如 果 c 是 芳 德 布 罗 集 的 边界 点 , 则 站 利 亚 集 就 是 著名 的 
济 格 盘 .图 8 - 21 是 济 格 盘 (sicgeb 的 一 个 例子 .这 里 存在 一 个 不 变 


图 8 -21 
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圆 环 绕 的 不 动 点 .在 这 种 情况 下 , 茹 利 亚 集 所 包围 的 区 域 的 肉 点 将 逐 
渐 地 趋向 包含 不 动 点 的 轩 盘 . 

非 退 化 的 茹 利 亚 集 就 是 十 面 贴 种 . 那么, 其它 情况 呢 ? 芒 德 布 罗 
集 的 放大 图 表明 它 被 一 些 发 状 分 斧 触 角 所 包 图 .如 果 c 正好 选 在 这 
些 触 角 之 一 ,那么 就 得 到 形状 类 似 的 茹 利 亚 集 . 图 8 - 18(5) 所 表示 
的 是 c =“ 时 的 例子 .这 时 系统 只 有 一 个 吸引 子 , 即 无 穷 吸引 子 .路 
去 茹 利 亚 集 本 身 的 点 外 ,其 它 点 将 都 变 到 无 穷 远 去 . 

现在 只 剩 下 一 种 可 能 了 , 即 c 选 自 芒 德 布 罗 集 的 外 部 .这 时 元 穷 
远 是 唯 -- 的 吸引 子 ,而 区 利 亚 集 被 分 解 成 一 些 称 为 法 都 (Farou dust) 
全 的 一 堆 点 ,如 图 8 - 18(4) 所 示 ,e 高 艺 德 布 罗 集 越 远 .这些 企 点 就 
变 得 越 细 .这 些 中 点 的 图 案 呈 现 分 形 结构 . 

芒 德 布 罗 集 的 边界 在 动力 系统 中 扮演 着 重要 的 角色 ,引起 人 但 
的 巨大 兴趣 .边界 本 身 具 有 复杂 的 分 形 性 质 .在 蒙 德尔 布 罗 集 的 边缘 
上 选取 一 点 把 它 放 大 . 在 新 图 形 的 边缘 上 再 取 一 点 ,再 放大 ,得 到 
8 一 20 所 示 的 图 形 .这 种 放大 过 程 还 可 以 不 断 继续 下 去 .每 一 次 放大 
都 展现 出 新 颖 而 使 人 惊奇 的 结构 .旋涡 .海马 .仙人 掌 . 细 蛇 .、 虫 状 斑 
点 ,等 等 . 

芒 德 布 罗 集 与 所 有 的 动力 系统 都 有 密切 的 联系 , 它 在 数 掌中 占 
有 一 个 特殊 而 基本 的 地 位 ,就 像 圆 和 多 边 形 在 经 典 数 学 中 所 占有 的 
地 位 一 样 . 

十 面 讨论 的 动力 系统 反映 了 自然 界 的 一 种 普遍 模式 ,对 近代 科 
学 的 发 展 产 生 了 巨大 影响 . 这 种 模式 应 当 尽 早 在 中 等 教育 中 出 现 . 著 
名 的 生物 数学 家 罗伯特 - 梅 (Robert M May) 在 1976 年 就 指出 :这 
种 学 习 不 像 微 积分 那样 涉及 到 那么 多 的 复杂 概念 ,这 会 使 学 生 大 大 
丰富 对 非 线 性 系统 的 直觉 认识 .” 
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社会 十 分 尊重 数学 ,这 可 能 不 是 因为 这 个 学 科 的 内 在 美 ,而 是 
因为 数学 是 社会 极其 需要 的 一 种 艺术 . 


工 . Bers 
9.1.1 问题 的 提出 

这 一 讲 讨论 一 个 来 自 拓 扑 学 的 问题 ,这 就 是 一 笔画 和 和 邮递 路 线 
问题 ,一 个 很 有 实用 价值 的 问题 . 河 题 是 这 样 提出 的 : 

一 个 邮递 员 送信 ,每 次 都 要 走 遍 他 所 负责 的 投递 范围 的 每 - -条 
街道 .完成 任务 后 回 到 邮局 . 问 , 他 沿 怎样 的 路 线 走 ,上 碑 走 的 路 程 最 
短 ? 

这 个 问题 是 邮递 员 每 天 都 要 磁 到 的 问题 , 叫 作 最 短 邮 递 路 线 问 
题 , 昨 我 们 中 国人 最 先 提出 的 . 这 个 问题 具有 普遍 意义 .还 有 许多 其 
它 问 题 ,在 实质 上 也 属于 邮递 路 线 问题 . 例如 铁路 检察 员 ,他 必须 走 
过 每 一 条 铁路 一 次 ,然后 加 到 出 发 地 .最 理想 的 邮递 路 线 当然 是 从 邮 
局 出 发 , 走 记 邮递 员 所 辖区 域 的 每 一 条 街 ,而 且 每 条 街 只 走 过 一 次 ， 
最 后 回 到 闻 局 .这 样 的 路 线 显 然 是 最 短 的 ,因为 没有 重复 .问题 是 ,这 
样 的 路 线 能 找到 吗 ? 先 看 几 个 例子 . 

例 为 图 9 -1 所 示 的 街道 疼 拒 出 最 短 的 邮递 路 线 .假定 邮局 
位 于 点 4 . 

解 可 以 找到 最 短 的 邮递 路 线 , 如 图 9 - 2 所 示 . 
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图 9-1 图 9- 2 


例 为 图 9 - 3 所 示 的 街道 图 找 出 最 短 的 邮递 路 线 .假定 邮局 
位 于 点 入 . 
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王 9-3 图 9 .4 


解 ”可 以 找到 最 短 的 邮递 路 线 ,如 图 9 - 4 所 示 . 另 一 条 最 短 的 
邮递 路 线 如 图 9 一 5 所 示 . 还 有 一 条 最 短 的 邮 关 路 线 如 图 9 -6 所 所. 
可 见 在 有 的 问题 中 解法 不 惟一 . 

例 ”为 岁 9 - ?所 示 的 街道 图 找 出 最 短 的 邮递 路 线 , 假 定 邮 有 局 
位 于 点 4. 

解 最 短 的 邮递 路 线 不 存在 .不 管 你 怎么 走 . 不 是 有 的 街道 没 
有 走 到 ,就 是 有 的 街道 要 重复 走 . 原 因 在 什么 地 方 ?BC 是 死胡同 . 进 
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去 后 还 得 沿 原 路 出 来 . 
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图 9-S 图 9 一 6 


图 9- 7 图 9 一 8 


例 ”为 图 9 -8 所 示 的 街道 图 找 出 最 短 的 邮递 路 线 .假定 邮局 
位 于 点 4 . 

解 ”最 短 的 邮递 路 线 不 存在 (不 存在 的 原因 后 面 给 出 ). 

看 来 不 是 在 任何 情况 下 都 能 找到 理想 的 邮递 路 线 的 . 那么 在 什 
么 情况 下 才能 找到 理想 的 路 线 呢 ?这 使 我 们 联想 到 一 个 有 名 的 数学 
游戏 , 叫 作 一 笔画 问题 . 

9.1.2 一 笔画 问题 

一 笔画 问题 是 ,什么 样 的 图 形 可 以 一 笔画 成 ?要 求 是 笔 不 离 纸 ， 

而 且 每 条 线 只 画 一 次 ,不 准 重 复 . 
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看 留 9 -9 的 三 个 图 .读者 通过 试验 会 断定 ,“ 田 " 和 “ 品 ”不 可 能 
一 笔画 成 ,而 “ 串 " 却 可 以 . 理想 的 邮递 路 线 问 题 比 一 笔画 的 要 求 还 
多 一 点 ,就 是 最 后 要 回 到 起 点 . 以 后 我 们 会 看 到 ,这 个 差别 不 是 关键 
的 ,这样 , 一 笔画 问题 可 以 视 为 最 短 邮 递 路 线 的 一 部 分 . 我 们 把 最 短 
的 邮递 路 线 问 题 暂 时 放 在 一 边 , 先 花 较 多 的 籍 幅 讨论 一 笔画 问题 , 然 
后 再 阿 来 分 析 最 短 的 邮递 路 线 问 题 . 一 笔画 问题 是 欧 拉 提 出 并 解决 
的 .这 涉及 到 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 . 


= 


图 9-9 


9.1.3 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 

故事 发 生 在 18 世纪 的 哥 尼 斯 堡 城 , 现 在 是 俄罗斯 的 加 里 主格 朝 
市 .这 座 城市 建立 的 在 普 雷 格 尔 河 昱 ,由 4 块 分 开 的 土地 构成 , 中间 
有 七 康桥 相连 ,如 图 9 - 10 所 示 . 当时 那里 的 居民 热衷 于 一 个 难题 : 
一 个 散步 者 怎样 才能 一 次 走 遍 七 座 桥 ,每 座 桥 只 走 过 一 次 ,最 后 回 到 
出发 点 ?这 个 问题 看 起 来 不 难 , 谁 都 愿意 试 一 试 , 但 是 谁 也 找 不 出 等 
案 . 

问题 最 后 由 欧 拉 解决 . 千 百 人 的 失败 ,使 他 猜想 ,也 许 那样 的 走 
法 根本 不 存在 .1736 年 ,他 证 明了 他 的 猜想 ,并 在 圣彼得堡 科学 院 作 
了 一 次 报告 . 

他 用 点 A 表示 岛 ,点 B 表示 河 的 左岸 ,点 C 表示 河 的 右岸 , 厂 表 
示 两 条 支流 间 的 区 域 , 如 图 9 - 10 所 示 . 用 联结 两 点 的 线 来 表示 联结 
两 块 陆地 的 桥 , 由 此 得 到 一 个 由 七 条 线 组 成 的 图 形 (图 9- 11). 这 
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样 , 表 尼 斯 堡 七 桥 问 题 就 变 成 了 一 个 一 笔画 同 题 :能 不 能 一 笔画 出 这 
个 图 形 ,并 且 能 最 后 返回 起 点 ? 
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图 9 一 10 


现在 我 们 分 析 一 下 画图 的 过 程 -如 
果 我 们 从 某 一 点 出 发 -笔画 出 了 一 个 
图 形 ,而 到 某 一 点 停止 ,那么 中 间 每 经 
过 一 点 ,总 有 进去 的 一 条 线 和 出 来 的 一 
条 线 . 所 以 除了 起 点 各 终点 这 两 点 外 ， 也 7 
这 个 图 形 上 的 每 一 点 都 应 该 和 偶数 条 
线 相 联 结 . 如 果 起 点 和 终点 相 重 合 , 那 
么 起 终点 也 应 该 和 偶数 条 线 相 联 结 . 如 3 
果 起 点 和 终点 不 重合 ,那么 起 终点 将 与 
奇数 条 线 相 联 结 . 

但 是 图 9 一 11 上 的 三 个 点 B、C、D 都 和 三 条 线 相 联结 ,而 点 A 
和 二 条 线 相 联 结 , 都 是 奇数 条 线 , 这 当然 不 可 能 一 笔画 出 ,并 回 到 起 
点 .即使 不 回 到 起 点 ,也 不 可 能 一 笔画 出 . 

正 是 作 了 这 样 的 分 析 之 后 , 欧 拉 才 断 定 , 不 管 要 求 不 要 求 回 到 起 
点 ,不 重复 地 一 次 走 遍 那 七 座 桥 总 是 不 可 能 的 . 


图 9- 11 
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七 桥 问题 ,或 者 一 笔画 问题 ,明理 地 是 一 个 几何 问题 .但 是 这 种 
几何 问题 却 是 欧 几 里 得 几何 所 没有 研究 过 的 - 因为 欧 氏 几何 中 人 研究 
的 图 形 都 由 直线 和 圆 组 成 ,讨论 的 是 长 度 和 角度 等 性 珊 .在 七 桥 间 题 
里 , 桥 的 准确 位 置 和 长 度 是 无 关 紧 要 的 .要 紧 的 是 每 两 块 陆地 间 有 几 
座 桥 .一 -笔画 问题 里 线段 的 长 短 曲 直 也 无 关 紧 要 ,要紧 的 只 是 有 也 个 
分 分 点 ,两 点 间 有 几 条 线 相 联结 .也 可 以 说 ,要 紧 的 只 是 点 线 间 的 相 
互 位 置 ,或 相互 联结 的 情况 .所 以 欧 拉 把 这 类 几何 问题 的 研究 叫 作 位 
置 几 何 学 .对 于 这 么 一 类 新 鲜 的 几何 问题 , 欧 拉 当 然 不 满足 于 只 解答 
一 个 七 桥 问 题 .他 继续 钻研 ,终于 找到 了 一 个 简便 的 原则 ,可 以 鉴别 
任 一 图 形 能 不 能 一 笔画 出 .这 就 是 一 笔画 定理 . 在 讲 一 笔画 定理 前 ， 
先 引 进 一 些 术语 和 记号 . 

9.1.4 网络 


我 们 讨论 的 图 形 都 是 由 线段 构成 的 .对 这 类 对 象 我 们 有 -个 专 
门 的 名 词 来 称呼 它 , 叫 作 网 络 . 为 了 明确 起 见 ,我 们 给 它 下 一 个 定义 . 
定义 ”网络 是 由 有 限 条 线段 组 成 的 图 形 ,每 一 条 线段 都 有 两 个 
不 同 的 端点 .这 些 线段 叫 作 网 络 的 弧 ,它们 的 端点 叫 作 网 络 的 项 点 . 
例 ”图 9 一 12 就 是 有 8 条 强 和 5 个 顶点 的 网 络 . 
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图 9- 12 图 9 一 13 


吹 于 几何 中 许多 由 线 眉 构成 的 图 形 ,在 适当 分 解 成 弧 以 后 ,都 能 
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看 成 网 络 . 两 络 的 弧 不 能 没有 端点 . 例如 整个 的 圆周 就 没有 端点 , 它 
不 是 一 个 网 络 .但 我 们 可 议 把 它 分 解 为 有 两 个 端点 和 两 个 弧 的 网 络 、 
如 图 9 一 13 所 示 . 网 络 的 张 也 不 能 只 有 一 个 端点 ,如 两 端 重合 的 闭 弧 
不 包括 在 其 内 .网 络 的 弧 必 须 有 两 个 端点 . 
为 什么 要 这 样 抽象 地 提出 两 络 的 概念 呢 ? 这 是 因为 有 了 网 络 的 
概念 ,不 但 使 我 们 以 后 说 起 话 来 方便 ;而 且 硬 以 扩大 我 们 讨论 的 范 
围 .按照 这 个 定义 ,不 单 纸 上 的 图 可 以 看 成 网 络 ,电子 仪器 的 复杂 电 
路 也 可 以 看 成 网 络 ,一 个 国家 的 铁路 网 .公路 网 ,水运 网 ,-- 个 区 的 街 
道 网 ,都 可 以 看 成 网 络 . 不 但 有 平面 上 的 网 络 , 也 有 空间 中 的 网 络 .所 
以 我 们 对 一 般 网 络 进行 斌 究 所 得 到 购 种 种 结论 ,就 下 以 应 用 到 所 有 
这 些 具体 的 网 络 . 

为 叙述 方便 起 见 ,我 们 引入 下 面 的 记号 . 网络 中 的 顶点 用 大 写字 
母 表示 , 弧 用 小 写字 和 母 表 示 . ! = AB 表示 以 A、B 为 端点 的 弧 . 当然 、 
车 1 = AB, 那 么 也 有 /1 = BA .但 是 要 注意 , = AB,i2 = AB, 末 必 
有 0 = [2; 因 为 以 A,.B 为 端点 的 弧 可 以 不 止 一 条 ,如 图 9- 11 中 以 
44, 巨 为 端点 的 弧 有 两 条 .了 网 络 本 身 用 黑体 大 写字 母 表 未， 

我 们 把 豆 相 衔接 的 一 串 弧 叫 作 一 条 路 . 写 得 更 精确 些 , 网 络 中 的 
一 条 路 可 以 写成 (1 ,12,…,) 的 形式 ,其 中 的 弧 两 两 不 相同 ,并且 
每 条 弧 Li(i = 2,… ,8) 都 与 1;-1 在 点 Ai-， 相 接 , 另 一 端 A; 与 1,) 相 
接 . 路 也 用 黑体 大 写字 母 表示 , 记 作 W = (3,… ,4) ,1 = 
4 人 = 1,2,…,k),Ao 和 A; 叫 作 这 条 路 的 两 端 ,或 者 说 ,这 条 
路 连接 Ao 和 A .车 Ao = Ai, 则 这 条 路 叫 作 赋 路 . 若 顶 点 Ao,A,， 
… ,A 1 叉 互 不 相同 ,那么 这 条 闭路 就 叫 作 一 个 医 . 

例 疼 9 -12 中 ,(a,dd,e,8) 是 路 ;{a,d,g,e) 不 是 路 .因为 g 
不 是 接 在 d 的 终点 处 ;(a,g,h,f,c,5,d,e, 岂 ) 不 是 路 ,更 不 是 闭 
路 ,因为 弧 上 出现 了 两 次 ;(a,oc,e,gsd,r) 是 闭路 现 不 是 圈 ,因为 
中 间 的 顶点 B,D 出 现 两 次 ;(a,d,e,h) 是 一 个 轿 . 

加 到 一 笔画 问题 . 现在 不 难看 出 ,一 笔画 问题 相当 于 ,给 定 了 一 
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个 网 络 . 滞 有 没有 可 能 把 上 所 有 的 弧 排 成 一 条 路 .要 求 一 笔画 成 后 加 到 
起 点 ,相当 于 要 求 把 全 部 弧 排 成 一 条 闭路 -这 就 把 一 笔 郴 人 问题 用 网 络 
语言 表达 出 来 了 .同时 也 把 问题 推广 了 -原来 的 一 笔画 问题 只 是 对 平 
面世 的 图 形 来 说 的 ,而 现在 的 提 法 对 任何 网 络 都 有 意义 ,不 必 限 于 平 
而 上 的 网 络 . 

定 光 如 果 一 个 网 络 的 金 部 弧 可 以 排 成 一 条 路 ,那么 这 个 网 络 
就 叫 作 一 个 一 笔画 . 

注 ”网 络 中 的 路 不 必 是 闭路 . 

有 些 图 形 , 像 前 面 狗 中 的 * 品 ” 字 , 所 以 不 能 一 笔画 成 ,显然 是 
为 它 不 是 连 成 一 片 的 .可 见 能 一 笔画 成 的 图 形 必须 是 连 成 一 片 的 .所 
谓 连 成 一 片 到 底 是 什么 意思 ?我 们 来 下 个 定义 . 

定义 ”一 个 网 络 称 为 连通 的 .如 果 它 的 任意 两 个 项 点 都 可 用 一 
条 路 连接 起 来 ;否则 称 为 不 连通 的 . 

例如 ,全 国 天 陆 的 铁路 形成 的 网 络 是 连通 的 -但 全 国 铁路 形成 的 
网 络 不 是 连通 的 ,因为 台湾 省 和 海南 省 的 铁路 不 与 大 陆 的 铁路 相连 . 

如 果 某 网 络 是 由 见 个 网 络 并 成 的 ,而 这 几 个 网 络 德 此 没有 公共 
的 项 点 和 弧 ,那么 这 网 络 就 一 定 不 是 连通 的 .不 连通 的 网 络 总 是 由 几 
个 互 不 相交 的 连通 网 络 并 成 的 . 这 几 个 连通 的 网 络 呀 作 原 网 络 的 分 
故 . 例 如 ,全 国 铁路 形成 的 网 络 至 少 由 三 个 分 支 并 成 . 

我 们 注意 到 ,一 笔 配 问题 又 与 硬 点 处 的 强 的 个 数 有 关 , 即 与 顶点 
处 的 分 岔 情 况 有 关 . 

定义 ”以 某 个 顶点 为 端点 的 疆 的 个 数 叫 作 该 顶点 的 叉 数 . 

在 图 9- 12 中 ,日 是 4 叉 项 点 ,C 是 2 叉 顶 点 ,已 是 3 叉 顶 点 .项 
点 的 叉 数 又 有 奇偶 之 分 .又 数 是 奇数 的 矣 点 叫 作 奇 顶点 , 叉 数 是 偶数 
的 顶点 叫 作 偶 顶点 . 奇 顶 点 的 多 少 和 一 笔画 问题 有 极 大 的 关系 .没有 
奇 硕 点 的 网 络 叫 作 侦 网 络 . 
9-1.5 一 笔画 定理 


有 了 上 面 的 准备 后 我 们 可 以 讲述 一 笔画 定理 了 .我 们 分 成 两 个 
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问题 讲 : 

1) 具有 了 哪些 特征 的 网 络 不 是 一 笔画 ? 

2) 具有 哪些 特征 的 网 络 是 一 笔画 ? 

1) 网 络 丰 是 一 笔画 的 特征 ”要 证 明 -- 个 网 络 不 是 一 笔画 ,就 
是 要 证 明 在 这 个 网 络 中 全 部 的 弧 不 可 能 排 成 一 条 路 ,或 者 说 网 络 中 
不 存在 一 条 路 包括 所 有 的 红 . 这 就 是 说 ;不 能 只 承认 你 自己 没有 找到 
这 样 的 路 ,而且 还 要 断定 别人 也 不 会 找到 这 样 的 路 . 找 不 到 的 原因 不 
是 主观 能 力 不 够 ,而 是 客观 上 不 存在 . 这 种 “不 存在 性 ”定理 在 数学 
中 是 很 多 的 .前 面 儿 讲 中 讲 的 几何 三 大 难题 . 费 马 大 定理 都 属于 这 
类 定理 .证 明 "* 不 存在 性 ”定理 的 最 常用 的 方法 是 反 推 法 : 先 证 明 如 
果 “ 存 在 ", 则 必须 如 何如 何 ;然后 说 ,现在 并 不 如 何如 何 , 所 以 “不 存 
在 ”前 面 证明 七 桥 问题 不 可 能 有 解 , 用 的 就 是 这 个 办 法 . 

这 样 一 来 ,我 们 的 第 -- 个 问题 可 以 换个 问 法 :一 笔画 必须 具备 虽 
些 性 质 ? 下 面 的 定理 就 是 回答 这 个 问题 的 .七 桥 问题 的 角 决 实际 上 上 
的 正 是 这 个 定理 . 

定理 1 一 笔画 必须 是 连通 的 ,并且 奇 顶 点 的 个 数 是 0 或 2. 

证 a) 连通 性 . 按 定义 ,一 笔画 的 全 部 弧 可 以 排 成 一 条 路 

Z= io di = AA ~ 1,2,.,k. 
这 里 Ao, 和 1,… ,A 包括 网 络 的 全 部 顶点 (可 能 有 重复 ) ,因为 任何 一 
个 项 点 至 少 是 一 条 强 的 端点 . 任 取 两 点 A,,Aj,i < 了 了 它们 可 用 路 
(ivi,… ,2 联 缚 起 来 .所 以 网 络 是 连通 的 . 

b) 奇 顶点 的 个 数 是 0 或 2. 从 网 络 中 任 取 一 个 顶点 和 .可 能 出 现 
两 种 情况 :A 是 内 点 ;A 是 起 点 或 4 是 终点 . 若 A 是 内 点 , 则 A 一 定 
是 偶 顶 ; 为 有 一 条 线段 进入 A , 必 有 一条 线段 离开 A. 所 以 内 点 
都 是 倘 顶 点 . 

现在 设 和 A 是 起 点 或 A 是 终点 .这 时 又 有 两 种 情况 :A 虐 是 起 点 
又 是 终点 ;和 4 只 是 起 点 战 肥 是 终点 .在 第 一 种 情况 下 ,与 4 是 内 点 的 
情况 一 样 , 它 是 偶 顶 点 .这 时 网 络 没有 奇 项 点 ,或 只 有 个 奇 顶点 . 
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在 第 二 种 情况 下 , 若 A 只 是 起 点 , 则 从 A 出 去 的 线段 比 从 A 进 
去 的 线段 和 多 一 条 ,从 而 入 是 奇 硕 点 . 苦 A 只 是 终点 , 则 从 .A 出 去 的 线 
段 比 欠 A 进去 的 线段 少 一 条 ,从 而 A 也 是 奇 项 点 .这 时 殉 络 有 两 个 
奇 硕 点 .定理 证 毕 . 

定理 1 给 出 了 一 笔画 的 必要 条 件 . 有 了 这 个 定理 我 们 就 可 以 断 
定 , 不 连通 的 ,或 考 育 顶点 的 个 数 不 是 0 或 2 的 网 络 - 定 不 是 … 笔 


郴 ! - 


例 “ 癌 ” 字 不 是 连 遂 网 络 ,所 以 不 是 一 笔画 用” 字 中 有 4 个 
奇 原 点 ,不 是 -笔画 . 七 恬 问题 中 有 4 个 奇 顶点 ,也 不 是 一 笔画 ， 

那么 ,一 个 网 络 是 连通 的 , 它 的 奇 顶 点 数 又 恰 足 0 或 2, 它 就 一 定 
是 -笔画 吗 ? 欧 拉 断定 :是 的 .这 就 回答 了 我 伯 的 第 一 个 问题 :根据 哪 
证 可 以 断定 一 个 网 络 是 一 笔画 .怎么 证 明 呢 ? 要 证 明 一 个 网 络 是 
一 笔画 ,就 应 该 证 明 这 个 网 络 中 的 全 部 浙 可 以 排 成 -条 路 ,或 者 说 ， 
这 个 网 络 中 存在 一 条 路 包括 全 部 弧 . 

这 种 "存在 性 ”定理 在 数学 中 是 很 多 的 ,前面 我 们 曾经 证 明 过 臣 
理 数 的 存在 性 ,超越 数 的 存在 性 .等 等 .这 些 定理 ,有 的 很 窑 易 泪 册 ， 
和 月 的 却 非常 町 难 .在 代数 部 分 ,我 们 还 将 证 明代 数 基本 定理 , 屠 也 是 
一 个 很 难 的 存在 性 定理 .“ 存 三 性 ”定理 所 肯定 的 只是“ 仓 在 ”. 它 不 
回答 存在 多 少 个 的 问题 . 

2) 网 络 是 一 笔画 的 特征 证 明 “ 存 在 性 ”定理 ,最 简单 的 办 法 
是 直接 找 出 一 个 来 .前 而 图 9 - 3 的 … 笔 画 存 在 性 就 是 这 样 证 明 的 . 
但 是 用 这 种 办 法 证 明 欧 拉 的 判断 是 有 困难 的 . 对 于 一 个 其 体 的 网 络 ， 
我 们 可 以 设法 找 出 包含 所 有 弧 的 路 ,以 此 证 明 它 是 一 笔 带 .现在 要 证 
明 的 是 具有 某 种 性 质 的 网 络 者 是 一 笔画 ,而 有 这 种 性 质 的 网 络 多 得 
不 可 胜 数 .怎么 可 能 一 一 找 出 它们 的 路 呢 ? 欧 拉 的 判断 的 妙 处 止 在 
于 ,使 能 够 在 辜 到 某 些 很 复杂 的 网 络 时 ,不 用 找 路 就 能 很 快 地 断定 它 
是 不 是 一 笔 男 . 

我 们 把 欧 拉 的 判断 分 成 两 个 定理 来 讲 . 证 明 的 线索 是 ,间接 地 指 
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出 一 种 把 全 部 弧 排 成 路 的 办 法 .在 推理 的 过 程 中 ,网络 中 弧 个 数 的 有 
限 性 起 着 重要 的 和 作用. 

定理 2 车 网 络 G 是 连通 的 但 网 络 , 则 局 的 全 部 蜂 可 以 排 成 一 
条 闭路 . 

证 ”分 三 步 来 证. 

(1) 先 证 : 若 he 是 G 中 任 一 顶点 , 则 在 G 中 一 定 能 找到 一 条 从 
4o 到 Au 的 闭路 . 

事实 上 , 任 取 第 一 条 弧 上 = AnoA1, 再 取 第 二 条 1; 一 4i4: ,如果 
需要 的 话 再 取 第 三 条 !3 = 4A2A:, 等 等 .这 样 就 作出 一 条 路 

Z= (dl), d= AA, (7 = 1.2,,k). 
当 A4 天 Ao 时 ,这 条 路 一 定 还 可 以 延长 ;因为 这 时 Z 中 以 Ai 为 端点 
的 弧 是 奇数 条 , 击 A% 是 偶 顶 点 .所 以 一 定 还 叮 以 找到 不 在 Z 中 的 弧 
tl 二 ka: 而 得 到 (2 4, 这 条 路 越 作 越 长 ,但 G 中 总 
共 只 有 有 限 条 弧 , 所 以 总 有 一 个 时 候 作 不 下 去 了 . 设 这 时 的 路 是 
(pl b= A A (i = 1,2,.,m), 
那么 4。 一 定 与 Ao 重合 , 即 这 条 路 是 闭路 . 

(2) 再 证 :着 G 蚌 连 通 的 偶 网 络 ,Z 是 G 中 的 一 条 闭路 , 它 没 有 
包含 所 有 的 缀 , 则 一 定 能 找到 一 条 闭路 理 , 它 含有 的 引 比 过 含有 的 
弧 多 ， 

设 世 = bz) t= AAA = Ao- 从 网 络 G 中 把 Zz 
的 弧 抹 掉 , 抹 掉 后 剩 下 的 网 络 叫 G“.G 也 一 定 没 有 奇 天 点 , 即 它 也 
是 俩 网 络 .为 什么 呢 ? 因 为 从 G- 中 任 取 一 个 项 点 A ,在 G 中 有 偶数 条 
纤 以 及 为 端点 ;Z 是 闭路 ,所 以 Z 中 也 有 偶数 条 ,或 者 人 条 统 以 A 为 
端点 ,于 是 G” 中 以 A 为 端点 的 弧 也 是 偶数 条 . 

和 GG’ 一 定 有 公共 点 ,否则 G 由 商 个 没有 公 则 
C- 并 成 , 它 就 不 会 连通 了 ,这 和 假设 蔬 盾 . 设 Bo 
点 ,1 < 二- 执政. 


网 络 Z 和 


顶点 的 
A, 是 一 个 公共 


和 
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根据 (1) ,在 G- 中 一 定 有 一 条 从 Bu 到 Bo 的 闭路 
= 


于 是 


五 二 


就 是 G 中 的 一 条 闭路 , 它 包 含 的 弧 比 Z 多 ， 


(3) 定理 的 证 明 .根据 (1), 在 如 中 可 以 取 到 一 条 闭路 Z. 基 ZzZ 包 


含 了 G 中 的 全 部 弧 , 则 定理 已 经 被 证 明 . 若 Z 没有 包含 G 中 的 全 部 
弧 , 则 根据 (2), 在 GG 中 可 以 取 一 条 比 Z 含 揭 多 弧 的 闭路 Qi , 若 Z, 还 
没有 包含 G 的 所 有 弧 , 再 如 法 取 Z: ,这 样 继续 扩 大 下 去 .由 于 在 G 
中 总 共 只 有 有 限 条 强 , 总 有 一 个 时 候 扩 大 不 下 去 了 .这 时 得 到 的 闭路 
必然 包 全 G 中 的 所 有 狐 .证 毕 . 


一 定 是 一 笔画 . 


定理 3 如果- 个 连通 网 络 G 的 奇 顶点 数 是 2, 那 么 这 个 网 络 


证 “这 个 定理 的 证 明 可 以 仿照 定理 2, 证明 分 为 三 步 . (1) 先 


证 :车 G 是 有 两 个 奇 顶点 A 和 和 B 的 网 络 ,那么 在 G 中 一 定 能 找到 一 
条 从 A 到 B 的 路 .(2) 再 让 :着 G 是 有 两 个 奇 顶点 A 和 BB 的 连通 网 
络 , W 是 从 A 到 B 的 一 条 路 , 它 没有 包含 G 的 全 部 弧 , 那 么 一 定 还 能 
找到 一 条 从 A 到 已 的 路 久 , 它 包含 的 弧 比 W 的 弧 多 . (3) 定理 本 身 
的 证 明 . 作 为 练习 ,建议 读者 自己 去 证 明 . 


还 有 一 种 巧妙 的 证 法 , 投 述 如 下 .办 法 是 在 网 络 中 加 一 条 联结 


奇 顶点 A 和 B 的 弧 1.( 注 意 , 如 果 我 们 只 考虑 平面 上 的 网 络 , 限 定 在 


可 


FF 面 上 找 这 样 的 弛 ,又 要 求 它 和 网络 中 的 其 它 缠 不 相交 ,那么 这 样 的 


弧 可 能 找 不 到 ,图 9- 14 就 是 一 个 例子 . 


现在 我 们 在 空间 加 这 条 弧 , 这 总 办 得 


到 .这 是 不 局 限于 讨论 平面 网 络 的 一 个 -| 


好 处 .) 添加 工 后 所 得 的 网 络 就 是 一 个 
没有 奇 顶 点 的 连通 网 络 了 .根据 定理 2， 


它 的 所 有 弧 可 以 排 成 一 条 闭路 -不妨 把 图 9 -14 
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i 排 在 前 面 :(! ,U1 ,… ,ls). 于 是 G 的 全 部 弧 可 以 排 成 一 条 路 (5 … 
到) .证 毕 . 

定理 1 告诉 我 们 .一 笔画 必须 是 连通 的 ,而 且 奇 预 点 的 个 数 是 0 
或 2. 定理 2,3 又 告诉 我 们 ,由 这 两 个 性 质 就 是 以 断定 一 个 网 络 是 一 
笔画 .全 起 来 就 是 

笔画 定理 个 网 络 是 一 笔画 的 充 要 条 件 是 : 它 是 连通 的 并 
且 奇 顶点 的 个 数 是 0 或 2. 

一 笔画 定理 把 一 笔画 问题 彻底 、 漂 亮 地 解决 了 .彻底 指 的 是 , 它 
给 出 了 充分 必要 条 件 : 从 而 把 一 笔画 和 非 一 笔画 的 界限 彻底 划 清 了 . 
漠 亮 指 的 是 , 它 给 出 的 充分 必要 条 件 简单 明了 ,很 容易 检验 ,用 起 来 
很 方便 .即使 -个 有 上 几 十 条 白 的 网 络 ,要 判 列 它 是 不 是 一 笔画 ,也 花 
不 了 一 二 分 钟 . 

从 一 笔 滞 的 理论 中 容易 看 出 ,在 上 邮 北 路 线 问 题 中 ,可 能 找到 理想 
的 不 重复 的 路 线 的 充分 和 必要 的 条 件 是 ,投递 范围 的 街道 网 连通 是 
没有 奇 顶 点 . 

9.1.6 多 笔画 

我 们 可 以 进一步 提出 问题 :如 果 一 个 连通 网 络 的 奇 顶 点 数 不 是 
0 或 2, 那 么 -- 笔 是 画 不 成 了 . 要 多 少 笔 才 能 前 成 呢 ? 看 米 笔 数 一 定 和 
奇 项 点 的 个 数 有 关 . 我 们 先 证 明 一 个 关于 奇 顶 点 个 数 的 定理 . 

定理 4 一 个 网 络 中 的 奇 硕 点 的 个 数 一 定 是 偶数 . 

证 ” 设 网 络 中 强 的 个 数 是 a, 义 数 是 wm 的 顶点 的 个 数 是 5 .我 
们 来 数 一 数 网 络 中 天 点 的 个 数 . 一 方面 ,每 条 浙 有 两 个 端点 ,所 以 共 
有 2a 个 端点 . 舅 一 方面 ,wr 叉 项 点 是 mm 个 弧 的 端点 .所 以 

24 = b+ 26 + 3b3+454 + Sbs + 6be t+ 
《注意 ,和 的 项 数 不 是 无 穷 , 而 是 有 穷 ) 这 是 一 个 偶数 . 从 这 个 偶数 中 
减 去 偶数 


262 + 253 + 4b4 十 465 + 6be + 667 + 
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得 到 的 数 
如 1 十 百 3 十 bs+ 
还 应 该 是 偶数 ,而 这 个 数 恰 是 网 络 的 奇 项 点 的 个 数 .证 毕 . 

定理 5 设 G 是 一 个 有 2n 个 奇 顶点 的 连通 网 络 ,m” > 1. 那 么 
G 中 的 全 部 弧 可 以 排 成 ”条 路 ,而 且 至 少 ” 条 路 . 

证 ”把 2> 个 奇 项 点 分 成 了 对 :Ai ,BA ,Ba ,An 了 给 全 
洪 上 = 条 新 的 弧 忆 = A;B, .这样 一 来 ,得 到 一 个 新 网 络 G” , 它 是 一 
个 没有 奇 顶 点 的 连通 网 络 .把 @G ”的 全 部 弧 排 成 一 条 闭路 Z, 然 后 从 
中 把 那 x 条 新 汪 的 弧 去 掉 . 于 是 闭路 艺 被 切 成 n 段 .每 一 段 是 G 中 
的 一 条 路 ,这 = 条 路 包含 了 G 的 全 部 弧 . 

至 少 要 ?条 路 也 不 难 证 .因为 如 果 能 排 成 4 条 路 ,而 每 条 路 最 多 
有 两 个 奇 顶点 ,那么 C 中 的 奇 项 点 的 个 数 将 委 24. 所 以 22 之 24， 即 
g 衬 . 证 出 . 

9.1.7 ” 偶 网 络 

一 笔画 和 偶 网 络 有 联系 也 有 区 别 . 一 个 … 笔 画 不 一 定 是 偶 网 络 , 
因为 一 笔画 可 以 有 两 个 奇 项 点 ,而 偶 网 络 没有 奇 硕 点 .男方 向 ,~ 
笔画 必须 是 连通 的 网 络 , 偶 网 络 可 以 是 相连 通 的 .现在 我 们 讲 一 个 关 
于 侦 网 络 的 定理 ,后 面 讲 邮递 路 线 间 题 时 要 用 到 . 

定理 6 网络 G 是 侦 网 络 的 充 要 条 件 是 .6 的 所 有 强 可 以 排 成 
若 下 个 圈 ,这 些 图 彼 此 没有 公共 强 

证 条 件 的 充分 性 是 符 易 看 出 的 . 即 , 如 果 G 的 所 有 驱 可 以 排 
城 车 干 个 圈 , 这 些 财 彼此 没有 公共 骤 ,那么 G 没有 奇 项 点 ,因而 是 偶 
网 络 . 

现在 证 必要 性 . 即 如 果 G 没有 奇 顶点 , 则 G 的 所 有 亚 可 以 排 成 
车 干 个 痢 ,这 些 圈 彼此 没有 公共 缀 . 证 明 分 两 步 . 

(1) 先 证 :在 俩 网 络 G 中 任 取 一 个 顶点 A,, 一 定 能 找到 从 Ao 到 
Ar 的 图 - 
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根据 定理 2 证明 中 的 (1) ,G 中 有 Ao 到 Ao 的 闭路 .取出 这 种 闭 
路 中 弧 数 最 少 的 一 条 (或 弧 数 最 少 的 乒 条 之 一 》 
也 = Clta b= AiiAdi,Art = Ao. 
这 条 闭 咯 一 定 是 闭 . 因 为 否则 会 有 i,j 两 数 ,1 < 之 7 了 太 名 ,使 A 一 
Ai 从 而 


Cys tdi dr da) 
是 比 Z 短 的 Ao 到 Au 的 闭路 .这 与 Z 的 最 短 性 了 矛盾. 

《2) 定理 的 证 明 . 在 G 中 取 一 个 圈 Z. 如 果 ZZ 已 包含 G 的 全 部 
弧 , 则 定理 已 成 立 . 否 则 ,从 G 中 把 工 抹 掉 , 剩 下 的 网 络 G; 还 是 没有 
奇 项 点 的 网 络 .再 从 G1 中 到 一 个 圈 Z, ,如 果 它 包含 @G, 的 全 部 弧 . 那 
么 6 的 全 部 弧 可 以 排 成 机 个 较 Z 和 ZI .否则 从 Gi 中 把 Z, 抹 掉 ,又 
得 一 个 网 络 G:- 这 样 作 于 去 ,引出 一 串 偶 网 络 

人 ,GCC 
由 于 弧 的 个 数 一 个 比 一 个 少 , 而 © 中 只 有 有 限 条 弧 , 所 以 这 串 网 络 
总 有 个 尽头 G, .在 G, 中 上 弧 出 的 峰 Z, 一 定 包 含 G, 的 全 部 弧 . 于 是 G 
中 的 全 部 弧 可 以 排 成 r + 1 个 圈 世 ,ZZ1,… ,多 .让 毕 . 
9.1.83 再 论 邮 递 路 线 问题 

我 们 已 经 比较 深入 地 讨论 了 一 笔画 问题 ,现在 回 到 最 短 邮 着 路 
线 问题 , 讲 奇 偶 点 图 上 作业 法 .最 短 邮 递 路 线 和 后 题 用 网 络 的 语言 可 改 
说 为 ; 

给 定 一 个 连通 的 网 络 ( 投 递 范 围 的 街道 图 ) ,每 条 纺 有 个 长 度 (在 
一 笔 菌 理论 中 ,从 来 没有 提 到 过 张 的 长 度 , 因 为 在 那里 弧 的 长 度 是 不 
起 作用 的 ) ,要 求 从 某 一 顶点 出 发 走 过 网 络 的 所 有 弧 ( 容 许 重 复 ,这 是 
和 一 笔画 不 同 的 地 方 ), 并 且 最 后 返回 起 点 , 问 怎样 走 法 才能 使 走 的 
路 程 最 短 ? 

根据 一 笔画 理论 ,我 们 可 以 这 样 来 分 析 问 题 . 

如 果 这 了 网络 中 没有 奇 硕 点 ,那么 根据 定理 2, 它 可 以 从 任 一 点 开 
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好 没有 重复 地 一 笔画 出 ,最 后 回 到 起 点 .前 面 已 经 说 过 ,这 样 理想 的 
路 线 是 最 短 的 . 

如 果 网 络 中 有 奇 项 点 ,如 图 9 - 15 所 示 ( 图 中 有 4 个 奇 顶点 ) . 那 
么 要 从 一 点 开始 走 遍 各 红 回 到 起 点 ,必须 有 重复 . 走 的 路 线 长 短 , 就 
看 路 线 中 重复 部 分 的 长 短 . 如 果 把 某 一 种 走 法 的 重复 路 线 添 伍 图 |:， 
如 图 9 -16 所 示 , 那 么 所有 的 顶点 一 定 都 变 成 偶 顶 点 了 . 反 过 来 说 ， 
若 先 在 网 络 中 的 某 些 红 上 添 一 些 “ 重 复 ” 弧 ,使 得 添 贡 后 的 网 络 中 所 
有 的 项 点 者 是 偶 硕 点 ,那么 根据 定理 2, 添 加 后 的 网 络 就 能 够 不 重复 
地 一 次 走 亿 并 返回 起 点 ,也 就 是 代表 一 种 走 法 ;如 图 9 一 17 所 示 . 


图 9--15 图 9- 16 图 9 17 


这 样 一 来 ,利用 一 笔画 的 理论 ,问题 归结 为 ,一 个 连通 网 络 有 2 
个 奇 项 点 ,要 在 某 些 弧 上 添 一 些 重复 弧 { 每 条 弧 上 添 的 
眼 , 且 重复 狐 与 原 弧 同 长 ) ,使 得 添 怠 后 的 网 络 没有 奇 顶 点 . 问 人 怎样 语 
法 能 使 重复 弧 的 长 度 最 短 ?下 面 就 来 讨论 . 
9.1.9 ”奇偶 点 网 上 作业 法 

为 叙述 方 合计 ,我 们 把 添 重复 线 后 没有 奇 顶点 的 添 法 叫 作 … 个 
解 ,重复 弧 长 度 最 短 的 解 叫 作 最 优 解 . 先 给 一 个 命题 . 

命题 1 解 总 是 存在 的 . 

艇 的 存在 性 在 直觉 上 是 明显 的 ,因为 只 要 容许 重复 ,总 可 以 走 多 
各 街道 后 返回 邮局 .作为 数学 证 明 , 我 们 具体 指出 一 种 作 解 的 方法 . 
把 原 网 络 中 的 2x 个 奇 顶 点 随便 分 成 2 对 :Al,BisAz,B25… A,， 
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B,- 取 条 路 Wi, Ws,…,W, 分 别 连 接 . Al,Bi;A,,B2i… ;A,， 
互 , .由 于 网 络 是 连通 的 ,这 些 路 总 是 存在 的 .把 这 些 路 中 的 疆 添 到 原 
网 络 中 去 ,就 是 一 个 解 . 

由 此 可 见 , 具体 找 一 个 解 是 很 容易 的 .问题 只 是 如 何 求 最 优 解 . 
读者 或 许 会 这 样 想 ,只 要 每 条 W 都 是 连接 A,,B; 的 最 短 的 路 .不 就 
得 到 最 优 艇 了 吗 ?其 实 问题 不 那么 简单 .把 22 个 育 硕 点 重新 配对 ,或 
许 会 得 到 更 短 的 路 . 

例 图 9-18 是 一 个 街道 图 ， 
上 注 肯 的 数字 是 街道 的 长 短 米 数 . 
这 个 网 络 中 有 8 个 奇 顶 点 .我 们 把 它 
们 像 图 9 - 19 那样 对 会 点 进行 分 类 ， 
添上 连接 A,,B, 的 最 短路 W,(i = 1， 
2,3,4) 而 得 出 解 (1). 显然 它 不 足 最 
优 解 . 

怎样 求 得 最 优 解 呢 ? 我 们 知道 ,无 论 做 什么 事情 , 瑟 文 章 也 杂 ,做 
习题 也 好 ,不 会 一 下 子 就 和 全 [美的 ,总 有 一 个 琢磨 推荐 ,修正 缺点 
逐步 完善 的 过 程 .同样 站 理 ,一 个 比较 好 的 解 常 常 是 从 修改 一 个 比较 
差 的 解 而 得 到 的 .上 所 以 我 们 这 样 做 ,随便 拿 一 个 解 来 ,未 步 修改 它 , 使 
它 缩 短 . 

我 们 看 图 9 - 19 上 的 解 (1). 这 里 B 和 A, 之 间 有 两 条 重复 狐 ， 
这 就 是 可 以 修改 的 地 方 .由 此 得 到 下 面 的 命题 . 

命题 2 ”如 果 一 个 解 有 重 玲 的 重复 弧 , 即 在 某 条 并 上 有 多 于 - 
条 的 重复 弧 , 则 这 个 解 可 以 改进 ,从 而 这 个 解 不 是 最 优 解 . 

证 ”让 明 很 简单 . 如 果 这 个 解 在 某 条 弧 上 至 少 有 了 帅 条 重复 的 
昕 :那么 去 掉 其 中 的 -对 ,还 是 一 个 解 .因为 去 掉 一 对 弧 ,不 会 改变 网 
络 的 亲 偶 性 , 即 网 络 仍 是 偶 网 络 .去 掉 一 对 昕 后 ,重复 绑 的 总 长 度 妹 
然 是 缩短 了 . 

例 ”图 9 一 19 中 , 解 (2) 就 是 从 解 (1) 中 去 掉 一 对 重复 台 BA4 


图 9 一 18 
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后 得 到 的 . 

这 个 浅显 的 命题 却 有 一 个 重要 的 推论 . 

推论 “最 优 解 是 存在 的 . 

注 ”这 件 事 需要 征明 . 因为 并 非 枉 何 东 西 都 有 个 “最 ”. 例如 最 
大 的 整数 不 存在 ;最 小 的 正 数 也 不 存在 . 

证 ”根据 命题 2, 有 重 登 重复 弧 的 解 一 定 可 以 改善 ,使 重合 重复 
弧 的 条 数 减 少 .但 是 .在 一 个 解 里 面 . 重 亚 重 复 弧 的 条 数 总 是 有 限 个 ， 
所 以 经 过 有 限 多 次 修改 后 ,总 会 改 成 一 个 没有 重 释 重复 弛 的 解 . 

另外 ,由 于 原 网 络 中 只 有 有 限 条 弧 ,没有 重 营 重复 弧 的 解 只 能 有 
有 限 个 .所 以 其 中 必 有 一 个 (或 几 个 ,但 至 少 有 一 个 ) 解 , 它 的 重复 弧 
的 总 长 度 在 这 有 限 个 解 中 是 最 短 的 .这 个 解 就 是 最 优 解 . 
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注 ” 文 是 有 限 性 在 这 个 证 明 中 起 了 关键 的 作用 .在 有 限 个 解 中 
找 最 好 的 ,是 一 定 找 得 到 的 . 

总 之 ,命题 2 告诉 我 们 两 点 :1) 最 优 解 中 没有 重合 的 重复 弧 ;2) 
最 优 解 存在 . 

找 最 优 解 只 需 在 没有 重 释 重复 驯 的 解 里 面 去 找 .但 是 怎样 去 找 
呢 ? 下 面 提供 一 个 原则 . 
命题 3 设 有 一 个 解 , 它 没有 重 倒 的 重复 弧 .并 且 在 原 涪 络 的 某 
个 圈 上 ,重复 弧 长 度 的 和 超 长 的 一 半 , 那 么 这 个 解 可 以 改善 ,好 
它 一 定 不 是 最 优 解 . 

证 “在 命题 指出 的 那个 圈 上 ,没有 重复 驱 的 弧 的 长 度 的 和 一 定 
小 于 圈 长 的 一 半 . 妖 然 这 样 ,我 们 就 可 以 在 这 个 钊 上 把 原来 的 重复 弧 
去 掉 ,给 原来 没有 重复 弧 的 红 添 上 一 条 重复 弧 . 这样 修改 后 得 到 的 仍 
大 一 个 解 , 并 且 没 有 重 倒 的 重复 疆 , 而 重复 弧 的 长 度 的 总 和 却 减 少 
了 .为 秆 么 仍 是 一 个 解 呢 ?这 只 和 需 说 明 , 这 种 修改 不 影响 顶点 的 奇偶 
性 .若菜 个 顶点 是 两 个 有 重复 弧 的 弧 的 交点 ,那么 去 掉 重 复 统 后 ,这 
个 顶点 的 又 数 减 2. 这 当然 不 会 改变 它 的 奇偶 性 . 若 另 一 顶点 是 一 个 
有 重复 弧 的 弧 与 一 个 没有 重复 绒 的 纹 的 交点 ,那么 修改 后 这 个 顶点 
的 叉 数 不 变 , 因 为 一 边 闫 去 1, 而 男 一 边 加 上 1. 证 毕 . 

例 看 图 9 一 19 的 解 (2) 中 的 圈 AlA;B3A4sB3CaBaB1A1. 这 
个 圈 的 总 长 度 是 
2+3+2+2+3+4+3+1= 20. 
重复 绝 的 长 度 的 和 是 3+3+4+1 = 11, 它 大于 总 长 度 的 一 半 . 按 命 
题 3 的 证 明 中 提供 的 办 法 修改 后 得 解 (3), 它 比 解 (2) 好 、 

例 看 图 9 - 19 的 解 (3) 中 的 圈 A;C3A4B,A3. 这 个 圈 的 总 长 
度 是 


2+3+2+3= 10. 
重复 产 的 长 度 的 和 是 
2+3+2= 7， 
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它 大 于 总 长 度 的 一 半 . 按 命 砷 3 的 证 明 中 提供 的 办 法 修改 后 得 解 
(4}. 

从 任意 一 个 解 出 发 , 按 命题 2 去 摔 重 又 弧 .再 反 复 利 用 命题 3 进 
行 收 改 . 由 于 没有 重 营 重复 弧 的 解 只 有 有 限 多 个 ,不 可 能 无 限 地 修改 
下 去 ,所 以 经 过 若干 次 修改 后 ,一定 能 得 出 一 个 解 , 它 既 没有 重 权 的 
弧 , 在 每 个 圈 上 的 重复 弧 长 又 都 不 超过 圈 长 的 一 半 . 图 9 一 19 的 解 
(4) 就 具有 这 个 性 质 . 这 样 的 解 能 不 能 断定 它 就 是 最 优 的 呢 ? 当然 ， 
利用 刚才 的 两 种 办 法 是 不 能 把 它 再 改善 了 . 可 是 我 们 不 知道 还 有 没 
有 出 的 办 法 可 以 改善 它 . 下 面 的 两 个 定理 指出 ,这 样 的 解 确 实 不 能 再 
改善 了 .或 者 说 ,这 样 的 解 就 是 最 优 解 . 

定理 7 ”如果 两 个 解 都 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(1) 没有 重 权 的 重复 弧 ; 

(2) 在 原 网 络 的 每 个 圈 上 ,重复 弧 的 长 度 和 不 超过 图 长 的 一 半 ， 
那么 ,这 两 个 解 中 的 重复 驱 的 长 度 的 总 和 相等 . 

证 ”为 方便 计 , 把 这 两 个 解 记 为 a 5, 原 网 络 记 为 G .我 们 要 证 
明 : 

解 的 重复 弧 的 总 长 = 解 5 的 重复 弧 的 总 长 . 

首先 ,我 们 把 解 a 和 解 # 里 所 有 的 弧 并 在 一 起 .这 时 所 有 原来 的 
练 都 成 了 重 蛋 的 重复 弧 , 把 它们 都 去 掉 . 其 结果 是 只 简 下 a,b 的 重 
复 弧 ,这 些 浙 构成 一 个 新 网 络 , 它 是 G 的 一 部 分 ,并 仍 是 一 个 偶 网 
络 . 

图 9 - 20 是 个 例子 .(1) 是 街道 图 , 即 原 网 络 G.(2) 和 (3) 是 合 
于 上 面条 件 的 解 a 和 解 b.(4) 是 新 网 络 ， 

其 次 ,在 新 网 络 中 去 掉 重 到 的 重复 弧 , 不 重合 的 重复 弧 组 成 一 
个 网 络 G ,如 图 (5) 所 示 . 解 a 和 解 加 的 重复 弧 的 总 长 度 的 差 , 就 等 
于 解 a 和 解 b 在 G 上 的 重复 弧 的 长 育 的 和 的 差 . 

从 @G- 中 任职 一 个 畴 ,那么 这 个 图 的 每 一 个 弧 都 是 解 a 或 解 5 的 
重复 弧 . 所 以 在 这 个 用 上 ,a 的 重复 弧 的 长 度 和 加 上 的 重复 弧 的 长 
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(9) 6 之 并 (5) 降 络 台 ' 
9-20 


度 和 等 于 圈 长 .但 a 的 重复 强 的 长 度 和 与 5 的 重复 弛 的 长 度 和 都 不 
超过 圈 长 的 一 半 , 因 此 在 这 个 圈 上 ,a 的 重复 弧 的 长 度 和 与 5 的 重复 
张 的 长 度 和 恰好 相等 . 

注意 ,G 是 没有 奇 硕 点 的 网 络 . 这 是 因为 , 任 取 一 个 顶点 4 , 解 
a 和 和 解 中 以 A 为 顶点 的 重复 台 的 条 数 或 者 癌 是 奇数 ,或 者 间 是 偶 
数 , 决 定 于 A 是 原 网 络 的 青 项 点 还 是 偶 顶 点 .所 以 ,并 起来 一 共 是 个 
数 条 .在 G 中 以 A 为 端点 的 纪 就 是 从 这 偶数 条 里 减 去 几 对 相互 重 和 又 
的 弧 ( 这 也 一 定 是 偶数 条 ), 所 以 以 4 为 端点 的 贩 是 偶数 条 . 这 说 明 
GG" 是 偶 网 络 . 

根据 定理 6,G 的 闫 可 以 排 成 车 于 个 圈 , 上 面 已 指出 ,G" 的 每 个 
鸭 上 a 的 重复 弧 的 长 度 和 与 5 的 重复 弧 的 长 度 和 相等 ,所 以 在 整个 
G 上 ,a 的 重复 弧 的 长 度 和 与 如 的 重复 必 的 长 度 和 也 恰好 相等 -由 此 
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可 见 ,a 的 重复 线 的 长 度 总 和 与 5 的 重复 疡 的 长 度 普 和 相等 .证 毕 .， 

定理 8 一 个 解 是 最 优 解 的 充 要 条 件 是 , 它 满足 定理 7 的 条 件 
《1) 和 (2). 

证 明 ”必要 性 .命题 2 和 命题 3 指出 ,最 优 解 必须 满足 条 件 (1) 
和 (2). 

充分 性 .我 们 米 证 明 满 足 条 件 (1) 和 (2) 的 解 必 是 最 优 解 . 

由 命题 2 的 推论 ,最 优 解 是 存在 的 . 辟 如 说 a 是 一 个 最 优 解 . 
据 已 证 的 必要 性 部 分 ,a 一 定 满足 (1) 和 (2). 今 设 b 是 满足 (1) 和 (2) 
的 舅 一 解 . 恨 据 定理 7,a 的 重复 源 的 长 度 总 和 与 b 的 重复 弧 的 长 度 
总 和 相等 ,所 以 b&b 一 定 也 是 最 优 解 .证 毕 . 

到 此 为 止 ,可 以 说 最 震 邮 递 路 线 的 问题 初步 解决 了 .我 们 证 明了 了 
最 优 解 的 存在 性 ,并 且 县 体 给 出 了 一 神 求 解 并 将 解 改 善 的 方法 ,证 明 
了 按 这 种 方法 修改 有 限 次 后 -- 定 能 够 得 到 最 优 解 . 归纳 起 来 ,寻找 最 
好 邮递 路 线 的 步 又 如 下 : 

1) 画 出 邮递 范围 的 街道 条 ; 

2) 找 出 街道 图 的 奇 项 点 : 

3) 潍 上 重复 弧 ,把 奇 项 点 对 对 相 联 ; 

4} 按 命题 2 去 掉 重 亚 的 重复 弧 ; 

5》 按 命题 3 反复 修改 ,直到 不 能 修改 ; 

6》 将 所 得 的 有 重复 弧 的 网 络 一 笔画 出 . 
这 种 方法 叫 作 奇 俏 点 作业 法 . 

为 什么 只 说 初步 解 呢 ?因为 这 种 找 法 述 不 够 理想 ,用 起 来 不 够 方 
便 . 原 因 是 步骤 5) 可 能 相当 长 ,或 者 说 定理 7 的 条 件 (2) 不 容易 栓 
和 验 . 梢 为 复杂 一 点 的 图 检查 起 来 就 很 困难 ,因为 其 中 的 团 可 以 多 到 几 
百 个 .从 这 个 角度 看 ,奇偶 点 图 上 作业 法 解决 最 短 邮 递 路 线 问 题 不 及 
一 笔画 定理 解决 一 笔画 问题 那样 好 
9.1.10 ”什么 是 拓扑 学 

一 笔画 问题 来 自 拓扑 学 .这 个 问题 与 我 们 以 往 磁 到 的 欧 氏 几 何 
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的 问题 有 明显 的 不 同 . 在 欧 氏 几何 中 我 们 要 考虑 长 度 和 角 首 等 度量 
性 质 .但 是 一 笔画 问题 与 长 度 和 角度 无 关 , 它 只 涉及 到 网 络 的 布局 . 
利用 一 笔画 问题 的 研究 ,我 们 解决 了 最 短 邮 递 路 线 问题 .在 邮递 路 线 
问题 中 ,我 们 考 岂 了 长 度 , 所 以 它 不 再 是 一 个 纯 拓 扑 的 问题 了 . 
那么 ,什么 是 拓扑 学 呢 ? 

为 了 说 明 拓 扑 学 是 研究 什么 的 , 先 回 顾 一 一 对 应 的 定义 . 设 A， 
如 是 两 个 点 集 . 称 瞻 射 f:A -> B 是 一 一 对 应 的 ,如 果 集 合 B 中 每 一 
个 点 恰好 是 集合 4 中 一 点 的 象 . 即 ,集合 A 中 两 个 不 间 的 点 映射 为 
集合 B 中 两 个 不 同 的 点 ;上 且 集 合 B 中 的 每 一 个 点 都 是 集合 4 中 某 一 
点 的 象 .对 于 一 个 一 一 对 应 的 瞎 射 f: A 一 8B 可 以 定义 北 映 射 1"1:B 
一 人 及 

定义 ” 称 蜡 射 /:A 一 昌 是 同 肽 映射 ,如 果 它 既是 一 -- 对 应 的 ， 
又 是 双方 连续 的 . 

直观 地 说 , 同 是 可 以 看 作 从 一 -个 集合 到 另 一 个 集合 的 这 样 的 映 
射 , 它 既 不 断 升 也 不 重 权 . 对 二 维 的 集合 我 们 可 以 把 它 想象 为 橡皮 膜 
作成 的 .可 以 用 任意 方式 压缩 个 和 拉 介 ,只 是 不 能 使 它 断 裂 , 也 不 能 
起 不同 的 点 “ 粘 合 ”成 一 点 .如 果 在 这 些 条 件 下 ,能 使 图 形 A 和 图 形 
B“ 重 合 ”, 则 它们 同 肥 . 

例 留 9-21 的 4 个 (1 维 图 形 是 同 胚 的 . 


D 过 


图 9 -21 


例 图 9 ~22 的 4 个 2 维 图 形 是 同上 胚 的 - 
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吕 人 [人 


图 9 一 22 


例 ”球面 ,立方 体 表面 ,圆柱 体 表面 都 是 同 胚 的 ,但 它们 不 同 有 
于 环 面 . 环 而 与 查 铃 的 表 商 同 胚 (图 9 - 23)、 
拓扑 学 作为 一 门 学科 形成 于 


19 世纪 末 ,主要 是 由 法 国 大 数学 家 
庞 加 菜 开创 的 .但 拓扑 学 的 起 源 可 
追 湖 到 欧 拉 和 和 歼 晕 . 庞 加 莱 曾 经 这 
样 来 确定 拓扑 学 的 内 容 : “拓扑 学 

是 一 门 科学 , 它 不 仅 使 我 们 认识 通 

常 空间 中 儿 和 何 图 形 的 定性 性 质 , 而 图 9 -23 

且 也 能 使 我 们 去 认识 高 于 3 维 室 间 

几何 图 形 的 定性 性 质 .在 3 维 空间 中 ,拓扑 学 几乎 是 直观 的 .反之 ,对 
于 高 于 3 维 的 空间 ,拓扑 学 就 显得 难以 琢磨 了 .” 

我 们 简单 地 比较 一 下 拓扑 学 中 的 风 及 概 念 与 欧 氏 几何 中 的 全 等 
概念 .在 网 氏 儿 何 中 ,讨论 等 距 喘 射 , 即 保持 两 点 间距 离 不 变 的 映射 ， 
并 把 它 叫 作 运动 . 每 个 购 形 运动 的 结果 是 作为 整体 不 改变 距 麻 而 变 
到 新 的 位 置 .两 个 图 形 是 全 等 的 , 指 的 是 经 过 运动 可 以 把 其 中 一 个 图 
形 重合 到 另 一 个 于 面 去 .在 欧 氏 几 何 中 认为 这 师 个 图 形 是 相同 的 , 没 
有 差别 的 .拓扑 学 中 的 同 胚 映射 是 更 广 的 一 类 映射 . 在 同 肽 的 疯 点 
下 ,两 个 相 起 同 凸 的 图 形 认为 是 相同 的 ,没有 差别 的 .图 形 作 何止 映 
射 下 不 变 的 性 质 叫 图 形 的 伍 且 性质 或 帮 扑 不 变量 . 拓 盾 学 就 是 研究 
图 形 的 拓扑 性 质 的 . 
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例如 ,在 一 个 曲面 上 挖 儿 个 洞 .在 同 且 变 换 下 , 酒 的 个 数 不 会 变 . 
这 就 是 一 个 拓扑 性 质 . 再 如 ,在 一 个 网 络 中 ,项 点 个 数 、. 统 数 以 及 由 弧 
疼 成 的 面 数 满足 一 个 固定 的 关系 ,在 拓扑 变换 下 也 是 不 变 的 . 

拓扑 学 是 数学 的 比较 年 青 而 义 极为 重要 的 一 个 分 支 . 著名 法 同 
数学 家 A. 殊 分 曾 经 说 过 ,为 争取 每 一 个 数学 家 的 心灵 ,拓扑 天 使 和 
抽象 代数 亚麻 都 要 角 斗 .这 就 是 说 ,第 一 ,拓扑 学 是 优雅 而 美丽 的 ;第 
二 ,整个 现代 数学 是 拓扑 学 和 代数 学 的 巧妙 的 编织 物 . 近 人 第 来 ,拓扑 
学 已 深入 到 物理 学 .化 学 .生物 学 以 及 心理 学 中 了 . 

下 面 肯 举 两 个 来 自 拓扑 学 的 例子 . 

9.1.11 欧 拉 公式 

关于 网 络 还 有 一 个 特别 有 用 的 公式 ,是 欧 拉 发 现 的 , 称 为 欧 拉 公 
式 .在 拓扑 学 中 它 提供 了 一 个 基本 的 不 变量 .这 个 公式 还 可 以 用 米 去 
证 明 五 色 定 理 . 它 表 达 了 了 关于 网 络 的 二 个 数 之 则 的 一 个 永 便 的 关 
系 式 ， 

设 V 表示 网 络 的 顶点 数 ,E 表 水 网络 的 弧 数 ,这 里 通常 把 它 称 
为 边 数 ,下 表示 面 数 ,也 就 是 由 边 围 成 的 区 域 的 个 数 , 如 图 8 ~- 24 所 
东欧 拉 得 到 了 公式 : 

欧 拉 公式 VV-E+F=1. 


2) I=6 £=9 4=4 b) 1=7 E=11 F=5 DIT6 ES FO 


图 9 一 24 
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读者 可 以 用 一 大 堆 网 络 去 检验 这 个 公式 ,你 会 发 更 它 总 是 对 
的 . 殉 拉 当时 关心 的 主要 是 多 面体 ,而 不 是 平面 上 的 网 络 .图 9 - 25 
中 给 出 了 多 面体 的 例子 .这 就 解释 了 为 什么 使 用 "顶点 “ 边 ” 和 "“ 面 " 
这 样 一 些 和 名 词 . 我们 训 知 的 五 种 正 多 面体 是 目 四 面体 ,立方 体 , 正 八 
面体 , 正 十 二 面体 和 正二 十 别 体 .它们 的 硕 点 、 棱 、 面 的 数 有 目 列 表 如 


多 面体 名 称 顶点 数 棱 数 1 面 数 
正四 曾 体 4 6 4 
。 阐 方 栖 8 2 6 
”正八 面 体 6 12 
20 30 2 
1 30 20 
图 9 -25 


对 任何 一 个 多 面体 , 欧 拉 公式 取 下 述 堪 式 : 
V-E+F=2. 
这 个 公式 与 上 面 所 公式 实质 上 是 相亲 的 .事实 上 ,你 从 多 面体 上 
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挖 掉 一 个 面 .然后 将 剩 下 的 图 形 捧 开 在 一 张 平面 上 ,那么 多 面体 的 原 
来 的 边 就 将 形成 一 个 连接 原来 的 顶点 的 网 络 . 反 过 来 .如果 有 一 个 网 
络 ,你 可 将 它 " 搓 ”成 缺 掉 一 面 的 多 面体 . 正 是 这 个 缺少 了 的 面 解释 
了 网 络 公 式 与 多 面体 公式 的 差别 . 欧 拉 公式 的 证 明 提供 了 一 种 在 图 
论 和 四 色 问 题 的 研究 中 都 很 有 用 的 研究 方法 - 

欧 拉 公式 的 证 明 ”我 们 从 某 一 网 络 出 发 ,如 丹 9 - 26 所 示 , 去 
证 明 公 式 VV- 巨 + 下 = 1. 从 该 网 络 中 去 掉 一 个 外 边 4B( 假 如 有 这 
样 一 条 和 外边). 这 时 玉 减 少 了 1, 下 也 碱 少 1, 而 V 则 保持 不 变 .内 此 ， 
经 过 这 样 的 步骤 后 ,V -E+ 下 保持 不 变 .同样 ,如 果 网 络 中 有 一 个 
“ 尾 " 厌 点 昌 , 将 这 个 点 连同 通 向 它 的 边 CB 同时 去 掉 , 则 入 减 少 1,E 
减少 1, 而 下 保持 不 变 . 在 这 种 情形 下 ,V -E+ 下 也 将 保持 不 变 .更 
在 假定 你 从 一 个 已 知 网 络 出 发 ,继续 不 断 地 去 掉 一 切 可 能 挪 去 的 外 
边 和 尾 点 ,最 后 你 将 得 到 一 张 只 有 一 个 项 点 的 网 络 .这 时 了 = 1,F 
= 0, 五 =0, 仍 然 满足 欧 拉 公式 .证 毕 . 

这 个 征明 可 以 例 过 来 实行 , 即 从 一 点 开始 ,去 构成 任 一 网 络 . 


图 9-26 图 9-27 


9.1.12 四 色 癌 题 
1852 年 10 月 的 一 天 ,英国 的 一 位 青年 数学 家 下 .古色 利 (Francis 
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Guthrie) 在 为 一 张 英国 地 图 着 色 时 发 现 ,似乎 只 要 四 种 颜色 就 够 了 . 
这 当然 要 满足 一 个 很 自然 的 要 求 , 即 任 意 两 个 共有 公共 边界 的 区 域 
着 色 不 同 .但 是 他 证 明 不 了 这 一 事实 .于 是 写 信 告诉 他 的 弟弟 弗 雷 德 
里 克 (Frederick) . 弗 雷 德里 克 转 而 请 教 他 的 数学 老师 ,杰出 的 英国 数 
学 家 德 :摩根 CAugustus de Morgan) . 

德 .摩根 很 容易 地 证 明了 三 种 颜色 是 不 够 揭 , 至 少 要 四 种 颜色 . 
负 9-27 就 说 明 三 种 颜色 是 不 够 的 , 德 : 摩 根木 能 解决 这 个 问题 ,又 
把 这 个 问题 转 给 了 其 他 数学 家 .其 中 包括 著名 数学 家 哈密 顿 
《WwWilliam Hamilton) .但 总 的 说 来 ,这 个 问题 在 当时 没有 引起 多 大 兴 
趣 .1878 年 6 月 13 日 ,英国 数学 家 山药 在 伦敦 数学 会 上 正式 提出 这 


个 癌 题 , 才 引 起 了 更 大 的 注意 ， 
°°} 


对 于 地 图 着 色 来 说 ,各 个 地 区 的 实际 形状 大 小 并 不 重要 ,重要 
的 仅仅 是 它们 的 相互 位 置 .例如 图 9 一 28 中 的 所 有 地 图 对 地 图 着 色 
来 说 都 是 等 价 的 .从 数学 上 看 ,问题 的 实质 在 于 地 图 的 拓扑 结构 ， 

一 百 多 年 来 许多 数学 家 对 四 色 问 题 进 行 了 大 量 的 研究 ,获得 了 
一 系列 成 果 . 1920 年 弗兰克 林 证 明了 ,对 于 不 超过 25 个 售 家 的 地 
图 , 阿 色 猜想 是 正确 的 , 1926 年 雷诺 兹 将 国家 的 数目 提高 到 27 个 . 
1936 年 弗兰克 林 将 国家 的 数目 提高 到 31 个 .1968 年 挪威 数学 家 奥 
雷 证 明了 ,不 超过 40 个 国家 的 地 图 可 以 用 四 种 颜色 着 色 . 美 国 依 利 
诺 斯 大 学 的 海 肯 和 阿 佩 尔 1972 年 开始 人 机 对 话 .1976 年 6 月 ,他们 
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完成 了 机 器 证 明 . 他 们 使 用 了 3 人 台 IJBM360 型 超 高 速 电子 计算 极 , 耗 
时 1260 小 时 ,终于 证 明了 凤 色 狂想 .这 是 一 个 非 内 的 惊人 之 举 ,人 们 
盛 沈 这 是 计算 机 革命 . 当 这 项 成 果 在 1977 年 发 表 时 ,当地 邮局 特地 
盖 了 纪念 邮戳“ 四 色 足 够 "(FOUGR COLORS SUFFICE). 
9.3.#3 争论 与 困惑 

四 色 定 理 虽 然 被 证 明了 了 , 仆 革 今 仍然 有 很 大 争论 .多数 数学 家 对 
这 个 长 长 的 证 明 十 分 不 满意 ,甚至 是 沁 丧 的 . 分 析 起 来 争论 主要 有 二 
全 方面 、 

其 一 是 ,证 明 的 可 靠 竹 . 数 堂 家 杜 芝 在 四 色 定 理 的 证 明 发 表 不 扩 
就 对 海 肯 说 … 你 的 证 明 在 5 个 月 内 一 定 会 发 现 有 错误 ”事实 黑 然 如 
此 ,错误 的 确 出 现 了 . 自 论文 发 表 后 , 阿 僻 尔 等 人 一 直 在 改正 错误 . 
1986 年 隔 健 尔 和 海 肯 在 “数学 信使 "杂志 土 写 了 一 篇 解释 性 文章 ,说 
明 这 些 错误 都 是 可 以 改正 的 ,不 是 根本 性 错误 .其 实 人 的 证 明 更 容 努 
出 错误 ;相对 说 来 ,还 是 机 器 更 少 犯 错误 .国际 数学 教育 委员 会 在 它 
的 第 一 号 研究 处 书 中 指出 :我 们 不 能 认为 计算 机 将 增加 错误 证 则 的 
数 曹 , 拾 恰 应 是 反 过 来 “一些 数 堂 家 认为 .四 旬 定 理 的 机 器 证 明 向 人 
们 懂 示 了 计算 机 的 强大 戚 力 , 它 将 成 为 数学 家 的 得 力 助 手 , 去 处 理 屠 

其 二 是 ,关于 对 数学 证 明 的 理解 .人 人 们 对 机 器 证 明 的 
于 这 种 证 明 缺 乏 润 察 力 ,失去 了 数学 的 美感 .中国 著 名 数学 家 
说 .机 器 证 明 “ 即 使 是 真 的 ,我 们 总 觉得 没有 和 件 么 数学 际 . "人 们 还 是 
希望 在 在 机 器 证 明 的 启发 下 寻找 更 ,更 简短 ,更 富有 说 报 力 的 应 
明 . 


其 三 是 ,哲学 方面 .在 什么 程度 上 我 们 可 以 说 …… 个 依赖 于 大 量 
的 , 非 人 力 所 能 深 制 的 计算 机 的 证 明 真 算 一 个 证 明 呢 ? 哲学 家 ,斯 察 
芬 - 泰 缪 子 害 写 道 :“ 如 果 我 们 接收 四 色 定 理 作为 -~… 个 定理 ,那么 我 们 
就 承认 改变 了 ' 定 理 ' 的 意义 ,说 得 更 本 质 些 ,改变 在 ‘证 明 " 概 念 下 的 
仗义 .” 
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数学 家 真正 喜欢 的 是 一 个 镜 明 性 的 证 明 . 这 是 口味 问题 而 不 是 
逻辑 或 哲学 问题 . 戴 维 斯 和 希 尔 十 评论 道 , 当 证 明 宣 布 时 ,许多 数学 
家 一 定 是 心中 一 亮 : 

“我 的 第 一 个 反应 是 , “好 极 了 ! 他 们 是 如 何 证 明 的 呢 ? 我 期 待 
闭 某 些 光 辉 的 新 洞 见 ,一 个 证 明 的 核心 思想 中 所 包含 的 美 会 改变 我 
的 生 医 .但 是 , 当 我 接 到 下 面 的 答案 时 ,我 感到 浊 玫 :… 他 们 把 它 分 成 
几 和 于 种 情况 ,然后 在 计算 机 上 逐个 检查 .我 的 理由 是 ,他们 只 是 为 
了 去 证 明 , 这 毕竟 不 是 一 个 好 问题 '."” 

戴 维 斯 和 希 尔 士 还 评论 道 :“ 对 哲学 家 来 说 , 依 环 于 机 器 的 可 靠 
性 的 证 明和 和 只 依赖 人 的 推理 的 证 明 是 完全 不 辣 的 .对 数学 家 来 说 , 推 
理 中 的 错误 是 司空 见 异 的 事 ,他 们 欢迎 计算 机 ,计算 机 是 比 他 们 自己 
更 可 靠 的 计算 者 .” 

或 许 我 们 可 以 把 最 后 的 话 留 给 海 肯 ,他 在 接见 记者 时 说 :“ 任 何 
人 ,任何 地 方 都 可 沿 着 这 条 路 线 做 ,可 以 补充 | 细节 ,并 检查 它们 .-- 
个 计算 机 在 几 小 时 内 可 做 的 细节 运算 比 一 个 人 存 一 生 中 希望 做 的 还 
要 多 ,这 一 事实 并 没有 改变 数学 证 明 的 基本 概念 .改变 的 不 是 数 掌理 
论 ,而 是 数学 实践 .” 


习 题 


1. 可 以 为 图 示 的 网 络 找到 -~ 条 最 短 邮 递 路 线 吗 ? 

2. 能 在 贸 示 的 房间 中 找到 一 条 恰恰 通过 每 户 门 一 次 的 路 线 吗 ? 

3 能 给 示 的 网 络 找到 一 条 最 短 邮 递 路 线 玛 ? 

4. 证 明 : 

1) 在 每 次 乒乓 球 比 赛 中 , 打 过 奇数 盘 的 选手 共有 偶数 个 (0 算 
偶数 ); 

(2) 参 加 某 次 比赛 的 选手 共有 225 人 ,每 人 至 少 打 过 三 盘 . 证 明 
一 定 有 人 打 过 不 止 3 盘 . 
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5. 证 明 对 于 任何 一 个 网 络 和 它 的 一 个 顶点 , 必 能 从 这 点 出 发 走 
进 整 个 网 络 , 最 后 回 到 原 处 ,并 且 每 条 弧 走 过 刚好 两 遍 . 


CE | 
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代数 是 搞 清 楚 世 界 上 数 景 关系 的 智力 工具 . 


最 有 价值 的 科学 书籍 是 作者 在 书 中 明白 地 指出 了 他 所 不 明 自 的 : 


A.N.Whitehead 


东西 的 那些 书 . 遗 姓 地 ,这 还 很 少 为 人 们 所 认识 ;作者 由 于 掩盖 难点 ， 
大 多 害 了 他 的 读者 . 


徊 罗 瓦 


初等 数学 的 主体 是 代数 与 几何 .其 中 代数 方程 主要 是 围绕 一 元 
二 次 方程 展开 的 . 就 代数 方程 式 而 言 , 这 当然 是 很 不 够 的 ,对 代数 方 
程 的 基本 方法 和 结果 还 缺少 一 个 较为 全 面 的 理解 .这 一 讲 的 目的 就 
在 于 弥补 这 方面 的 不 足 . 我们 将 介绍 以 下 四 个 方面 的 内 容 . 

1)》 三 ,四 次 方程 .除了 介绍 三 ,四 次 方程 的 解法 外 ,还 指出 ,可 用 
根 式 求解 的 代数 方程 只 有 四 次 以 下 的 方程 .一 般 的 五 次 以 上 的 代数 


方程 不 可 上 


根 式 求解 . 


2) 代数 基本 定理 . 研究 代数 方程 的 根 的 存在 问题 ,指出 ”次 代 


数 方程 有 > 


个 根 ,这 是 一 个 非常 基本 的 问题 . 


3) 根 的 分 布 问题 . 根据 代数 方程 的 系数 来 判断 它 在 某 个 范围 的 


根 的 个 数 问 


题 .例如 , 它 有 和 多少 正 根 ,多 少 负 根 等 问题 . 


4) 实 根 的 近似 计算 .这 部 分 有 很 强 的 实用 价值 . 如 果 我 们 知道 
代数 方程 有 实 根 的 话 , 不 用 根 式 也 可 以 求 出 它 的 近似 解 . 
有 了 这 些 知 误 , 对 绕 数 方程 的 理解 就 比较 全 面 了 . 
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$ 10.1 三 次 方程 与 四 次 方程 


10.1.1 件 么 是 代数 

读者 从 中 学 已 经 熟悉 了 代数 的 特征 .代数 是 对 字母 .字母 的 表达 
式 进 行 运算 或 变换 的 学 问 . 在 初等 数学 中 字母 代表 数 ,在 近代 数学 中 
字母 可 以 代表 更 广 证 的 对 象 ,如 向 量 、 张 量 . 和 矩阵 .变换 等 .算术 区 别 
于 代数 的 主要 依据 是 ,算术 仅 对 具体 的 数 进行 运算 ,而 代数 对 字母 进 
行 运 算 . 

但 是 ,什么 是 代数 以 及 代数 的 基本 问题 , 随 着 历史 的 发 尾 而 有 
改变 .代数 的 发 展 大 致 分 为 三 个 时 期 .第 一 个 时 期 从 9 世纪 的 花 拉 子 
米 始 ,到 16 进 纪 止 -这 个 时 期 大 们 把 代数 看 成 为 对 字母 进行 运算 , 关 
于 字母 公式 的 实 换 以 及 关于 代数 方程 式 的 学 问 .这些 就 是 目前 中 学 
代数 的 内 容 .第 二 个 时 期 从 16 世纪 开始 到 19 世纪 ,这 时 意大利 数学 
家 解 出 了 于 次 方程 和 同 次 方程 .由 此 人 们 开始 研究 解 更 高 次 的 代数 
方程 . 代数 的 中 心 问 题 逐 渐变 为 代数 方程 式 的 理论 了 .19 世纪 谢 尔 
的 两 卷 本 的 代数 问世 ,在 这 部 书 中 代数 被 定义 为 方程 式 论 .这 在 当时 
是 个 创举 .在 这 部 书 中 第 一 次 讲述 了 代数 方程 式 论 的 顶 妖 一 一 贫 罗 
瓦 理论 .在 第 二 个 时 期 内 ,行列 式 与 矩阵 的 理论 ,二 次 型 与 变换 的 理 
论 ,特别 是 不 变量 的 理论 等 代数 工具 也 发 展 起 来 了 .在 这 个 时 期 内 群 
论 及 不 变量 的 理论 的 发 展 对 几何 学 的 发 展 起 了 重大 影响 ,第 三 个 时 
期 从 上 世纪 末 到 本 世纪 .这 时 在 力学 .物理 以 及 数学 本 身 越 来 越 频繁 
地 人 赋 究 到 一 些 对 象 , 对 这 些 对 象 也 要 考虑 训 法 减法 .有 时 要 考虑 乘 
法 和 除法 .但 这 些 运算 满足 的 运算 规律 不 同 于 有 理 数 .这 些 对 象 中 有 
矩阵、 张 量 , 旋 量 . 超 复数 等 . 这 样 人 们 就 不 得 不 考虑 某 种 更 一 般 的 集 
会 ,在 这 种 集合 中 有 某 种 运算 ,并 满足 一 定 的 运算 法 则 .这 就 是 说 ,我 
们 不 得 木 考虑 某 种 代数 系统 .这 样 一 来 ,代数 的 目的 是 研究 各 种 代数 
系统 .这 就 是 公理 化 的 ,或 抽象 的 代数 - 说 它 是 抽象 的 ,是 因为 所 考虑 
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的 代数 系统 是 用 字母 表示 的 .说 它 是 公理 化 的 ,是 因为 它 只 遵从 作为 
它 的 基础 的 那些 公理 . 有 趣 的 是 这 样 的 代数 系统 无 论 就 数学 本 身 而 
言 .或 就 它 的 应 用 而 言 都 共有 巨大 的 意义 .20 世纪 30 年 代 , 范 . 德 
瓦尔 登 的 名 著 《 代 数学 》 对 阐述 什么 是 代数 的 第 二 个 观点 起 了 所 大 
的 作用 . 

最 近 儿 十 年 来 计算 机 的 使 用 正在 改变 着 代数 的 面 犁 ,为 代数 学 
提供 了 许多 新 的 特殊 的 课题 . 
10.1.2 二 次 方程 


先 讲 一 点 认 史 ,看 占 人 是 如 何 解 二 次 方程 的 .20 世纪 的 竹 声 于 

作 发 现 , 早 在 公元 前 1700 年 ,居住 在 美 索 不 达 米 亚 的 人 们 已 经 有 了 了 
高 度 发 展 的 数学 文化 ,其 中 包括 60 进位 制 和 和 勾 股 定理 的 知识 .他 们 

知道 勾 股 定理 是 在 毕 达 哥 拉 斯 以 前 -一 下 生 . 他 们 已 经 六 了 解 二 次 方 
程 的 成 法 .巴比伦 人 将 二 次 方程 的 解法 化 为 一 种 正规 形式 ,其 止 岗 形 
式 是 , “已 知 两 数 的 和 与 积 求 此 两 数 ". 用 现代 的 代数 语言 来 叙述 就 
是 .给 定 两 个 数 关 和 a ,并 已 知 -ry = p,x+ y= 二 9, 求 ,xz,w. 巴 比 伦 
人 用 下 述 五 个 步 又 求 这 两 个 数 : 

1- 取 疡 的 - 半 # 

2. 将 此 数 平方 ; 

3. 从 中 再 减 去 gq; 
4. 对 所 得 结果 的 开平 方 ; 
5. 再 扣 户 的 一 半 得 出 所 求 两 数 中 的 一 数 ;从 p 中 减 去 这 个 数 得 
出 另 -- 数 ， 

例 设 rzy:=ada--2lr+y= p= 10, 类 vv. 

解 ”过 上 上 面 的 步 乏 有 : 

1)5; 2)25; 3)4; 4)2; 5)x = 7, y=3( 或 x = 3,y = 7). 

巴比伦 人 的 正规 形式 ,用 现代 语言 来 说 就 是 一 元 二 次 方程 .事实 
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pr = (r+tyr= rr +ry r+ qr -pr+g=0. 
二 是 二 次 方程 的 解 .根据 对 称 性 ,y 也 是 二 次 方程 的 解 . 

但 是 巴比伦 人 还 不 能 把 所 有 的 二 次 方程 都 化 为 正规 形式 ,因为 
在 堵 个 时 代 还 设 有 负数 的 概念 .负数 的 概念 只 是 在 几 个 世纪 以 前 才 
诞生 . 

巴比伦 人 的 正规 形式 的 五 个 步骤 用 近代 的 代数 语言 来 写 ,就 是 


[他 
这 可 以 化 为 我 们 更 熟悉 的 形式 
zy 一 LE 


他 们 是 如 何 推 出 这 一 公式 的 呢 ? 我 们 现在 无 从 知道 ,因为 那样 遥远 的 
年 代 的 遗存 物 是 太 少 了 . 
10-1.3 韦 达 公式 
知道 了 二 次 方程 的 两 个 根 ri ,zz 就 可 将 它 分 解 因 式 .我 们 有 
zz+apr+reda=(r-zr(r -ra)= 0. 
由 此 不 难得 出 著名 的 韦 达 公式 : 
TI I Pri ra = a. 
利 册 代 数 基 本 定理 我 们 可 以 得 到 更 一 般 的 公式 . 
代数 基本 定理 设 
f(r) = rt ar lt + a, 《1) 
是 一 个 给 定 的 ”次 多 项 式 , 它 的 系数 ct,az,…,av 是 实数 或 复数 , 那 
么 方程 


f(r)}=0 
至 少 有 一 个 实数 或 复数 根 . 
有 了 代数 基本 定理 ,我们 就 可 以 把 = 次 多 项 式 .F(z ) 分 解 成 一 次 
因 式 的 连 乘积 , 即 
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Fr) = Ce rr ra rx), (2) 
这 里 x 1 ,x2 ,Xs 实数 或 复数 . 
上 F 实 上 , 设 x 是 方程 的 一 个 恨 , 用 (x 一 1) 去除 f(x) ,由 于 除 
式 是 一 次 的 ,所 以 余数 就 是 一 个 常数 尺 , 即 我 们 有 恒等式 
fr) tr Nf(r)+ Rk. 
式 中 广 (7) 是 一 个 一 1 次 多 项 式 ,而 RR 是 常数 .把 x 代 大 工 式 ,就 
得 到 


fxr) = (rfi(r +R=R=0. 
因为 z ,是 f(z) 的-… 个 根 .这 就 是 说 ,(x zr1) 龙 上 整除 此 多 项 式 , 所 
以 
fr) = Cro rfi(r). 


可 


样 的 道理 ,我 们 有 

Hr) = Cr xr) f(r). 
nn 次 分 解 之 后 ,我 们 得 到 (2) 式 . 把 (2) 式 乘 开 , 并 比较 系数 就 得 到 ” 
次 方程 的 韦 达 公式 : 


Ql = 
Ca = Kit TR TI + 3 
oa = Co— 1) 


当 n = 2 时 ,就 是 我 们 熟知 的 二 次 方程 的 根 与 系数 的 关系 .对 三 次 方 
程 


3 2 
Tar + ar +t+as= D0. 


我 们 有 
a = rt r+ a), 
Ga = IT + Ror FA, (4) 
aa 一 一 .123 

这 就 是 三 次 方程 的 韦 达 公式 ,下 面 要 用 . 
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10.1.4 三 次 方程 

现在 我 们 讨论 三 次 方程 的 解法 .一 般 中 学 数学 中 不 包含 这 部 分 
内 容 .用 配方 法 解 二 次 方程 早 在 古代 巴比伦 就 已 经 知道 了 ,高 于 二 次 
的 方程 就 是 另 一 回 事 了 . 解 一 般 的 三 次 方程 要 困难 得 多 .这 使 得 许多 
十 代数 学 家 的 努力 都 归于 失败 .直到 16 世纪 初 的 意大利 的 文艺 复兴 
时 代 , 这 个 问题 才 被 意大利 数学 家 所 解决 . 

解 一 次 方程 的 步骤 分 为 二 步 :1) 将 一 般 方程 化 为 缺 项 的 二 次 方 
种 2) 解 缺 项 的 二 次 方程 ;3) 解 的 确定 . 

设 一 无 二 次 方程 为 


vt av taytas= 0. (5) 
1) 我 们 首先 证 明 , 它 可 以 化 为 缺 项 的 三 次 方程 
riprtgq= 0. (6) 


2 全 ,把 它 代入 (5) ,得 


= 


式 中 表示 全 的 一 次 项 和 零 次 项 各 项 .可 见 在 上 式 中 含 x? 的 项 相 
五 抵 销 了 .再 含 并 同类 项 ,就 得 到 (6). 其 中 


a 
了 了 crj Ql 
本 Te 97537 73 ta 


2) 现 住 我 们 来 解 方程 (6}. 解法 虽然 不 长 ,但 星相 当 上 与 妙 . 方法 
是 引进 两 个 本 郑 虽 x 各 代 表 -个 未 知 量 x. 具体 是 这 样 作 的 : 设 
2 = ww 代表 两 个 新 的 末 知 量 . 把 它 代入 方 积 (6) ,得 到 
(utaP+p(lrtvu)+y= 0. 
展开 第 -项 ,得 到 
ut Buvt Ba + ot ptutv +gq= 0. 
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合并 同类 项 ,得 到 

ut otaqt3uu tu) +t plut+w) = 0. 
进而 得 

(ut ot a) tBuwr pu +t v) = 0. (7) 
为 我 们 用 了 两 个 未 知 量 a 和 ww 代替 一 个 末 知 最 x, 所 以 还 可 以 再 吉 
-个 条 件 . 今 昌 求 


34v+p=0S ww =-* (8) 


3 
这 样 一 米 ,(7) 式 变 成 了 两 个 方程 : 


HW 血 : 
从 这 商 个 方程 不 难看 出 ,wu? 和 wi 是 二 次 方程 
zi + ge -好 =0 


的 两 个 根 , 解 这 个 一 次 方程 


由 此 ,得 出 


(9) 


(10) 
3) 解 的 确定 .因为 一 个 立方 根 在 复数 域 中 有 三 个 值 ,所 以 (9) 式 
给 予 x 三 个 值 和 >” 三 个 值 .互相 搭配 起 来 共有 9 个 值 ,而 三 次 方程 只 
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有 三 个 根 , 办 此 利用 (10) 式 求 .x 的 值 时 ,不 能 取 u,v 的 值 的 任意 组 
会 .必须 使 它们 满足 (8) 式 才 是 解 . 

设 x 是 的 二 个 值 中 的 代 “个 .如 本 世上 册 第 二 讲 复 数 一 节 所 
指 册 的 ,wx 的 男 外 两 个 值 可 用 1 的 立方 根 w 与 o2 和 ul 来 得 到 


; 
us = Ul, Ha = Wi, 
1 
本 二 = 二 -ii 


用 zw 表示 的 三 个 值 中 乘 w 满足 (8) 式 的 那个 值 , 即 kui = 一 三- 
的 另外 两 个 值 是 :oa = ooyes : ai. 我 们 来 看 看 ,分 别 与 xz， 
za 相对 应 的 = 是 那 两 个 .因为 wz = 工 ， 


所 以 sa 与 oa 对 应 .zs 与 v3 对应. 这样 一 来 , 方 科 (6) 的 一 全 要是 
2 二 
aa +t i 
1 /3 
= Fi). (11) 
a 
1 二 
= 


至 此 .我 们 完成 了 对 一 次 方程 的 求解 .公式 (11) 称 为 卡尔 达 庶 公式. 


例 解 二 次 方程 .6x+6=0. 
解 ”我们 用 卡尔 达 诺 公式 求解 .在 此 有 户 =- 6,g = 6. 代 入 
《9) ,得 


u=V-3+VI 8 -2 
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为 方便 计 ,把 wi 取 为 -2 的 立方 根 的 实数 值 , 即 令 xs， = 并 .和 这 个 
za 对 应 的 ei 是 


利用 公式 (11) ， 我 们 可 以 得 到 方程 的 三 个 根 : 
xz1 ~“- 报 -34， 


1 /ss 3 3 
2 4 一)， 


(4) 3( )， 
10.1-S ” 实 系 数 的 三 次 方程 
我 们 日 常 遇 到 的 三 次 方程 大 多 是 实 系数 的 ,现在 我 们 对 实 系数 
的 二 次 方程 作 一 些 详 细 的 讨论 .二 次 方程 的 根 的 性 质 是 通过 它 的 判 
虽 式 来 讨论 的 .我 们 来 引进 二 次 方程 的 判别 式 . 令 


,Up 
Ds= 等 + 好 
我 们 称 它 为 三 次 方程 (6) 的 判别 式 ， 它 决定 了 方程 的 根 的 性 质 , 分 - 
种 情况 进行 讨论 :DD > 0;2)D = 03 DD < 0. 这 时 


DD > 0 的 情况 .这 时 
-和 +vD, .VD 


都 是 实数 且 不 相等 . 在 这 种 情况 下 可 令 wi 等 十 一 挟 + 的 实数 值 
的 立方 根 .因为 iw 必须 等 于 全 4 


YD 的 实数 值 立 方 根 .由 此 ,x = xi + vi 是 实数 . 剩 下 的 两 个 根 是 
复数 : 
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1 .3 
2 一 (ul 士 e+i(w — v1), 


.V3 
2 = 去 (an + an -i - 0). 


这 是 一 对 共 范 复数 .这 就 证 明了 , 当 D > 0 是 ,方程 (6) 有 一 个 实 根 
和 两 个 互 为 共 生 的 复 根 . 


2)D = 0 的 情形 .这 时 w= oo 一 一生 ,所 以 


i 3 一 
Ar 
因此 ,方程 (6) 的 二 个 根 都 是 实 根 . 而 且 有 两 个 根 相等 . 
3)D < 0 的 情形 .这 时 立方 根 内 的 数 不 再 是 实数 而 是 复数 .从 而 
uv 也 是 复数 .我 们 指出 ,x 和 wv 一 定 是 共 饮 的 .根据 开 n 次 方 根 的 
规则 : | 闫 |= YTs1i ,我 们 有 


: m2 3 Tio? 3 
lul= 7 = 
”| 

wy 

/eee /ee__ Is 
NYZ2 4 ITNY 3777TN 3 

现在 容易 证 明 k 和 ww 共 因 了 : 
wo __ pr pba pu 去 


现在 我 们 来 给 出 方程 (6) 的 三 个 根 . 设 xi = a + 访 是 w 的 任意 一 个 
值 ,从 而 vw; = a - 六 .因此 ， 


zi = ut ol = 2a， 


x = 一 证 (a + i 0) =-a- by3, 


x = 一 二 (ut + v1) -i -v1) =- a+by3. 
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换 句 话说 ,所 得 的 三 个 根 都 是 实 根 .这 三 个 实 根 彼 此 互 异 . 

在 16 世纪 ,负数 开 方 被 认为 是 不 可 能 的 ,因为 当时 还 没有 复数 
的 概念 .所 以 刀 <0 的 情形 使 当时 的 数学 家 感到 困 感 .他们 不 知道 为 
什么 会 从 不 可 能 的 运算 中 得 到 实 根 . 他们 花 了 很 大 的 力气 企图 消去 
卡尔 达 诺 公式 中 的 虚数 性 ,但 都 归于 失败 .顺便 指出 .D < 0 的 情形 
还 与 三 等 分 任意 角 相 关 - 
10.1.6 卡尔 达 诺 公式 小 史 

卡尔 达 谱 公式 最 先 刊登 于 1545 年 卡尔 达 诺 出 版 的 英作 《大 
法 3(Ars magna) 里 .卡尔 达 诺 (Cardano Jerome, 1501 一 1576) 是 意 大 
利 米兰 的 数学 和 物理 教授 .他 的 这 种 方法 得 之 于 意大利 数学 家 卉 尔 
塔 利 严 (Tartaglia Niccolo,1500 一 1557). 这 里 有 一 段 有 趣 的 故事 . 原 
来 这 一 问题 最 初 是 用 意大利 数学 家 齐 波 - 费时 (Scipione dal Ferro 
1465 一 1526) 解决 的 .但 他 没有 发 表 他 的 解法 .按照 当时 的 风气 , 人 
们 常 把 所 得 到 的 发 现 保密 ,而 向 对 手提 出 挑战 ,要 他 们 解决 同样 的 问 
题 . 这 种 做 法 在 “不 发 表 就 发 性 ”的 今天 是 不 可 思议 的 . 费 罗 对 他 的 
方法 终生 保密 .直到 弥留 之 际 才 将 他 的 方法 传 给 了 他 的 学 生 安 东 尼 
奥 . 崔 器 尔 CAntonio Maria Fior). 费 罗 去 世 后 , 菲 奥 尔 向 当时 意大利 
最 大 的 数学 家 之 一 的 塔 尔 塔 利 亚 提 出 挑战 ,要 他 解 出 30 个 二 次 方 
程 . 塔 尔 塔 利 亚 起 而 应 战 , 并 且 用 8 天 时 间 结 束 了 这 场 竞赛 , 解 汕 了 
对 手提 出 的 所 有 30 个 方程 ,得 到 了 解 缺 项 二 次 方程 的 一 般 方法 . 

当 卡 尔 达 诺 效 悉 这 一 发 明 后 ,就 央求 塔 尔 塔 利 亚 将 密 诀 告诉 他 . 
并 发 誓 对 此 保守 秘密 .在 卡尔 达 诺 的 居 求 下 , 塔 尔 塔 利 亚 把 他 的 方法 
写成 一 首 星 涩 的 诗 告诉 广 卡尔 达 诺 .但 是 卡尔 达 诺 缘 人 大 了 他 的 诺 ,7. 
而 将 方法 发 表 了 . 
10.1.7 三 次 方程 解法 总 结 

三 次 方程 的 成 功 解 出 为 四 次 方程 的 解 昌 开辟 了 成 切 之 路 . 所 以 
值得 将 三 钦 方程 的 解法 再 作 一 小 结 : 
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1) 将 完全 二 次 方程 化 为 缺 项 三 次 方程 ; 

2) 引进 一 对 辅助 变量 ,vw 太一 个 辅助 的 一 次 方程 

3) 解 二 次 方程 得 到 w3 ,zi 由 此 得 到 缺 项 三 次 方程 的 解 ; 

4) 解 的 确定 . 

值得 注意 的 是 ,要 解 一 个 三 次 方程 ,必须 先 解 一 个 二 次 方程 . 这 
个 方法 启发 了 意大利 数学 家 费 拉 电 {Lodovico Ferrali 1522 ~ 1565)， 
他 很 快 就 给 出 了- 般 四 次 方程 的 解法 ,并 发 表 在 卡尔 达 浇 的 “大 法 ” 
中 . 
10.1.8 四 次 方程 

四 次 方程 的 解法 比 起 三 次 方程 可 复杂 多 了 ,但 基本 上 思想 类 似 于 
三 次 方程 .其 主要 步骤 如 下 . 

1) 将 完全 的 四 次 方程 化 为 献 项 的 四 次 方程 . 

2) 引进 一 个 铺 助 变量 uw,w, 得 到 u,t,w 的 二 组 关系 式 ,并 
引出 一 个 辅助 的 二 次 方程 . 

3) 解 三 次 方程 得 到 x ,vw, xe 

4) 解 的 确定 .w ,+ ,zw 的 值 不 能 任意 搭配 , 需 祷 中 有 关 关 系 式 . 
由 此 得 到 缺 项 四 次 方程 的 解 . 

总 之 ,将 缺 项 的 四 次 方程 化 为 三 次 方程 . 解 出 三 次 方程 后 ,再 求 
出 四 次 方 各 程 的 根 .整个 过 程 是 : 

解 四 次 方程 化 为 解 三 次 方程 , 解 三 次 方程 化 为 第 二 次 方程 . 

现在 我 们 来 研究 目次 方程 的 解法 . 设 一 元 四 钦 方 程 为 


rectasx2t+tasr+ad 一 0- (13) 
首先 把 它 化 为 不 含 x* 项 的 三 次 方程 : 
T+ gr trrts- 0. (14) 


事实 上 , 令 = x - 旦 .代入 (13) 式 得 


| ba 


a 
上 
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a 
x dr ta +t 0 


武 中 %…-" 表 示 工 的 知 低 填 的 项 .由 此 吕 多 ,会 .r? 的 项 互相 抵消 .这 样 
一 来 ,问题 化 为 解 缺 项 的 四 次 方程 (14) 了 . 

解 缺 项 的 四 次 方程 比 缺 项 的 三 次 方程 要 复杂 , 需 区 引进 的 辅助 
变 昌 不 是 两 个 而 是 三 个 . 设 它们 是 4,w,w. 另 外 ,引进 的 辅助 方程 也 
不 再 是 二 次 方程 ,而 是 三 次 方程 了 .下 耐 我们 就 来 沙 解 方 释 (14) . 


令 了 =2fu+i 于 是 有 
2 


+ w+ 2 uot va + tet), 
2 


= 十 了 


= + w+ vw) 
+ 4 + vt (uy + we + wm) 
+ 4Cuw + vr + wn )?, 
把 所 有 这 些 结果 代 人 (14) ,得 
Ka2 + os) td tt ot (uv + re + eu) 
+ duv t+ vet wu) + gu + vi + vw) 
+2q9uvt vo wun) tr tvut+rw)+s = 0. 
注意 到 
RD + we 十 Ye) 
=4[ (uw + vow + cau) + Dawa( ut wt ta) , 
从 而 得 到 
人 aa vt tou) 20a2+ 2) + gq] 
t qu +t ol tw) + (Buvw +t r)(u+ot vw) 
+4(a2o +t vm 1 wu)+s = 0. (15) 
u,v wu 是 二 个 变数 ,而 这 里 只 有 个 方程 ,要 通过 ,wv ,re 米 确 定 x 
还 必须 增加 两 个 条 件 . 为 此 设 
2 tw = 一 过 (16) 


和 
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8uvw + r= Our =- 言 (17) 
这 时 (15) 变 为 
Ct ot + glu + v2 + m2) 
+ 4(0u2a2 + vm + wn)+s = 0. 


再 把 (16) 代 人 ,可 得 


4 2 
从 而 
aa et aaa 一 旦 计生 (18》 
由 (17) 得 
We 一 在. C19) 


将 t16), (18).(19) 结合 起 来 ,利用 三 次 方程 的 书 达 公式 可 知 ,x?。 
,sx 是 下 面 的 三 次 方程 的 根 : 


2 2 
3 
守信 1 人 0 (20) 
上告 这 个 三 次 方程 的 根 是 = =z;: 则 
HEV v7+te, Ww =+ ve. 


这 时 -x+*+w 有 $ 种 可 能 的 结合 ,但 出 于 有 条 件 (17) 的 限制 ， 
上 只 有 4 种 结合 ,这 就 是 四 次 方程 的 四 个 根 . 

我 们 看 到 本 , 解 四 次 方程 要 预先 解 一 个 形 如 {20) 的 :次 方程 . 

一 个 重要 的 事实 是 ,一 次 方程 ,二 次 方程 , = 次 方 种 和 四 次 方程 
的 根 都 是 通过 系数 的 四 则 运算 , 王 方 与 开 方 等 运算 来 表 雯 的 .这 就 诱 
使 人 们 借助 阿 样 的 运算 去 寻求 五 次 以 上 方程 的 求 根 公式 .但 是 这 一 
努力 失败 了 . 

还 有 一 点 值得 指出 .我 国 对 向 次 方程 的 研究 也 开始 得 很 早 . 早 在 
唐 朝 王 孝 通 著 的 4 辑 古 算 经 》 就 记载 有 缺 项 的 三 次 方程 ,并 说 明 *“ 以 
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立方 除 之 ". 到 了 13 世纪 的 金 元 时 期 , 李 冶 (1192 一 1279), 秦 九 家 
(1247) ,杨辉 {1261 一 1275), 朱 世 杰 (1303) 等 ,部 曾 对 高 次 方程 提出 
解法 . 当时 用 算 筹 可 以 解 出 十 次 方程 . 但 在 我 国 古代 数学 偏重 于 应 
用 ,只 讨论 正 根 不 讨论 负 根 ,自然 更 没有 复 根 ,不 过 在 13 世纪 我 们 已 
经 能 求 出 高 到 十 次 方程 的 正 根 ,这 仍然 值得 我 们 自豪 . 

10.1. 9 五 次 以 上 的 代数 方程 

五 次 以 上 的 代数 方程 如 何 解 ?是 不 是 和 二 次 ,三 次 ,四 次 方程 
样 ? 它 们 的 根 是 否 可 以 用 系数 的 四 则 运算 , 乘 方 与 开 方 等 运算 表示 出 
来 .只 不 过 是 技巧 更 高 超 ,表达 式 更 复杂 呢 ? 产 生 这 种 想法 是 很 白 然 
的 .代数 发 展 史 本 身 就 是 一 个 很 好 的 说 明 . 

在 意大利 数学 家 成 功 地 解 出 了 三 次 方程 和 四 次 方程 后 , 极 大 地 
鼓舞 了 当时 的 数学 家 ,他 们 立刻 开始 研究 高 次 方程 的 解法 .试图 用 根 
式 解 出 五 次 .六 次 乃至 更 高 次 的 方程 .这 种 努力 持续 了 两 个 半 世 纪 之 
入 ,而 没有 获得 成 功 . 自然 界 的 一 个 普遍 法 则 是 量变 引起 质变 . 方程 
的 次 数 高 到 一 定 程 度 ( 这 里 是 五 ) ,原来 的 方法 就 失效 了 . 当时 的 数学 
家 做 梦 也 没有 想到 他 们 的 努力 是 徒劳 的 . 直到 18 其 纪 的 后 半 叶 人 人 
才 意 误 到 这 一 结局 ,法国 数 学 家 拉 格 朗 日 在 1770 年 一 1771 年 发 表 
的 长 文 “关于 代数 方程 解法 的 思考 ”中 指出 ,用 代数 运算 解 - 般 的 高 
次 方程 (2 > 4) 看 来 是 不 可 能 的 .这 里 的 代数 运算 指 的 是 加 , 减 . 乘 、 
除 . 乘 方 (指数 旦 整数 ) 与 升 方 这 六 种 运算 .他 说 ,或 者 这 个 问题 超出 
了 人 类 的 智力 范围 ,或 者 是 根 的 表达 方式 一 定 不 同 于 当时 所 知道 的 
一 切 .后 面 这 一 猜测 道 出 了 问题 的 关键 所 在 . 

拉 格 朗 日 的 方法 尽管 很 少 成 功 ,但 他 确实 给 出 了 油 察 ”< 5 时 
成 功 ,n > 4 时 失败 的 道理 .这 种 洞察 力 为 阿 贝尔 和 伽 罗 殉 所 利用 . 

受 拉 格 朗 日 的 影响 , 重 非 尼 (Paclo Ruffini,1765 一 1822) 在 1799 
到 1813 年 之 间作 过 好 凡 种 尝试 ,要 证 明 四 次 以 于 的 方程 不 能 用 代数 
方法 解 出 ,但 好 的 努力 不 甚 成 功 . 

1824 年 ,当天 才 的 挪威 青年 数学 家 阿 贝尔 (Abel,1802 一 1829) 


机 
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的 著作 出 版 时 引起 了 所 有 数学 家 的 惊奇 .如 果 方 程 的 次 数 n 汪 5, 并 
且 将 方程 式 的 系数 看 成 字母 ,那么 尾 何 一 个 由 这 些 字母 组 成 的 根 式 
都 不 可 能 是 方程 的 根 .原来 一 切 国家 的 最 伟大 的 数学 家 二 个 世纪 以 
来 用 根 式 去 解 五 次 以 上 的 方程 所 以 不 能 成 功 ,是 因为 这 个 问题 根本 
没有 解 . 

1858 年 埃 名 米 特 (Charles fiermite,1822 一 1902) 用 椭圆 泊 数 给 
出 了 一 般 五 次 方程 的 解 .后 来 他 又 成 功 地 借助 窗 克 斯 函数 将 -- 般 ? 
次 方程 的 根 用 它 的 系数 表示 出 来 . 

阿 贝尔 的 土 作 之 后 ,情况 是 这 样 的 :显然 高 于 四 次 的 一 般 方 程 不 
能 用 很 式 求解 ,但 仍 有 很 多 特殊 的 方程 .如 我 们 普 经 讨论 过 的 一 项 方 
程 x* = ea 和 阿 由 东方 程 都 仍 可 用 根 式 求解 . 现 在 的 问题 旦 确定 哪些 
方程 本 才 根 式 求解 .刚刚 出 阿 贝尔 开始 的 这 个 任务 出 夫 才 的 法 国 数 
学 家 伽 罗 所 (Evariste Galois,1811 一 1832) 担当 起 来 了 . 他 找 出 了 方 
程 能 放 根 式 解 出 的 充分 和 必要 条 件 . 

德 罗 瑟 是 数学 中 了 罕见 的 天 才 之 一 ,他 20 岁 就 因 决 斗 而 身亡 . 
他 15 岁 进入 巴黎 的 一 所 有 名 的 公 阅 学校, 并 和 开始 研究 数学 .他 仔细 
研究 了 拉 格 郎 日 ,高 斯 , 柯 此 各 阿 贝尔 的 著作 ,在 学 校 的 第 -- 年 他 发 
表 了 内 篇 文章 .1829 年 ,他 把 解 方程 的 两 篇 文章 基 送 科学 院 . 文章 转 
给 了 柯 西 ,可 异 柯 西 把 它们 遗失 了 .1830 年 他 交 给 科学 院 六 一 篇 任 
细 写 成 的 关于 他 的 研究 的 文章 .这 篇 文章 送 到 了 傅 里 叶 那 里 ,不 入 博 
里 时 就 去 亿 了 ,这 篇 文章 也 被 遗失 了 .在 泊 松 提议 下 .1I831 后 伽 岁 瓦 
就 他 的 研究 写 了 一 篇 新 文章 "关于 用 根 式 解 方程 的 可 解 性 条 件 ", 遗 
憾 的 是 , 泊 松 看 不 懂 , 以 难以 理解 为 由 , 勾 将 稿子 退回 ,并 劝告 再 气 详 
细 些 .在 伽 岁 瓦 决斗 的 前 夜 ,关于 他 的 研究 ,他 匆忙 地 写 了 一 份 说 明 ， 
托 给 了 他 的 朋友 A, 车 若 四 和 尔 (人 August Cheralier) . 这 个 说 明 保 存 了 下 
来 .1846 年 , 刘 维 尔 在 "数学 杂志 ”上 上 发表 了 伽 罗 殉 的 部 分 文章 ,并 包 
插 对 1831 年 文章 的 一 个 修订 .1870 年 ,法 国 数学 家 若 尔 当 发 表 了 关 
于 伽 罗 死 理论 的 头 一 个 全 面 而 清楚 的 介绍 .这 使 得 伽 罗 融 的 发 现 完 
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全 为 人 们 所 理解 ,并 日 确 立 了 他 在 数学 史上 的 地 位 . 俩 罗 针 的 名 字 水 
存 于 “ 伯 罗 瓦 域 "" 伽 罗 拟 群 "“ 佑 罗 瓦 理论” 中 ,它们 都 是 近世 代数 
所 研究 的 最 重要 的 课题 ,他 的 工作 梅 成 了 19 从 纪 数 学 的 二 杰出 的 成 
就 之 一 . 


习 题 
解 下 列 方程 : 


1. z+2r- 1~0, 2. zx3 +3 4=0, 
3. TSr+Sr l= 0, 4. r+3r -5r -3=0. 


$10.2 代数 基本 定理 


10.2.1 引言 

革 节 我 们 短 察 了 代数 方程 的 求解 问题 ,并 给 出 了 三 次 方 稳 和 由 
次 方程 的 解法 .我 们 还 介绍 了 数学 家 企图 用 根 式 求解 ”次 方 稳 的 诊 
斗 史 . 既 过 二 个 楷 纪 的 霓 力 终于 发 现 , 当 > > 4 寺 那 是 不可 能 的 . 问 
题 的 偏 是 很 困难 、 很 深刻 的 . 这 个 问题 的 侠 究 绰 兴 非常 重要 的 新 轧 
想 ,这 些 思 想 不 仅 对 代数 章 且 对 整个 数学 都 具有 划时代 的 意义 

到 于 谈 到 方 祥 的 实际 解法 .需要 指出 的 是 ,用 根 号 解 方程 的 方法 
对 一 团 方程 来 说 是 远 远 不 够 的 ,除了 二 次 方程 以 外 ,此 使 能 出 根 史 解 
了 世 由 于 方法 的 复 柴 性 而 具有 较 少 的 实用 价值 .因此 ,数学 家 对 代数 方 
程 理论 的 研究 早 就 着 手 在 以 下 三 个 方 而 进行 工作 : 

1) 关于 根 的 存在 问题 ; 

2) 不 解 出 方程 而 根据 系数 来 判断 方程 的 根 的 性 质 ; 

3) 关于 方程 的 根 的 近似 计算 问题 . 

我 们 首先 要 证 明 的 是 ,代数 基本 定理 :每 一 个 实 系 数 或 复 系 数 扔 
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n 次 代数 方程 至 少 有 -- 个 实 根 或 复 根 - 

非 代数 的 方程 就 不 一 定 有 恨 . 

例 方程 民 一 0 既 没 有 实 根 也 没有 复 根 . 其 中 a 是 任 一 实数 或 
复数 . 

这 个 定理 荐 整个 数学 中 最 重要 的 定理 之 一 , 它 在 代数 学 中 起 着 
基石 的 作用 ,所 以 称 它 为 代数 基本 定理 .代数 基本 定理 的 证 明 是 困难 
的 ,经 过 儿 代 数学 家 的 努力 才 得 到 它 的 严格 证 明 . 不 无 惊奇 的 是 ,就 
其 本 质 而 言 , 证 明 方法 不 是 代数 的 而 是 分 析 的 .代数 基本 定理 的 任何 

个 证 明 都 用 到 了 相当 深刻 的 分 析 结 提 . 因 而 它 的 任何 严格 证 明 只 
能 出 现在 分 析 的 严密 化 之 后 . 这 之 前 的 任何 征明 都 必然 有 这 样 或 那 
样 的 缺陷 .代数 基本 和 完 理 的 第 一 个 证 明 是 达 庆 只 水 给 出 的 .他 用 到 数 
学 分 析 的 一 个 命题 :定义 在 有 限 闭 区 交 上 的 连续 盟 数 一 定 在 某 - -点 
取得 最 小 值 . 这 个 命题 的 严格 证 明 是 在 18 世纪 的 后 半 叶 才 得 到 的 ， 
即 在 达 郎 贝尔 的 研究 一 百年 后 才 得 到 的 . 

1799 年 高 斯 对 代数 基本 定理 给 出 了 他 的 第 一 个 证 明 . 他 的 证 明 
依赖 于 对 复数 的 承认 ,从 而 对 级 园 复 数 的 地 位 作出 了 贡献 .在 高 斯 以 
及 高 斯 以 前 那些 和 后代 ,尽管 复数 获得 了 许多 卓有成效 的 应 用 .人 们 依 
然 对 它 怀 有 疑 惧 ,在 当时 数学 家 的 眼中 复数 仍然 不 是 数学 大 家 庭 中 
的 合法 成 员 , 高 斯 的 证 明 也 不 是 完全 严格 的 . 除 此 之 外 , 尚 斯 还 给 出 
了 这 个 定理 的 二 个 别 的 证 明 . 这 里 我 们 给 出 这 个 定理 的 一 个 较 初 等 
的 证 明 . 

10.2.2 代数 基本 定理 的 证 明 

瞧 虑 复数 序列 


EO 
定义 称 个 复数 序列 jx,| 是 有 界 的 , 如 果 存 在 一 个 正 数 
M > 0, 使 得 | xz | < M 对 一 切 n 成 立 . 
定义 称 复数 序列 ijz,| 以 a 为 极限 , 若 Ye>0,3N>0, 当 
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n>N 时 ， 
|z,~al<e. 
记 为 
limz, = a. 
易 见 ， 
[Rez, -Rea ||z, -al, |Imz, -mel |z, el 
和 
|z, -al |Rez,— Realt+ iImz,- Imal|. 


将 这 两 个 式 子 结合 起 来 ,立刻 可 看 出 ,复数 序列 的 收 伍 问题 可 化 为 实 
数 序列 的 收效 问题 。 

引 理 1{ 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) ”一 个 有 界 的 复数 序列 有 收 
全 的 子 序 列 . 

我 们 只 需 证 明 ,一 个 有 界 的 实数 序列 有 收 伊 的 子 序列 就 行 了 . 半 
于 实数 序列 的 定理 ,其 严格 证 明 放 在 微 积分 部 分 . 

考虑 > 次 多 项 式 


Ps = ae ae 


Dt, + a (1) 
现在 我 们 来 着 斑 证明 代数 基本 定理 . 证 明 分 为 师 步 : 

1) 在 复 平 面 上 存在 一 点 zo, 使 得 对 复 平 面 上 的 任何 > 部 有 
I=0)1 所 :Asz)|1, 即 多 项 式 的 模 在 复 平 面 的 某 一 点 处 取得 坊 小 
值 ; 

2) 若 xs 使 得 | (=o)| 取得 最 小 值 . 则 f(z6) = 0. 

多 项 式 模 的 最 小 值 定理 

我 们 先 证 绷 第 - -部 分 .为 此 党 要 下 而 的 引 理 . 

引 理 2 设 多 项 式 f(<) 的 次 数 nn 宇 1. 那 么 对 任意 给 定 的 让 数 
M ,都 存在 一 个 实数 RR > 0, 使 得 对 一 切 | zi > 只 ,都 有 

[f(z)| MM. 
证 ”我 们 用 归纳 法 证 明 这 一 引 理 . 对 多 项 式 的 次 数 wx 作 归 纳 
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法 . 
首先 , 设 4n= 1.f(z)=a+bz,6 闫 0. 那么 
f(z)i = at br||bs| lal =.6||z| lal. 
对 于 给 定 的 M, 取 R= (MrlaiD)zl5 ,于 是 当 |z| > 民有 时 ， 
| As) | 之 


其 次 ,假定 引 理 对 大- 1 次 多 项 式 上 成 立 . 设 f(z) 的 次 数 是 点 , 则 
fz) = 4a+ zfi(z),f1(z) 是 上 -1 次 多 项 式 . 对 于 给 定 的 M , 取 
(在 R > 1 的 范围 内 取 值 ), 使 得 当时 |zi > RR 时 ， 

[f(z)| > M+la 
于 是 当 |x| > 只 时 ， 
[f(z)| = at zfizlE lz | |/(z)| -lal |fi(z)| -la 
M+lal ‘lal = M. 
证 毕 ， 

现在 我 们 可 以 证 册 多 项 式 异 的 最 小 值 定理 了 . 

定理 1 ”存在 复数 zo, 使 |7(x0o)| 最 小. 

证 设 |7(0)| = gg, 并 任 取 G > ge 根据 引 理 2, 存 在 一 个 正 数 
民 ,， 当 |z| > R 时 ,|1f(z}， > GG, 这样 一 来 ,|/(x) 不 会 在 
1z| 穴 R 外 取得 最 小 值 .我 们 可 将 注意 力 集中 于 |z| 入 R 内 . 

如 果 g = 0, 则 显然 | f(x)| 在 点 = =0 糙 达到 最 小 值 ,点 0 就 是 
我 们 所 找 的 zo ,定理 自然 得 让 .因而 我 们 考虑 g > 0 的 情况 

如 果 5 > 0, 并 卫 对 一 切 = 都 有 |f(z)i 宇 g, 那 么 ./{z)| 也 在 
0 点 处 有 最 小 值 , 0 就 是 我 们 所 找 的 :0 ,定理 自 然 成 立 . 

在 … 般 情况 下 .gs > 0, 卫 g 不 是 最 小 值 ,我 们 要 找 - -点 *o, 使 
1f(=)| 最 小 
用 什么 方法 去 找 这 一 点 呢 ? 用 引 理 1. 这 就 是 说 ,我 的 方法 是 分 
析 的 而 不 是 代数 的 .上 基体 方法 如 下 . 

既然 g 不 是 |f(x)| 的 最 小 值 , | f(z)| 的 最 小 值 就 一 定 落 在 区 
间 [0,g] 内 ,把 [0,g] 分 成 x 等 分 ; 


&10.2 代 歼 基本 定理 ，3S1 ， 


DE AE, IB gln 2.3.4)， 


， a 
这 是 一 个 递增 的 序列 .出 于 对 一 切 = 都 有 |A(z) ;六 0, 而 又 他 在 = 使 
得 1 f(z)| < gg, 所 以 在 上 面 的 序列 中 - 定 有 一 个 最 大 的 此, 使 得 对 
~- 切 的 s 孝 有 if(2z) | 庆 芭 ,而 存在 z, 使 11s) < 二 .记忆 ,= 


由 于 izxzi > 尺 时 ,1 f(z)! > G > g, 所 以 对 一 切 的 mn 部 有 
iz | 所 及. 这 就 是 说 ,iz,1 构成 有 界 的 点 列 . 根据 让 理 1, 从 中 可 以 
选 出 -个 收 化 的 于 序列 1 2, 1, 它 收 化 到 点 zo: 


limz,, = zo. 


我 们 来 证 明 , 在 xo 处 1 A(z)| 有 最 小 值 .事实 工 . 设 > 是 任意 


[Fiz) C= 0 E>|/(2)! -EE 
:np ns 


点 ,这 时 . 


|ro) + [f(zn)|— | Aso)1 一 二- 


令 记 一 % ,我 们 有 


Bm =0, lm(lf(,)|- |f(z0)|)= 0. 
A np A 
这 样 一 来 ,我 们 得 到 ,| (=z) 1 这 | /7(xo)| .这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
代数 基本 定理 的 证 明 


出 (1) 式 , 我 们 知道 ,fC0》 = av, 根据 引 理 2, 总 存在 - -个 止 数 
RR. 当 |z| > RR 时 ,1 了 f(z)| >1a,1. 从 而 我 们 可 将 注意 力 集中 寸 考 
虚 圆 一 |x, 过 RR. 由 定理 1,|/(z)| 在 阅 描 |z! 过 民 的 菜 一 点 za 处 
取得 最 小 值 : /szo) ' 志 | 了 C0)|. 普 | f(z0)i = 0. 则 也 有 (zo) = 
0, 从 而 定理 得 证 . 

今 假定 | f(zo)| 关 0. 我 们 来 证 明 ,| f(z0) | 去 0 一 定 会 引出 认 盾 . 
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兰 虑 多 项 式 Qts) = Js + so)AH(zo).Q(x) 是 多 项 式 
As + xs0) 除 以 常数 <0), 所 以 它 仍 古 一 个 n 次 多 项 式 .注意 划 


.而 |Q(0)| = 1， 


所 以 iQCz)| 在 z= 0 有 最 小 值 ;, Q(0)| = 上. 易 见 ,Q(0) = 1, 所 
以 QCz) 可 以 去 示 为 

QO) = 上 as RC) 1), 
这 果 4 天 0， 是 Q(z) 中 系数 不 为 0 的 次 数 最 低 的 那 一 项 ， 
"RLz) 表示 高 次 项 , R(x) 是 复 系 数 多 项 式 . 我 们 在 讲 复数 时 曾 
讨论 过 方程 


arl=0ew+ 寺 -0 
a 


的 根 的 求解 的 问题 . 没 cc 是 它 的 一 个 根 :ac” 4 1 = 0. 或 ae" = 1. 
这 时 ， 


QCes= 1 + ac” 
= 上 se (2) 

1Q(ez)1 存 = =0 有 最 小 值 ,最 小 值 为 上 
我 们 从 | As 天 0 引出 :QI0) = 1 是 :Q(z) ;的 最 小 值 .更 
在 我 们 米 证 明 1 不 是 1 Q(z)| 的 最 小 值 ,从 而 得 到 一 个 学 盾 . 这 个 十 
证 指出 .假定 ' f(z0)!i 志 0 是 错误 的 ,由 此 得 色 代 数 基 本 定理 .下 面 

我 们 米 证 是 1 不 是 1Qts)》， 的 最 小 什 . 

因为 多 项 式 RR(ecz) 看 加 上 盎 , =| 汉 R | 上 是 有 和 界 的 ,所 以 可 以 找到 
一 个 下 数 了, 使 得 , Ricz)| 所 了 工 -根据 (2). 
: ! Re 


eR( ee) 


+ 


.1-1 


令 = 洛 正 实 轴 赵 于 0. 这 时 11 - 
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这 是 因为 当 < 充分 小 时 ,1 zlc1”!T> 二 .上 式 指出 , 当 = 充分 小 时 ， 
IQ(e)| <1= QO0). 

这 与 | Q(0) 1 取得 最 小 值 是 矛盾 的 . 这 个 矛盾 建立 了 代数 基本 定理 ， 

代数 基本 定理 的 证 明 是 存在 性 的 证 明 . 它 既 设 有 告诉 我 们 要 的 
何 处 ,也 没有 告诉 我 们 如 何 去 计 算 这 个 根 ， 

几何 解释 

我 们 对 代数 基本 定理 作 一 几何 考察 , 在 复 平 面 的 每 一 个 点 < 上 
安置 一 个 立 坐标 1, 它 的 长 等 于 多 项 式 (<) 在 这 一 点 的 模 | f(z)|. 
这 些 立 坐 标的 端点 形成 一 个 曲面 ,我 们 把 它 叫 作 多 项 式 A( =) 的 模 
曲面. 因为 | 7( =) | > 0, 所 以 这 个 模 曲面 无 论 在 什么 地 方 都 不 会 降 
到 复 平面 的 下 面 .同时 我 们 还 注意 到 , 复 平面 上 的 任 一 点 =, 曲面 上 
有 由 只 有 一 点 与 它 对 应 . 也 就 是 说 , 束 
个 曲面 在 复 平 曾 上 只 有 一 叶 . 由 于 
f(z) | 是 = 的 连续 函数 ,所 以 当 2 在 复 
平面 上 变动 时 ,这 个 曲面 的 立 笃 标 连续 
地 变动 . 代数 基本 定理 指出 , 多 项 式 
f(x<) 的 模 曲 面 至 少 有 一 点 接触 到 复 平 
面 .事实 上 ,在 | f(z) 1 的 每 一 极 小 值 处 
都 给 出 /(z) 的 一 个 根 (图 10 一 二 ). 极 小 
值 的 个 数 等 于 多 项 式 的 不 同根 的 个 数 . 图 10 -1 
这 些 极 小 值 在 复 平 而 上 把 多 项 式 的 模 曲 面 支 撑 了 起 来 . 


$10.3 ”多 项 式 的 根 的 分 布 问题 
在 许多 实际 应 用 中 都 需要 研究 多 项 式 的 根 的 分 布 问题 . 问题 


是 ,通过 多 项 式 的 系数 ,我们 能 不 能 得 到 关于 多 项 式 的 根 的 分 布 的 信 
息 ,特别 是 关于 多 项 式 的 实 根 的 个 数 的 信息 -我 们 就 来 着 手 研究 这 些 
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问题 . 
10.3.1 多 项 式 的 单 根 和 重 根 

前 面 曾 指出 , 若 < 是 多 项 式 f(x) 的 根 , 则 (x - a) 可 以 整除 
F(z) 如 果 (z -wu) 可 以 整除 F(z), 而 (z 一 a)? 不 能 整除 Fz), 则 
< 称 为 多 项 式 (x) 的 单 根 . 如 果 (z a)* 可 以 整除 f(z), 而 
(Cr -ae 全 不 能 整除 f(x), 则 a 称 为 多 项 式 .Ah) 的 重 根 . 
重 根 a 常常 看 成 & 个 相等 的 根 . 我 们 约定 ,每 个 根 所 算 的 次 数 
数 ,这 样 ”次 多 项 式 就 有 = 个 根 . 

例 Faz)=axr -Daz-2)3 是 一 个 次 多 大 成 , 它 有 一 
单 根 > = 0, 一 个 2 重 根 x = 1 和 一 个 3 重要 x = 

项 们 完 半 究 多 项 式 的 慑 各 它 的 守 雪 的 横 交 半 奈 这 要 用 一 些微 
分 学 的 知识 .如 所 周知 , 若 


Ce) ea art at a, 
则 它 的 导数 是 
f(s) =n as 


在 微分 学 中 ,我们 只 研究 实 变量 的 是 数 的 导数 ,现在 容许 变量 为 复 变 
墅 ;导数 的 定义 仍然 基 丙 数 的 增 量 与 自 变 量 的 增 量 之 比 的 极限 . 
定理 1 a) 多 项 式 的 单 要 不 是 它 的 导数 的 根 ;6) 多 项 式 的 重 根 
是 它 的 导数 的 根 . 伍 重 数 少 1 
证 ”只 需 证 2) ,内 为 “) 蕴含 在 5) 中 . 设 
fr) = rz a f(r) 
其 中 f(z) 不 能 被 x - a 整除 , 即 fCa) 关 0. 那么 
DA 
Cr 1* ENG) + (Cr oad ffir)] 
={r F(xr), 
其 中 F(zr) = f(x) + 《zr 一 a)fi(z), 它 不 能 被 x 一 4 整除 ,因为 
Fla) = kf1(a) 8¥ 0. 
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因此 . 涩 上 = 1 时 ,了 (x) 不 能 被 z 一 a 整除 . 当 k >1 时 ,f(x) 
可 被 (xz - a)*-! 整除 ,但 不 能 被 (x - a)* 整除 .定理 得 证 . 
10.3.2 ” 罗 尔 定理 和 它 的 推论 

定理 2( 罗 尔 } 若 函 数 f(x) 在 闭 区 同 [a ,5b] 上 连续 ,在 开 区 间 
(Cab) 上 可 微 , 并 且 f(a) = fA(5), 则 存在 一 点 cE (a,4), 使 得 
六 (ec) = 0. 

有 了 罗 和 尔 定型 我 们 可 以 得 到 下 面 的 有 趣 推论 . 

莫 1 如 果 nn 次 多 项 式 f(x) 的 一 切 根 都 是 实 的 , 周 它 的 导数 的 
根 也 是 实 的 ,并 且 在 (x) 的 要 邻 两 个 根 之 疝 有 广 (= ) 的 一 个 根 , 而 
下 寿 实 根 . 

证 设 f(xz) 有 上 个 不 同 的 根 ,x| < zs 之 … < zx. 它们 的 和 
数 分别 是 而 1 ,222,… ,wa 从而， 


[ea 


it mi 
根据 定理 2, 导 数 /《x) 有 根 x ,x+,… ,x ,它们 的 重 数 分 别 是 
mlm le me 1. 


由 罗 尔 定理 , 广 (z) 在 区 问 (zj ,rz) Crayz) (ze ivat) 电 还 有 
根 yz ,ys 4. 这 样 一 来 ,/(x) 的 实 根 的 个 数 至 少 是 

Cm -1+ Cm ol)+t tm -1+k-1=x-1. 
但 (x) 是 一 1 次 多 项 式 , 它 有 nw 一 1 个 根 ,因此 f(x) 的- 切 根 
都 是 实 的 , 且 yy2，… ,Ys 1. 是 单 根 .除了 vis yrs [TL 
外 f(z) 没有 其 它 根 、 

系 2 ”如果 次 多 项 式 /(r) 的- 切 根 都 是 实 的 ,并 卫 其 中 有 
个 根 是 止 很 (计算 根 的 重 数 ). 则 产 (x) 有 pp 个 正 恨 , 或 p 一 1 个 止 根 . 

证 设 z < 之 …<< xz 是 fx) 的 目 根 ,它们 的 重 数 分 别 是 


mz mn 


mtmt +me= p. 


导数 广 (z) 将 有 下 列 正 根 :zi ,rc2,… ,ze ,它们 的 重 数 分 别 是 
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mi lm l,m 1. 
六 Cr) 在 区 间 (rlyz)fzraza) (A615) 里 还 有 单 根 y1 ,wi， 
,wa-1, 时 能 还 有 一 个 单 根 yo 位 于 (ro,x1) 之 间 , 这 里 xo 是 f(x) 
的 最 大 的 非 正 根 .因此 . 广 (z) 的 正 根 数 等 于 
Co y+ Cm m1)+ + Cm -1)+k -l=p-1, 


或 

(zi)+(pa 一 1)+ + (m1)+(tk-1)+1=p. 
10.3.3 笛 卡 儿 符 号 定 则 

第 卡 儿 在 1637 年 发 表 了 名 著 《 几 何 学 ?》, 在 这 部 书 中 他 第 一 次 六 
述 了 解析 几何 ,这 就 是 解析 几何 的 诞生 .同时 他 还 顺便 给 出 了 一 个 著 
名 的 代数 定理 ,这 就 是 笛 卡 儿 符 号 定 则 .如 果 知 道 多 项 式 的 根 都 是 实 
的 ,利用 这 个 定理 可 以 和 根 容 易 地 求 出 它 的 正 根 的 个 数 .这 是 一 个 很 漂 
亮 的 结果 . 

为 此 需要 引进 一 个 多 项 式 的 系数 序列 的 变 号 数 的 概念 . 设 


fOr) = anz + er +t a ar + an. 
假定 ae > 0, 并 写 出 序列 
A012 


去 掉 其 中 等 于 0 的 系数 .考察 序列 中 一 切 相 邻 的 数 对 . 如 果 这 样 的 数 
对 中 ,两 数 的 符 叶 不同, 那么 就 叫 作 一 个 变 号 . 变 号 数 的 总 和 叫做 一 
个 多 项 式 的 系数 序列 的 变 号 数 . 

例 多 项 式 

4+2ra- 13r2 一 14zr +24 
的 系数 序列 是 
1,2, -13，- 14,24. 

这 个 序列 有 2 次 变 号 ,因而 该 多 项 式 的 变 号 数 是 2. 

例 “多项式 
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x + Br 57- 8 +Tr+2 
的 系数 的 序列 是 
1,3, — 5, ~ 8,7,2. 

这 个 序列 也 有 2 次 变 号 ,内 而 该 多 项 式 的 变 号 数 也 是 2. 

定理 3( 笛 卡 儿 符号 定 则 ) 如 朵 多 项 式 

Fz) = a0r Ta 

的 系数 是 实数 ,并 且 它 的 一 切 根 也 都 是 实数 .那么 它 的 正 根 的 个 数 
《计算 重 数 ) 等 于 它 的 系数 序列 的 变 导 数 - 

引 理 若 .六 xz) 有 户 个 正 根 (计算 重 数 ) . 则 (- 1) "是 jz) 的 最 
后 一 个 不 等 于 0 的 系数 的 符号 . 

证 ”事实 上 , 设 多 项 式 的 最 后 一 个 不 为 0 的 系数 是 ak . 则 


-1 


-| ge 本 < 
Fr) aor tt arr tt a = aor ‘(2 十 十 4) 


= az Cr rr Cr ror) 一 
式 中 rzn 是 f/x) 的 正 根 .x 41,… ,x 是 f(x) 的 负 根 ,每 一 个 
根 所 算 的 次 数 就 是 它 的 重 数 .根据 书 达 定理 ， 
a = ao( Doriers(— xp) (— zi). 
由 于 aosxie pps 一 pr4 一 x 都 是 正 数 ,所 以 er 的 符号 是 
{- 1)2. 


定理 3 前 证 明 用 归纳 法 证 明 . 对 多 项 式 的 次 数 wn 作 归 1 纳 法 . 
对 于 一 次 多 项 式 定 理 是 显然 的 .事实 上 ， 
az +al=0 一 一 -3 生 ， 
a 


只 有 a0,al 的 符号 相反 时 根 才 是 正 的 . 
现在 假设 定理 对 实 系数 的 一 切 x -1 次 多 项 式 已 经 证 明 . 我们 来 
证 明定 理 对 ”次 多 项 式 也 成 立 . 设 
fx) = aor 二 ez + a 2 十 十 er 十 


今 分 为 两 种 情况 讨论 : 
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1. a, = 0. 这 时 考虑 多 项 式 
(rr)》 = apr lt ar ?+ 二 1 

多 项 式 ALz) 与 f1(x) 的 正和 根 是 相同 的 ,它们 的 系数 序列 的 变 号 数 
也 是 相同 的 .对 于 多 项 式 万 (z) 而 言 , 笛 卡 交 法 则 是 正确 的 .因此 对 
多 项 式 f(x) 也 是 正确 的 . 

2.、 av 关 0. 我 们 来 考察 导数 

fF (r= manz V+ Cn- a” ?++ ant. 

现在 看 4, 与 导数 的 最 后 一 个 不 等 于 0 的 系数 . 当 它 们 的 符号 相同 
时 ,六 x) 的 变 号 数 与 f(x) 的 变 号 数 相 同 ; 当 它 们 的 符号 相 异 时 ， 
f(r) 的 变 号 数 多 一 个 、 

由 引 理 知 , 在 第 一 种 情形 下 f(x) 与 Fr) 的 正 根 数 有 相同 的 
奇偶 性 ,而 在 第 二 种 情形 下 则 相反 .由 系 2,7(x) 与 f(x) 的 正 根 数 
相等 ,或 者 f(x) 的 正 根 数 多 一 -个 .利用 这 一 点 ,我 们 断言 在 第 一 种 
情况 下 , f(r) 与 广 (xz) 的 正 根 数 一 样 多 ,在 第 二 种 情况 下 ./(.c) 的 正 
根 数 就 多 一 个 .由 归纳 法 假设 , 稍 卡 此 定 则 对 于 了 (x) 是 正确 的 , 即 
太 (zr) 的 正 根 数 等 于 它 的 变 号 数 ,因此 在 两 种 情形 下 f(x) 正 根 的 个 
数 ( 计 算 重 数 ) 都 等 于 它 的 系数 序列 的 变 号 数 .证 毕 . 

注 1 这 个 定理 很 重要 .在 许多 实际 问题 中 常常 知道 方程 的 一 
切 根 都 是 实 的 .有 了 这 个 定理 我 们 就 可 立即 知道 ,方程 有 风 少 个 正 根 
争 少 个 负 根 和 多 少 个 零 根 . 

解 方 称 


rT -7r+6=0 
的 3 个 根 都 是 实数 :1,2, - 3. 其 系数 的 变 号 数 是 2. 它 有 2 个 正 根 一 
个 负 根 . 
注 2 ”在 多 项 式 f(z) 中 邻 7 = y+&, 这 里 a 是 任意 给 定 的 数 ， 
并 写 出 多 项 式 f(y + a). 易 见 ,rs 是 f(x) 的 根 . 当 且 仅 当 
Y= Xi 一 a 是 fy +a) 的 根 . 即 
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fr) = 0 f(y +a)= 0. 
并 且 yi > 0 > a. 
即 车 *% 是/(y + a) 的 正 根 , 则 x; 是 多 项 式 /(xr) 的 大 于 a 的 根 . 
例 求 方程 ra -7z+6=0 的 >3 的 根 的 个 数 . 
解 令 xz = »+3, 代 人 方程 ,得 
(yy 13P-7(y+3)+6=0. 
展开 并 化 简 , 得 
w+ + 20v+12= 0. 
这 个 方程 的 变 号 数 是 4, 没有 正 根 . 因而 , 原 方程 没有 x > 3 的 
根 . 
现在 设 多 项 式 f(x ) 的 一 切 根 都 是 实数 . 间 , 它 在 a 上 5{b > a) 
之 间 的 根 的 个 数 是 多 少 ? 前 面 的 论述 告诉 我 们 ， 
多 项 式 fx + a) 的 变 号 数 = 了 (zr) 的 大 于 a 的 根 的 个 数 
多 项 式 ftzr +ea) 的 变 导 数 = f(z) 的 大 于 5 的 根 的 个 数 
所 以 f(x) 在 a,6 间 的 根 的 个 数 等 于 /(x + 4) 的 变 号 数 碱 去 
Arz +a) 的 密 号 数 . 
例 ” 求 方程 x 一 7x 16= 0 在 区 问 (0,3) 内 的 根 的 个 数 . 
解 ”已 知 ,x >3 时 ,方程 的 根 的 个 数 是 0,z > 0 时 ,方程 的 根 
的 个 数 是 2, 由 此 知 ,方程 在 (0,3) 内 的 个 数 是 2. 
10.3.4 ” 辐 角 原理 
和 下面 给 出 的 辐 角 原理 可 以 用 来 研究 多 项 式 的 根 的 分 布 问题 . 
设 给 定 一 个 多 项 式 (=) 和 复 平面 上 的 
一 个 区 域 媚 , 我 们 来 讨论 在 这 个 区 域内 As) 
有 多少 根 .我 们 不 再 限定 多 项 式 的 系数 都 是 实 
系数 ;它们 可 以 是 实 的 或 复 的 .假定 区 域 巴 是 
由 一 条 封 团 的 曲线 于 成 的 (图 10 - 2), 并 且 在 
的 边界 上 没有 六 =) 的 根 . 图 10-2 
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考虑 两 个 辅助 平面 ,一 个 是 区 域 六 所 在 的 平面 , 称 为 > 平面 : 另 
一 个 平面 是 zw 平面 ,mw = f(x) 是 这 个 平面 上 的 点 . 当 z 在 z 平 面 上 
变化 时 ,多项式 的 值 w = f(z) 就 在 ww 平面 上 变化 . 

DD 的 边界 有 两 个 方向 . 其 中 一 个 方向 是 这 样 的 : 沿 着 这 个 方向 
走 , 区 域 DD 总 在 它 的 左边 ,这 个 方向 称 为 边界 的 正方 向 . 另 一 个 方向 
称 为 它 的 反方 向 ， 

设想 点 = 沿 着 DD 的 边界 的 正方 向 走 一 局 ,相应 地 ,ww = f(x) 就 
在 ww 平面 上 夯 出 一 条 封闭 的 湖 线 (图 10 3). 根据 假设 , /f(x) 在 了 
的 边界 上 没有 0 点 ,所 以 这 条 曲线 不 过 原点 . 下 面 的 定理 给 出 了 
f(z) 在 D 内 的 根 的 个 数 . 


Jz) 


图 10 一 3 


定理 4 设 区 域 D 由 一 条 闭 曲 线 C 所 围 成 ,并 且 多 项 式 
(2) = ne 4 ez 十 十 en 
在 C 上 没有 0 点 ,那么 f(z) 在 了 D 内 根 的 个 数 等 于 当 z 沿 C 的 正 向 
通过 一 次 时 w = f(z) 在 ww 平面 上 绕 原点 的 圈 数 . 
证 ”根据 代数 基本 定理 ,f(z) 可 以 分 解 为 一 次 因子 的 连 乘积 
F(z) = aofz 一 si)(z 一 sa2) (zx — zx), 
这 里 xz1,zx2,… ,zw 是 多 项 式 f(z) 的 n 个 根 .因为 复数 乘积 的 辐 角 等 


于 各 久子 的 辐 角 的 和 ,所 以 


$10.3 多项式 的 根 的 分 布 问题 + 361 ， 


arg/(z) = argao + arg(z ~ 21) + arg{z — z2) + + arg(z ~ 2,), 

目 Aargf(z) 表示 = 绕 CC 的 正方 向 环行 一 周 时 f(x) 的 辐 角 的 改变 量 . 

易 见 ,这 个 量 是 2r 的 整数 以 .用 Aarg(z -zx;) 表示 = 绕 C 的 正方 商 环 

行 一 局 时 (= - z;) 的 辐 角 的 改变 量 .于 是 我 们 有 下 面 的 关系 式 . 
Aargf(z) =Aargau + Aargfz 一 zi) 


+ Aarg(z — z23) + 1 + Aarg(lz — z,). 

为 ae 是 一 个 常数 ,其 辐 角 不 会 改变 ,所 以 Aargao = 0.< - =， 可 以 
用 从 点 z1 到 = 的 向 量 来 表示 . 若 =, 在 D 的 内 部 ,那么 在 儿 何 上 看 ， 
当 < 沿 羽 统 行 一 周 时 ,向 量 = - zi 以 z1 为 中 心 绕 过 一 整 周 (图 10 - 
4). 因 此 Aarg(z - x1) = 2r. 现 在 假定 x; 
位 于 区 域 口 之 外 .在 这 种 情况 下 , 当 z 沿 C 
绕 行 一 周 时 ,向 量 = - z; 没 有 绕 过 zz, 因此 
Aarg( < - x2) = 0. 我 们 可 以 用 这 种 方法 考 
察 f(z) 的 所 有 根 . 由 此 我 们 得 到 结论 : 
Aargf(<) 等 于 2r 乘 以 f(x) 在 区 域内 
的 根 的 个 数 .因此 F(z) 在 区 域 口内 的 很 的 
个 数 等 于 点 ww = f(z) 在 zw 平面 上 绕 原 点 的 图 数 .证 毕 . 

通常 我 们 并 不 直接 用 辐 角 原理 来 计算 某 区 域内 一 个 多 项 式 的 根 
的 个 数 ,而 异 助 下 面 的 路 西 定理 来 计算 . 

定理 5{ 路 西 定理 ) 设 P(z) 和 Q(z) 是 两 个 多 项 式 ,C 是 一 条 
闭 曲线 . 若 在 C 上 ,P(z) 和 Q(z) 满足 | P(z)| >1QCe)!, 则 在 C 
的 内 部 P(z) + 包 (z) 和 P(z) 有 相同 的 零点 个 数 . 

证 ”我 们 利用 辐 角 原理 来 求 P( =) + Q(z) 的 零点 个 数 . 将 
P(z) + Q(z) 改写 为 

Plz) + Q(z) = POC)N1t et. 

注意 ,在 曲线 C 上 ,|P(z)| >1Q(z)|, 所 以 在 曲线 C 上 P(z) 不 会 
为 零 .于 是 


图 10 -4 
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zyl 
arg[P(s) + QO ~ aePCc) + arg|1+ |. 


南 于 | Se | < 1 ,所 以 向 量 1 + 8 人 的 终点 画 出 一 条 卫 曲 线 ,这 条 
Plz): P(z) 


财 曲 线 在 以 1 为 中 心 , 以 1 为 半径 的 圆 内 .因此 这 个 向 量 没有 绕 过 原 


点 .这样 一 米 , 当 = 绕 行 C 一 周 后 ,arg i1 + 虚 ( 池 | 的 值 没有 改变 .所 
以 


Aarg[L P(x) + Q(z)] = AargP(lz). 
出 辐 角 愿 理 推出 ,P(z)+ Q(z) 和 P(x) 在 C 内 有 相同 的 零点 个 数 . 
证 毕 . 
例 ” 求 在 加 |!zi <<1 内 方程 z* 一 4z5 + zx? 一 1 = 人 0 的 根 的 个 数 . 
解 ”我 们 利用 路 西 定理 . 先 将 方程 表示 成 P(z) + Q(=) 的 形 


Plz)= -dz Q(z)= zt+ zi—1, 
在 圆周 !x| = tL 上 比较 |P(z)i 和 | Q(z) |, 我 们 有 


Si+|z2|+1= 3, 


其 而 ,1 Q(z)! <1P(z)|t|x| = 1 根据 路 西 定理 ,P(=)+ Q(z) 
= 2 一 4z5+z: 一 1 在 圆 |<| < 工 内 零点 的 个 数 与 P(z) = - 4x” 的 
零点 个 数 相 同 .Ptz) 在 |zl < 1 内 的 零点 个 数 是 5, 所 以 原 方程 
在 |z| < 1 内 的 零点 个 数 也 是 5. 
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实 根 的 近似 计算 在 应 用 中 具有 重要 的 意义 ,计算 机 的 广泛 使 用 
使 得 近似 计算 更 如 重要 .本 节 介 绍 三 种 求 多 项 式 的 根 的 近似 值 的 方 
法 .连续 消 数 的 中 间 值 定理 具有 基础 的 地 位 ,我 们 先 给 出 这 一 定理 . 

定理 1 若 f(z) 在 区 间 [a,51 上 连 绫 ,和 且 f(a)<0,f(5)>0, 
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则 一 定 在 区 疝 La ,4] 上 至 少 存在 一 点 c ,使 得 f(c) = 0.《 诈 明 见 微 


积分 部 分 ). 
设 
fr) = ao tae lt a Ltt dT + de 
显然 , f(x) 是 实 轴 上 的 连续 函数 . 
10.4.1 二 分 法 


如 果 在 区 辣 [a,b; J fla) 与 1(5) 异 寻 , 那 么 f(x) 在 .a,b1 上 
一 定 有 一 个 根 . 为 叙述 方便 计 , 我 们 假定 f(a) < 0,f(5} >0, 且 
x) 在 [a,8] 上 只 有 一 个 根 = .我 们 用 二 分 法 来 确定 a 的 近似 值 . 


取 . 2+6 

x = 4 
如 果 A(x1) = 0, 那 么 zx! 就 是 fx) 的 根 . 如果 f(zx1) 天 0, 那么 
fr) 必 和 fta) 与/(5) 中 之 一 异 号 .不 芒 设 f(x1) 与 f{45) 异 号 


(图 10 - 5 .在 区 间 内 取 


图 10-5 
如 果 f(x2) = 10. 那么 rz 就 是 f(x) 的 根 . 如 果 f(xrz) 关 0, 那 么 
了 (x2) 必 和 f(zr1) 与 f(6) 中 之 一 异 导 .不 妨 设 f(x2) 与 f(xz1) 异 
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号 .在 区 间 (ri.ez) 内 到 


如 此 继续 下 去 ,就 可 得 到 任意 指定 的 精确 度 的 a 的 近似 值 . 

例 ”已 知 方程 x) ~ 2x3 46x 一 $= 0 在 i0,1] 内 有 -个 实 
根 a. 求 一 个 精确 到 0.01 的 近似 根 . 

解 ”容易 算出 ,f(0) =-S<0,FG) =3>0. 取 =0.5 


由 于 /(0.5) < 0, 所 以 a 落 在 区 间 (0.5,1) 内 .到 = 3+1 


2 
0.75. 
由 于 (0.75) > 0, 所 以 a 落 在 区 间 (0.5.0.75) 内 . 取 = 


.30.625. 1 J(0.625) < 0. 于 是 a 阔 在 区 间 (0.625， 
0.75) 内 . 取 x = 023 97 -0.688-. /0,.688) < 0. 所 以 < 薄 


在 区 间 (0.688.0.75) 内 . 取 rs 一 二 0.719. {0.719) 


>0. 所 以 a 落 在 区 间 50.688.0.719) 内 .F(0.704) < 0 取 .ea 


下 了 749。 落 在 区 癌 (0.704,0.719) 内 .我 们 的 日 的 是 取 精确 


度 0.01 的 近似 值 .从 上 面 的 计算 可 知 ,有 a 0.7. 或 到 a 二 0.71. 
10.4.2 ”插值 法 

另 一 种 方法 是 插值 法 .这 种 方法 的 基本 思想 是 , 利 出 弦 与 .* 轴 的 
灾 点 来 求 根 的 近似 值 . 如 图 10 - 6, 用 直线 连接 点 Ata ,zle)) 和 点 
已 (5 天 PPD)) 4B 与 rr 轴 交 于 点 (ri0). 如果 Ar = 0. 那 么 -就 
是 f(x) 的 根 . 如果 F(z) 闫 0, 那 么 可 以 把 ,看 作 a 的 一 个 近似 值 . 
下 商 给 出 求 rt 的 方法 . 东 AB 的 方程 是 

y- f(a) a 2 /ap a) 


AUO) fla) Hr-a ™ « f(b) — fa) 
把 (zx1.0) 代 人 上 式 , 得 


0.688 + 0.75 
2 
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六 Bib.nb)) 


ai 二) 
(6) — fla) 
即 加 = Ss}. (1) 
这 就 是 求 ri 的 公式 . 

如 时 f(x1) 与 A(5) 蜡 号 . 扣 用 直线 连接 点 (ri Jrzi) 与 (0， 
f(b)) ,这 条 直线 与 x 轴 交 于 点 (x1,0) .如果 (x3) = 0, 那 么 zx 就 
是 Frz) 的 根 . 如 果 Fza) 关 0, 那 么 可 以 把 rz 看 作 xz 的 一 个 近似 值 . 
-za 的 值 可 用 公式 (1) 求 出 : 

xD 一 AD) 
2 Fr FB) 
如 此 继续 下 去 就 可 以 得 到 任意 指定 的 精确 度 的 a 的 近似 值 . 

插值 法 比 二 分 法 通 近 实 根 的 速度 要 快 一 些 , 因 此 计算 步 又 也 少 
一 些 . 

例 ”已 知 方程 /f(x)= xs-2r-5=0 在 [2,3] 内 有 一 个 实 根 
a. 求 一 个 精确 到 0.001 的 近似 根 . 

解 ”用 播 值 法 计算 .已 知 a = 2,5 = 3,f(2) =-1<0,f7(3) 
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= 16 >0. 由 公式 (1) 得 ， 

af 一 Fa) _ 2f(3) ~ 37(2) 

ftb)- fla) f(3) f(2) 
_ 2.16— 3{(— 1) 
16. (-1) 

为 f(2.1) = 0.061 > 0, 它 与 f(2) < 0 异 号 .因此 a 在 区 问 (2， 

2.1) 内 .由 公式 (1) 得 ， 


2 2162,1) 2.11(2) - 2x0.061 -2.1(- 1) ;09 
F211- 2) 0.061- (— 1) 0 


因为 f(2.09) =- 0.015 < 之 0, 它 与 f(2.1) >0 异 号 ,因此 ce 在 区 间 
(2.09.2.1) 内 .由 公式 (1) 得， 
一 2:09/(2.1) - 2.17(2.09) 


Xx1= 


~ 2.1. 


2 


3 一 Af(2.1)- (2.09》 
2 2.09 x0.061 - 2.1(— 0.051) 
= 0.061 ~ C0.051) ~ 2.098. 
所 求 根 a 的 小 数 点 后 二 位 的 的 近似 值 是 2.098. 
10.4.3 ”牛顿 法 


插值 法 的 基本 思想 是 借助 曲线 y = f(x) 的 割 线 与 x+ 轴 的 交点 
求 /x) 的 根 的 近似值 . 牛顿 法 的 基本 思想 是 用 切线 代替 割 线 . 为 
此 ,除了 前 面 的 假定 外 ,我 们 再 假定 在 区 间 [e ,5] 上 (x) 了 0. 如 
10 -了 7 所 示 . 过 点 A(a ,f(a)) 作曲 线 y = Fr) 的 切线 AT ,AT 
交 > 轴 于 点 (zl,0). 如果 f(r1) =0, 那 么 xi 就 是 f(x) 的 根 . 如果 
Fr 天 0 那么 可 以 把 xi 看 作 a 的 一 个 近似 值 .下 而 给 出 求 xz, 的 
方法 . 

切线 AT 的 方 稚 是 

y- fa) = f(a) a). 

把 (x1,0) 代入 上 式 得 


Ftay 2) 
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图 10 一 ?7 


如 果 f(zx1) 与 1(5) 异 号 ,可 以 过 点 B(xz1,f(zx1)) 作曲 线 的 切 
线 BT1,BTI 交工 轴 交 于 点 (ra:0). 如 果 f(x2) = 0, 那 么 rz 就 是 
Arz) 的 根 . 如 果 Fr 天 0, 那 么 可 以 把 r* 看 作 的 一 个 近似 值 .r> 
的 值 可 用 公式 (2) 求 出 : 

Fx) 
i FC) 
如 此 继续 下 去 就 可 以 得 到 任意 指定 的 精确 度 的 a 的 近似 值 . 

例 ”已 知 方程 f(x)-=-=x -x -9=0 在 i2,3] 内 有 一 个 实 根 
z. 求 一 个 精确 到 8.001 的 近似 根 . 

解 已 知 a = 2,4=3,f(2)=-3<0,f(3) = 15>0. 在 区 
了 疗 12.37 工 ,六 z)= 3x? -1 之 0. 今 用 牛顿 法 求 o 的 近似 值 .根据 
公式 (2)， 


2 


天 为 (2-27) = 0.427 > 0, 它 与 /(2) 异 号 ,所 以 a 存 区 间 (2,2.27) 
内 .由 公式 (2) 得 ， 
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所 求 根 a 的 小 数 点 后 三 位 的 的 近似 值 是 2.240 . 
习 题 


求 下 列 方程 在 指定 区 间 内 的 实 根 的 近似 值 : 
1. + 一 3 二 人 0, 在 (1,2) 内 ;( 用 平分 法 ) 
2. z+2x -20 = 0, 在 区 间 (2,3) 内 ;( 用 插值 法 》 


3. x I -6xr+ 而 三 0, 在 区 间 (0,1) 内 ;( 用 牛顿 法 } 
4 


二 6x77 + 10z -2 = 0, 在 区 间 (0,1) 内 ;( 用 平分 法 ) 
5. zx 一 2.+ -1 = 0, 在 区 问 (1,0) 内 ;( 用 插值 法 ) 
6. 7 -II0z2-4z+8=0, 在 区 间 (3,4) 内 .( 用 牛顿 法 ) 
7. 计 算 下 烈 各 方程 在 单位 阅 |<z! < 1 内 的 根 的 个 数 : 

1) 2z7 -23+ 3 -zx+8=0, 
2) 27 -St+ ei-2=0, 
3) x" 一 2ze+fx 一 Sr<-2=0. 
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对 自然 输 的 深刻 研究 是 数学 最 富饶 的 源泉 . 
Joreph Fourion 
数学 的 无 穷 无 尽 的 诱 人 之 处 在 于 , 它 的 最 棘手 的 悖 论 能 够 盛开 
出 美丽 的 理论 之 花 . 
非 欧 几 傅 证 明了 数学 是 人 的 手工 作品 , 它 仅 仅 受 到 思维 规律 所 
规定 的 限制 
E. Kasner and J. Newman 
个 说 家 发 明 人 物 .对话 和 情节 ,关于 它们 ,他 既是 作家 又 是 十 人， 
数学 家 随心 所 区 地 设计 公设 ,使 它 的 数学 体系 葛 基 于 其 上 ;二 者 十 分 
相像 .小 说 家 和 数学 家 在 选择 和 外 理 他 们 的 素材 时 ,都 可 能 受 他 们 疡 
处 环境 的 限制 ;但 是 没有 什么 越 人 的 .永恒 的 必然 性 追 使 他 们 去 创造 
某 人 物 或 发 明基 体系. 
E.T.bBell 
我 们 曾经 介绍 了 欧 几 里 得 的 第 五 公设 和 非 欧 几何 的 诞生 史 , 这 
一 讲 我 们 来 扼要 介绍 双 曲 几何 的 庞 加 莱 模 型 .我 们 知道 ,平行 公设 的 
研究 导 笃 了 非 欧 几 何 的 诞生 .这 件 事 无 论 在 数学 史上 ,还 是 存 科 学 史 
上 都 具有 划时代 的 意义 . 它 彻 底 改 变 了 人 们 对 数学 本 身 是 什么 的 认 
识 , 也 改变 了 人 们 对 空间 的 认识 . 非 欧 几 何 又 为 日 后 相对 论 的 诞生 黄 
定 了 基础 .作为 一 个 有 一 定 文化 修养 的 人 应 该 对 非 欧 几何 有 所 了 解 . 
同时 ,只 有 学 点 非 欧 几 何 , 才 会 对 欧 氏 几何 有 更 全 面 、 更 止 确 和 更 深 
人 的 认识 . 
读者 从 中 学 时 代 起 就 已 熟悉 了 欧 氏 几何 的 第 五 公设 .或 洗 已 经 
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昕 说 过 ,存在 一 各 非 欧 儿 何 ,在 这 种 及 何 中 ,过 直线 外 一 点 可 以 作 无 
穷 多 条 直线 与 所 给 直线 不 相交 .在 最 初 听 到 有 这 种 几 和 何 时 ,你 或 许 会 
停 将 ,不 可 理解 ,其 至 觉得 它 违反 常识 .这 可 能 吗 ? 在 没有 真正 多 到 这 
种 刀 何 时 ,这 种 神秘 感 或 许 永远 无 法 驱除 .现在 我 们 就 来 着 手 给 出 这 
种 几何 的 一 个 模型 .所 需要 的 的 备 知 识 很 少 ,只 要 知道 中 学 的 复数 知 
识 和 一 点 空间 解析 刀 何 的 知识 就 够 了 . 


$ 11.1 球 极 平面 投影 


奈 极 平面 投影 在 复 分 析 中 的 重要 作用 在 于 ,为 复 平面 引进 了 一 
个 无 穷 远 点 ,使 复 平面 变 成 一 个 紧 易 面 , 成 为 处 理 亚 纯 印 数 的 有 力 工 
具 . 这 里 借 动 球 极 平 击 投影 把 直线 与 圆 作 统 … 处 理 . 

11.1.1 直线 与 圆 的 复数 形式 

我 们 先 给 出 直线 和 图 的 复数 表示 ,这 对 后 面 的 内 容 十 分 有 用 .从 

平面 解析 几何 中 ,我 们 知道 在 取 定 坐标 系 后 .一 条 直线 的 方程 是 


writemo0aspscE ER (1) 
苦 信 > = ztiy. 则 < =x-iy, 从 而 
-lira),y= Laz 
(t+),y = 让 (< - 司 . 


把 它们 代 人 (1) 并 化 简 ,得 到 
(te -io)z+(a+iz+2c=0. 
及 =a+i, 则 上 商 的 方程 可 化 为 
压 + 有 本 +2c =0. (2) 
其 中 B 关 0 是 复数 ,而 。 是 实数 ,这 就 是 直线 方程 的 复数 形式 . 
下 面 研究 圆 的 方程 . 设 <, 是 复 平面 和 上 的 任意 一 点 ,以 zo 为 中 
心 , 以 了 为 半径 的 圆 的 方程 其 有 形式 


iz— zo| = 六 (3) 


仿 


Hl 


此 式 等 价 了 
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展开 即 得 


sox 一 soz+lxol2-rz=0. 
两 边 乘 以 实数 a 隆 0, 得 
ax 一 axznz - azoz + a(izol?- r) = 0. 


令 有 =-asoy = a(|[ zol? 7), 上 式 就 化 为 


azz+ 有 JR+B+7Y=0. (4) 
其 中 a,Y 均 为 实数 , 晶 满 足 条 件 
a Dar <|B|’. (5) 
事实 上 ， 
18|? = ailzoi?,a7 = a2lzol2 一 er =18 -ar, 
从 而 
ay < IBI>, 


反 过 来 ,满足 条 件 (5) 的 方程 (4) 表示 一 个 阅 周 .事实 上 44) 可 
化 为 


CE 


aj'a 
或 
|=+ = 12 -六 (6) 
a a? a 


条 件 (5) 指出 | 全 - 之 > 0. 因而 (6) 表示 一 个 以 - 各 为 中 心 ,以 


出 - -之 为 半径 的 加 . 
在 (4) 中 , 当 a = 0 时 就 得 到 直线 方程 ( 见 (2)). 这 样 一 来 .(4) 在 


“天 和 时 表示 阅 周 ,在 a = 0 时 表示 直线 ;直线 与 如 有 了 一 个 统一 的 
复数 表示 法 . 
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11.1.2 复数 的 球面 表示 

取 好 空间 直角 坐标 系 ,三 个 坐标 分 别 为 zl ,za,za- 考 虑 半径 为 
1, 中 心 在 原点 的 球面 S; 

ri+ x++ = 1. (7) 

点 (0,0,1) 称 为 北极 , 记 作 N. 复 平面 C 
等 同 于 jz,x2,0):x1,x2 EE 有 R|. 复 平面 
C 交 球 面 S 于 赤道 (图 11 - 1) .现在 对 C 
中 的 每 一 个 点 = ,将 它 与 北极 N 用 直线 连 
接 起 来 ,这 条 直线 与 球面 S 交 于 一 点 Z. 
车 |z| > 1, 则 Z 在 上 半球 上 ;车 |z| < 
1 ， Es 当 |>| = 1 时 ,Z 
= zx, 它们 重合 ,这样 一 来 , 复 平面 C 上 的 
每 个 点 :都 有 球面 5 上 的 一 个 点 Z 与 它 对 
应 , 反 过 来 ,球面 S$ 上 的 任 一 点 Z 天 N 与 N 用 直线 连 起 来 ,这 连 线 也 
必 与 复 平面 C 交 于 一 点 z. 于 是 除了 N = (0.0.1) 外 , 复 平面 C 与 球 
面 S 上 上 的 点 都 是 一 一 对 应 的 . 

当 |=| 无 限 增 大 时 ,球面 上 的 点 Z 就 向 N 无 限 靠近 .因此 ,很 自 
然 地 ,在 复 平面 C 上 引进 一 个 理想 点 作为 N 的 对 应 点 ,这 个 点 称 为 
无 穷 远 点 , 记 作 x = ee .加 上 无 穷 远 点 的 复 平 面 叫做 扩充 复 平 面 , 记 
作 =CU%. 

忆 与 球面 S$ 上 的 点 建立 起 的 一 一 对 应 称 为 球 极 平面 投影 , S 称 
为 黎 曼 复 球面 .党 要 强调 的 是 ,整个 复 平 面 C 只 有 一 个 无 穷 远 点 ,无 
穷 远 点 的 模 是 + co , 辐 角 是 不 定 的 .在 扩充 的 复 平 面 上 ,任何 -- 条 直 
线 都 通过 无 穷 远 点 . 
11.1.3 ” 球 极 投影 的 公式 

上 一 段 我 们 讨论 了 球 极 投影 的 几何 构造 ,现在 我 们 来 推演 这 个 
变换 的 公式 .也 就 是 要 解决 下 而 的 问题 ;已 知 复数 x, 求 球面 上 对 应 
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点 Z 的 坐标 ,以 及 这 个 问题 的 逆 . 

设 复数 * 在 复 平面 C 上 的 坐标 为 x,y, 即 x = x + iy, 假 定 这 个 
复数 在 球 画 上 的 像 的 坐标 是 (zx,.x2,x3). 我 们 来 求 ,在 空间 坐标 系 
中 通过 = 和 NN 的 直线 方程 . 

因为 (0.0,1) ,Cxz,y,0), (zzrzyzas) 这 三 点 在 一 条 直线 上 , 所 
以 它们 的 坐标 满足 关系 


这 是 两 个 方程 式 , 从 中 可 以 解 出 x+,y. 事实 上 ,由 第 一 比 式 和 第 二 比 
式 , 第 二 比 式 和 第 三 比 式 ,分 别 得 出 


1 XZ2 


7 (8) 
从 而 
1 + i 
z= z+tiy= 2. 
一 1— x 


公式 (8) 给 出 了 用 球面 上 对 应 点 的 坐标 来 表示 平面 上 点 的 坐标 的 公 
式 .为 了 得 到 上 面 公式 的 道 ,我 们 注意 ， 


2 
2 2 t+ 3 1l-ri 1l+x 


2 ;= ;一 . 9 
TY TA -Ix (9) 
从 而 求 出 
四 1 
z= 1 (10) 
XI+y +l iz|l>?7+1 
ri (lx) = (10) 
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下 
(10) 给 出 了 球面 上 的 点 由 对 应 的 复数 表示 的 公式 ， 
11.1.4 球 极 投影 的 基本 性 质 

现在 我 们 让 明 球 极 投影 的 一 个 极 重要 的 性 质 : 

定理 1 在 球 极 投影 变换 下 , 复 平面 上 的 任何 -- 个 圆周 帮 变 成 
球面 上 的 圆周 ,反之 亦 然 . 

注 “圆周 "一 词 要 作 广义 理解 ,以 下 把 吉 线 视 为 半径 是 无 穷 大 
的 圆周 .前面 我 们 已 经 给 出 了 山 周 和 直线 的 统一 表示 .学 了 后 面 的 分 
武 线性 变换 后 ,我 们 就 会 更 加 体会 将 圆周 和 直线 统一 起 来 的 意义 ;在 
分 式 线性 变换 下 ,直线 和 圆 下 以 互 变 . 

证 在 xy 平面 上 任 一 圆周 的 方程 具有 形式 

A{xz*+y)+BrtrCy+D -10， (11) 

其 中 仿 ,B,C,DD 是 实数 . 当 A = 0 时 ,《11) 表示 一 条 直线 .为 了 求 出 
球面 上 的 对 应 曲线 ,将 方程 中 的 xz ,wy 用 ,x;,x3 来 替换 .根据 (8) 
和 (9), 我 们 有 


(10) 


A B i 4c 1p-2, 
这 ti 
或 BritCrt(A- D1A+tD-0. (12) 


方程 (12) 是 - -次 的 ,所 以 是 一 张 平面 . 坐标 x1,x;,x; 满足 两 个 方 

程 :(12) 和 (7) .从 而 点 xcayrs 在 球面 (7) 和 平 商 (12) 的 交 线 上 ， 

它 是 球面 上 的 一 个 

到 过 来 ， 球面 (7 | 的 任意 一 个 关 周 具有 表示 
Arit+Brit Cri+D- 0, 


i+ +t rl 
把 (10) 代入 第 -- 式 ,得 


_ 2 工 本 - 2 + CE 一 1 
To +T1T rT +y +1 Tz +xy +l 
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消去 分 母 ,合并 同类 项 ,得 到 
(CTDrz+y)+2ar+2By+D-C=0. 
这 是 复 平 面 上 辆 的 方 科 . 当 C + D = 0 时 ,方程 是 一 条 直线 .证 毕 . 
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11.2.1 线性 变换 

为 了 给 出 一 个 复 函 数 的 几何 表示 ,我 们 考虑 两 张 复 平 面 ,一 张 是 
= 平面 ,一 张 是 w% 平 击 .给 了 一 个 复 变 量 的 复 值 函数 w = f(x), 在 
几何 上 就 是 给 出 了 复 平 面 x 到 复 平面 w 的 变换 或 映射 : 任 给 一 个 点 
z EC( 在 x 平面 上 ), 就 有 一个 点 wE€ C( 在 xz 平面 上 ) 与 之 对 应 . 
当 = 在 = 平面 上 变化 时 ,mm 在 ze 平 商 上 变化 . 若 = 在 = 平面 上 措 过 一 
条 地 线 , 则 相应 地 .xu 在 志平 面 上 也 描 过 一 条 曲线 .但 有 时 我 们 把 岗 
张 平面 重合 在 一 起 ,以 便 立 刻 看 出 变换 的 效果 . 

我 们 不 研究 一 般 的 变换 ,而 研究 与 我 们 主题 相关 的 特殊 变换 . 

1) 平移 变换 ”变换 


图 11 一 2 图 11 -3 


叫 敌 平 移 变 换 , 这 里 a 是 常数 .复数 加 法 的 几何 意义 告诉 我 们 ,这 个 


，3376 ， 第 十 一 章 ” 双 曲 几 何 的 硕 加 汞 模型 


变换 把 复 平 面 C 上 的 任意 一 点 z, 沿 着 向 量 a 所 指 的 方向 平移 了 一 
个 男 定 距 高 |a | 图 11 - 2) .在 平移 变换 下 ,平行 于 向 量 a 的 直线 变 
为 自己 ,与 向 量 a 垂直 的 直线 变 为 另 一 条 与 a 垂直 的 真 线 ( 图 11 - 
3). 
2) 伸缩 变换 ”变换 
w= pp>0 
叫做 伸缩 变换 .这 个 变换 把 复 平 面 C 的 每 一 点 x 变 到 与 原点 距离 为 
Plz| 的 点 ,并 保持 辐 角 不 变 . 当 p > 1 时 是 放大 , 当 p < 1 时 是 压缩 
(图 11 - 4. 在 这 种 变换 下 ,把 以 原点 为 心 的 圆 仍 变 为 以 原点 为 心 的 
加 ,把 过 原点 的 直线 变 为 自己 (图 11 - 5). 
3) 旋转 变换 变换 
w= xe ,OER 


w=ppP>1) 


图 11 -4 加 11 5 


证 做 旋转 变换 .在 这 个 变换 下 , 复 平 面 CC 上 的 每 个 点 绕 原点 z 旋转 - - 
个 角度 8 图 11 -6). 当 9 >0 时 , 沿 反 时 针 方向 旋转 : 当 9<0 时 ， 
沿 颗 时 镍 方向 旋转 .在 旋转 变换 下 ,以 原点 为 中 心 的 圆周 变 为 自己 : 
过 原点 的 直线 变 为 男 一 条 过 原点 的 直线 (图 11 - 7). 

定义 形 如 


w= Azt+B (1) 
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的 变换 称 为 线性 变换 .其 中 A、B 为 复 常 数 . 


仿 A= re',zi = e ,zy = rzi, 则 


w= z+B. 


图 11 -6 图 11 一 了 


由 此 可 见 , 线 性 变换 是 旋转 .伸缩 和 平移 三 个 变换 的 复合 . 

对 特殊 位 置 的 直线 和 图 ,我 们 证 明了 线性 变换 把 直线 变 为 直线 . 
把 圆 变 为 圆 .这 个 结论 对 任意 位 置 的 直线 和 圆 也 对 .我 们 有 下 面 的 定 
理 . 

定理 1 线性 变换 (1) 把 直线 变 为 直线 ,把 圆周 变 为 圆周 . 

证 ”直线 方程 具有 形式 

But+ Pw+ y= 0. 


将 变换 (1) 代 人 ,得 
BiAz + BY+ PB(Az + BY+7Y= 0. 
化 为 
AB- + ABz + BB + BB+Y=0. 
由 于 46 与 48 互 为 共 簿 ,而 晤 + 砌 是 实数 ,所 以 这 个 方程 是 直线 方 
程 . 
加 的 证 明 是 类 似 的 ,计算 稍 复杂 一 些 ,我 们 把 它 留 给 读者 . 
11.2.2 反 演 变换 ”变换 
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1 
上 = 二 
z 
称 为 关于 单位 图 必 的 反 演 变换 . 
令 四 = persz 二 re? 则 
iw ol 
pe” = 一 订 ， 


re 


于 是 


1 
P=T"P= 


(2) 


(3) 


(3) 的 前 一 式 指出 , 当 7 < 之 1 时 ,p>>1; 当 rr >1 时 ,p < 1. 这 就 是 说 ， 
当 < 在 单位 贺 周 |z | = 1 的 内 部 时 ,w 就 在 单位 娘 赃 |z| = 1 的 外 


面 ; 当 > 在 单位 圆周 j=1i = 1 的 外 部 时 ,ww 就 在 单位 


周 |=} 


= 1 的 


内 部 .又 ,x 与 w 有 相同 的 辐 利 , 因 莫 它们 落 在 从 原点 出 发 的 同一 射 


线 上 (图 11 -8). 


图 11 -8 村 11 ~9 


这 样 一 来 , 反 演 变换 (2) 将 单位 图 内 的 点 变 到 单位 世人 邹 ; 将 单位 圆 内 
半径 为 > 的 图 变 为 单位 葬 外 半径 17r 为 的 贺 ( 设 > < 1) ,同时 把 单位 
加 外 的 病变 到 单位 圆 内 ,又 把 过 原点 的 射线 变 成 自己 , 当 = 工时 = 
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= zw, 即 单位 圆周 变 为 自己 
44-2.3 ”倒数 变换 ”变换 


w= . (4) 
称 为 倒数 变换 . 若 令 z” = =, 员 
w= 上 
因 重 倒数 变换 是 两 个 变换 的 复合 :1) 关于 实 轴 的 对 称 变换 (或 叫做 
关于 实 轴 的 反射 )z” = < 和 2) 关于 单位 圆周 的 反 演 变换 (或 称 为 关 
于 单位 圆周 的 对 称 或 反射 )mw = 1/z'. 其 几何 表示 如 图 (11 - 9) 所 
不 - 
倒数 变换 把 通过 原点 的 直线 仍 变 为 通过 原点 的 直线 ;把 以 原点 
为 中 心 的 圆周 变 为 另 一 个 以 原点 为 中 心 的 圆周 . 
现在 问 :在 倒数 变换 下 ， 
1) 不 过 原点 的 直线 变 成 仁 么 ? 
2) 不 以 原点 为 心 的 贺 变 为 件 么 ? 
先 看 直线 . 任 一 直线 的 方程 为 
Bz+B+c=0,BA0,cER. 
当 c = 0 时 ,点 < = 0 满足 方程 ,这 时 直线 通过 原点 . 当 c 天 0 时 、 
z = 0 不 满足 方程 ,这 时 直线 不 通过 原点 . 作 倒 数 变 所 ,即将 代 人 自 


万 工 + 6 了 上 + =0c 天 0 cmt poet po = 0. 
本 


这 是 一 个 圆 ( 条 件 $1 的 (5) 自然 满足 ,因为 这 时 相当 于 ”的 数 为 0)， 
而 且 通 过 原点 .这 就 是 说 ,我 们 有 如 下 结果 : 
倒数 变换 将 不 过 原点 的 直线 变 为 通过 原点 的 圆 . 
现在 看 圆 . 圆 的 方程 是 
azz+ 有 PtPRR+Y=0, 
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其 中 a,y 餐 为 实数 ,日 满足 条 件 
4 天 0,ay <1812. 


今 分 两 种 情况 进行 讨论 . 
DY 关 0, 这 时 x =0 不 满足 圆 的 方程 ,因而 圆周 不 通过 原点 ,把 
we = 1/z 代入 圆 的 方程 ,得 
a 1+BL+pli+y=0, 
Te Te 


we 


yewtphutBut+a= 0. 
易 见 ,这 是 一 个 不 过 原点 的 圆 (注意 ,只 需 将 记 视 为 如 ,这 就 是 圆 的 方 
程 ,ay <18i3 的 条 件 也 满足 ) .这 样 一 来 ， 
倒数 变换 将 不 过 原点 的 圆 变 为 不 过 原点 的 回 . 
2)Y = 0, 这 时 < = 0 满足 贺 的 方程 .因此 圆周 过 原点 ,倒数 变换 
z 1/z 把 原点 0O 变 到 co .可 见 在 倒数 变换 下 , 圆 的 象 曲 线 不 再 是 
喝 . 它 是 什么 呢 ? 将 m = ts 设 > 天 0), 代 入 贺 的 方程 ,得 


或 
Brd+pBo+ra=0 
这 是 一 条 不 过 原点 的 直线 .这 样 一 来 ， 
倒数 变换 将 过 不 点 的 园 变 为 不 过 原点 的 直线 ,并 且 把 原点 变 为 
前 面 曾 指出 ,将 直线 视 为 半径 为 x 的 圆 ,这样 一 来 .我们 有 
定理 2 变换 ww = 1/x 将 圆周 变 为 贺 硅 .具体 而 襄 
1) 将 过 原点 的 直线 映 为 过 原点 的 直线 ; 
2) 将 过 原点 的 圆 映 为 不 过 原点 的 直线 
3) 将 不 过 原点 的 直线 映 为 过 原点 的 图 ; 
4) 将 不 过 原点 的 回 映 为 不 过 原点 的 圆 . 
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11.2.4 分 式 线性 变换 
分 式 线性 变换 也 称 为 默 比 乌 斯 变换 , 它 是 形 如 


十 五 
w= Lr 


的 变换 .分 式 线性 变换 一 定 村 以 分 解 为 平移 .旋转 、 伸 缩 .倒数 诺 变 换 
的 复合 -事实 上 .可 分 两 种 情况 进行 讨论 . 
1)c = 0. 这 时 (5) 取 如 下 形式 


一 了 + 二 一 = 双 各 
w= n+ At+BA=- 了 了 ， = 


这 是 前 面 讨论 的 线性 变换 , 它 是 平移 .旋转 及 伸缩 诸 变 换 的 复合 . 
2)c 关 0. 用 多 项 式 除 法 可 得 ， 


ad -bcd {5) 


az+b_a,t-ad.. 


1 
cz +d 站 ce s+ 
加 


必 


1 一 = + 革 ( 平 移 变换 )， 


a 
ll 


(倒数 变换 )， 


时 
I 


= 和 + 名 49zs( 线 性 变换 )， 


这 时 易 见 ,分 式 线性 变换 是 平移 旋转、 伸缩 以 及 倒数 安 换 的 复合 . 

定理 3 ”任何 一 个 形 如 (5) 的 分 式 线 性 变换 都 可 分 解 为 平移 . 旋 
转 、 伸 缩 以 及 倒数 空 换 的 复合 . 

前 面 的 讨论 告诉 我 们 ,平移 .旋转 、 伸 缩 以 及 倒数 诸 安 换 都 将 和 直 
线 变 为 直线 .将 圆周 变 为 圆周 ,换言之 ,将 复 平面 上 的 圆 变 为 复 平 南 
上 的 六 .这 样 一 来 ,我 们 就 有 下 面 的 重要 定理 : 

定理 4 分 式 线性 变换 将 复 平 面 上 的 圆 变 为 复 平面 的 贺 . 
11.2.5 ” 保 角 性 


分 式 线性 变换 的 另 一 个 重要 性 质 是 它 的 保 角 性 . 
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因为 线性 变换 是 平移 .旋转 和 伸缩 诸 变 换 的 复合 ,而 平移 旋转、 
伸缩 诸 变换 都 不 改变 两 直线 交角 的 大 小 ,所 以 在 线 人 性 变换 下 ,交角 为 
8 的 两 直线 映 为 交角 为 的 两 直线 . 

设 平 面 上 任意 两 条 曲线 交 于 一 点 ,交点 处 两 曲线 都 有 切线 ,并 形 
成 一 个 角 6, 这 个 角 6 就 称 为 两 曲线 间 在 交点 处 的 夹 角 . 

这 样 一 来 , 线 任 变换 保 直 线 问 的 夹 角 也 就 保持 曲线 间 的 云 角 .这 
种 保持 曲线 间 炎 角 的 变换 称 为 保 角 变换 ,也 称 为 共 形 映照 .线性 变换 
是 保 角 变换 . 

我 们 进 一 步 指出 ,倒数 变换 we = 二 也 基 保 角 的 .根据 前 面 的 讨 
论 ,我 们 只 需 证 明 它 保持 两 直线 间 的 夹 角 就 行 了 ,分 两 种 情况 讨论 . 

1) 设 直线 /通过 原点 , 它 的 斜率 为 上 
变换 ww = 17z 的 几何 意 广 指出 ,! 的 象 也 
是 -条 直线 , 它 关 于 轴 与 /对称 .因此 象 
直线 的 斜率 是 - 有 -这 样 一 来 ,两 条 过 原点 
的 直线 若 它 们 交 于 角 8, 则 它们 的 像 直 线 
也 奖 成 角 8. 例 如 ,如 图 11 - 10 所 示 , 直线 
4 与 直线 ti 的 夹 角 为 0, 在 倒数 变换 下 ， 
,12 的 象 分 别 是 1 和 15,411 和 4, 的 夹 角 
也 是 9. 

2) 设 直 线 ? 不 通过 原点 , 且 上 共存 斜率 
包 . 定 理 2 带 出 ,这 条 直线 变 为 过 原点 的 圆 ,并 且 该 圆 在 x - 0 的 切线 
具有 斜率 - .所 有 以 & 为 斜率 的 直线 都 是 彼此 平行 的 ,在 倒数 变换 
下 ,它们 的 象 都 是 在 原点 彼此 相 切 的 圆 ,除了 通过 原点 的 那 条 直线 ， 
它 的 象 直线 是 那些 圆 的 切线 . 

这 样 一 来 ,平面 上 任意 两 条 交角 8 的 不 过 原点 的 直线 部 被 觅 为 
交角 为 8 的 两 个 图 . 

若 两 条 交角 为 6 的 直线 ,其 中 一 条 过 原点 , 男 一 条 不 过 原点 , 则 
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不 过 原点 的 一 条 上映 为 过 河 点 的 加 ,过 原点 的 一 条 里 为 过 原点 的 直线 ， 
这 条 直线 与 圆 的 交角 仍 是 9. 

综 上 .我 们 证 明了 倒数 变换 是 保 第 的 ,四 结合 定理 3, 我 们 就 得 
到 好 下 的 定理 . 

定理 5 分 式 线性 变换 是 保 角 变 换 . 
11.2.6 单位 置 到 自身 的 分 式 线性 变换 

定理 6 车 |ai <1,18| <1i 则 

| 到 <l. (6) 

证 ”还 明 的 思想 很 简单 ,只 需 作 些 计算 . 

|1 -oa8l? = (1 ~— 48)(1 -aB) = 1- a -af tlagl’, 

la-pl?= (a- Bla-B)= lal?- a8- ofB+!1B!’. 
两 者 贴 减 ,得 到 

11-- epl? -le -8|*=1-|al?-!8!? +|apgl’ 
= (1 -le -18l*) >0， 


如 la- p<l1- pl | £8| < 1 
11-ag! 
证 毕 . 


利用 定理 6, 我 们 可 以 证 明 : 
定理 7. 分 式 线性 变换 


w= ie! < (7) 
实现 了 |z=| < 1 到 iw| < 1 的 一 -一 的 保 角 映射 . 
证 ”首先 ,(6) 指出 , 当 |z| <1 时 ,| wl < +, 所 以 变换 (7) 
把 |x| < 1 的 点 变 到 } ml <1 内 . 
其 次 ,将 (7) 芭 解 出 来 ,得 到 
ermw+a 
本 (8) 
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《8) 仍然 满足 定理 6 的 条 件 , 于 是 . 当 imi<1 时 ,|=|<1: 即 道 变换 
把 iw| 之 1 内 的 点 映 到 | <| < 上 内 .这 就 证 明了 变换 (7) 是 ,=| < 1) 
到 } el < 1 的 一 一 的 变换 . 

最 后 , 保 角 性 是 明显 的 ,因为 (7) 是 分 式 线性 变换 . 


习 题 


1. 利用 图 的 方程 完成 定理 1 证 明 . 
2. 利用 复合 函数 微分 法 求 贺 


A(lri+y)+Br+rCv+D=0 
在 任意 点 处 的 切线 的 斜率 . 


$11.3 非 欧 几 何 的 庞 加 莱 模 型 


罗 巴 切 夫 斯 基 的 几何 诞生 后 长 期 不 为 人 们 所 接受 ,一 个 重要 原 
因 是 , 它 所 得 到 的 结论 是 奇特 的 .与 人 们 所 熟悉 的 事实 大 相 径 庭 . 尽 
管 在 允 辑 锥 理 上 它 是 严密 的 ,无懈可击 的 .但 是 除去 逻辑 惟 理 外 ,人 
们 看 不 到 和 性 何 东西 .因而 在 现实 空间 中 找到 -- 个 模型 来 实现 它 ,就 变 
得 十 分 重要 了 . 

第 一 个 这 样 的 模型 是 1868 年 意大利 数学 家 贝尔 特 拉 米 
(Beltrami,1835 一 1899) 给 出 的 .他 在 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 的 -一 部 分 与 
伪 球 面 的 一 部 分 之 辣 建 立 了 点 之 同和 的 对 应 ,然后 用 伪 球 面 的 内 缠 儿 
何 来 解释 罗 巴 切 夫 斯 基 凡 何 - 这 种 解释 给 予 人 们 很 大 的 启发 ,使 人 们 
对 非 欧 几何 有 了 进一步 的 认识 .这 种 解释 的 缺点 是 , 它 不 是 整体 的 ， 
只 是 局 部 的 . 

第 一 个 整体 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 模型 是 德国 数学 家 移 莱 因 
《Felex Klein,1849 一 1925) 给 出 的 . 怨 在 1871 年 的 一 篇 论文 中 概略 
好 叙述 了 他 的 思想 .他 是 第 一 个 认识 到 无 需 用 曲面 来 获得 非 欧 几 何 
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模型 的 人 . 克 莱 因 把 单位 圆 作为 罗 巴 切 夫 斯 基 的 几何 的 平面 .把 圆 中 
的 弦 作 为 罗 巴 切 夫 斯 基 的 儿 何 的 直线 .在 适当 地 定义 了 了 距离 概念 之 
后 ,使 得 罗 巴 切 夫 新 基 的 几何 的 模型 得 以 实现 . 克 莱 困 的 这 一 模型 使 
大 们 对 罗 巴 切 夫 斯 基 的 几何 有 了 真实 感 . 

克 鞠 因 之 后 .法国 数 学 家 庞 加 莱 绘 出 了 另 一 个 岁 巴 切 夫 斯 基 的 
几何 的 模型 . 他 把 克 莱 因 模型 中 的 弦 改 为 垂直 于 单位 圆周 的 圆 弧 ,并 
把 非 欧 几何 与 分 式 线 任 变换 联系 起 来 . 席 如 莱 的 模型 为 罗 巴 切 夫 斯 
基 的 几何 的 应 用 开辟 了 上 广 闹 的 遭 路 .上 虽 前 这 一 模型 在 复 分 析 , 黎 曼 曲 
面 , 自 守 函 数 , 克 芋 因 群 等 许多 数学 分 支 中 得 到 广泛 应 用 . 

下 面 我 们 就 来 介绍 庞 加 莱 的 模型 . 

13.3-1 ” 非 欧 平 面 

用 A 表示 复 平面 C 上 的 单位 圆 , 即 人 = 4z :|z| < 11, 它 的 边 
界 用 3 和 A 表示 ,取信 的 内 部 为 非 欧 平面 , 储 -- 点 > € 4A, 都 是 非 欧 平面 
内 的 点 , 称 为 非 欧 点 . 在 4 内 与 3A 垂直 的 圆 弧 或 直线 段 , 称 为 非 欧 
平面 的 非 欧 直线 ( 见 图 11 - 11). 由 此 ,所 有 过 原点 的 直线 都 是 非 欧 
直线 、 

两 条 非 欧 直线 间 的 夹 角 定义 为 在 交点 处 它们 切线 的 夹 角 , 若 非 
欧 直 线 是 直线 段 , 则 切线 就 是 它 本 身 . 

我 们 还 需要 定义 两 点 间 的 非 欧 距离 . 

任 取 两 个 非 欧 点 z1,z2 € 和 ,<1,z2 间 的 非 
欧 虐 离 定 义 为 


这 个 定义 太 复 杂 了 ! 为 什么 这 样 定 义 ?分 式 图 I1- 1 
线性 变换 就 是 我 们 下 面 要 定义 的 非 欧 运 
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动 .在 欧 几 里 得 几何 中 ,刚体 运动 保持 欧 狼 距离 不 变 . 类 似 地 ,在 非 欧 
几何 中 , 非 欧 运动 保持 非 欧 距离 不 变 .在 这 一 要 求 下 ,其 距离 必然 取 
(1) 的 形式 .我 们 略 去 推导 过 程 

要 说 明 这 是 距离 函数 .需要 验证 它 满足 通常 关于 上 距离 的 三 条 人 性 


质 : 
1)d(z1,z2) 之 0, 等 号 仅 在 =*: = xz2 时 成 立 ; 
2)d(zi,z2) = d(22,21); 
Dad(z1sz2) < aA(z1,83) + d(z3s 2). 
我 们 来 分 别 验证 1) 和 2).3) 的 计算 复杂 故 略 去 . 
1) 当 zi = xz2 时， 
| 二 | =0= (2) = tni = 0. 
TLT2 
当 zi 天 zz 时 ， 
| 诗 = 守 | >0= d,s) >0. 
T1222 
2) 只 需 注意 |z, 一 z2| = |zs 一 zi| 和 1 一 ziz2| = 11 一 zzz 
即 可 ,而 这 是 明显 的 . 
在 实 轴 上 任 取 一 点 = < 1. 它 和 原点 间 
的 非 欧 距离 为 (图 11 - 12) 了 


当 r 一 0 时 ,2(0,r) 一 0: 当 -一 1 时 ， Ts 


站台 是 说 ,在 直 欧 平面 是 处 在 无 穷 远 
的 位 置 .学 了 下 节 讲 述 的 非 欧 运动 之 后 , 读 
者 自己 不 难 证 明 ,54 上 的 点 都 处 在 无 穷 远 
的 位 置 . 这样 我 们 就 在 有 限 的 单位 圆 内 表 


生生 .3 非 欧 几 何 的 庞 加 荣 模 型 387 、 


现 了 一 个 无 限 的 非 欧 空间 . 

有 了 非 欧 距离 的 概念 就 能 导出 非 欧 圆 与 非 欧 圆 周 的 概念 .给 定 
入 内 一 点 zo 和 一 个 实数 7 >0, 以 za 为 中 心 , 以 -为 半径 的 非 欧 圆 定 
义 为 集合 

A= jzEA:d(zoz) < ri. 
到 zo 的 非 欧 曝 离 等 于 x 的 一 切 点 的 集合 
aA = 1zEA:d(lzor) = ri. 
叫 微 以 zo 为 中 心 以 > 为 半径 的 非 欧 圆周 . 
11.3.2 非 欧 刚体 运动 

着 w= f(z) 是 A 到 A 的 一 个 变换 ,在 这 个 变换 下 两 点 的 性 欧 

距离 保持 不 变 , 即 


(zz2) = CCzoiyrea)， 
其 中 zl = f(z1) ,ws = f(z2), 则 称 f 是 一 个 非 欧 刚体 运动 . 
定理 1 分 式 线性 变换 


ee 芋 二 允 


一 二 一 一 ,|al<1. 《3 


1-ax 
是 一 个 非 欧 刚体 运动 . 
证 ”前面 已 经 证 明了 ,(3) 是 A 到 A 的 保 角 变换 .现在 只 需 订 明 
它 保持 非 欧 距 高 .由 非 欧 距离 的 公式 知 ,只 需 证 明 


本 


2 一 281 =| 22 TI | 
1 一 wt 1— ziz2 
事实 上 ， 
wel 二 
0 X20 9 YL 一 人 
az l= 一 一 一 
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提出 , 通 分 .化 简 得 
一 国 2} 221. 
wa 
; 一 四 Cs 一 az 一 a) 
x lim 1 a dy 
通 分 ,化 简 得 到 


-letDG Bie) 
1 eT Ta) er) ‘5) 
(4) 与 (5) 相 比 ,到 绝对 值 ,就 得 出 


oa 一 ter 


-| 


Oo toy 
人 内 任何 两 点 z1 ,=a, 孝 可 经 过 非 欧 刚体 运动 将 其 中 的 一 点 变换 
为 另 一 点 ,事实 上 ,变换 


(6) 


也 是 一 个 刚体 运动 , 它 把 x; 变 到 原点 .这 个 变换 的 道 变 换 就 将 原点 
变 到 点 =: .第 一 个 变换 和 第 二 个 变换 的 逆 变 换 复 合 起 来 就 可 把 点 x 
变 到 点 2. 

车 在 变换 (6) 下 ,xi 的 象 是 wi, x2 的 象 是 ww,, 则 


a 


wl = 0,iw; = 


由 刚体 运动 的 定义 和 定理 1 得 到 
定理 2 


1— zz2 


dlzi,21) = d(0, w), 
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经 过 一 个 旋转 可 将 mw 变 到 实 轴 上 . 因而 任意 两 点 间 的 非 欧 距离 可 
化 到 实 轴 上 来 算 . 
11.3.3 ” 罗 巴 切 夫 斯 基 公 理 系统 

罗马 切 夫 斯 基 公 理 系统 指 的 是 欧 几 里 得 几何 的 前 四 条 公设 再 加 
上 罗 巴 切 夫 斯 基 的 第 五 公设 .我 们 罗列 如 下 ,并 
逐条 作 些 说 明 : 

1) 过 和 内 任意 两 点 可 以 做 一 非 欧 直线 段 . 

当 zl, za 中 有 一 点 是 原点 时 ,连接 z,,x2 的 
非 欧 线段 就 是 两 点 间 的 欧 氏 线段 (图 11 一 13). 当 
xlvz2 都 不 是 原点 时 ,过 zt,zz 作 一 圆 弧 或 直线 
段 .使 之 垂直 于 3A. 这 是 做 得 到 的 :利用 分 式 线 图 11 -13 
性 变换 (6) 就 可 将 =; 变 到 原点 ,将 = 变 到 ww,. 存 
在 连接 原点 与 rw 的 欧 近 线段,(6) 的 逆 变 换 就 将 wi ,wz 变 回 到 =,， 
zz; 连接 wi ,wz 的 直线 虹 ( 延 长 后 就 是 入 的 直径 ,垂直 于 9A) 就 变 成 
连接 =,, =2 的 直线 段 或 圆 红 . 变换 的 保 角 性 就 保证 了 连接 zi, =: 的 
直线 或 圆 弧 与 SA 垂直 . 

2) 一 非 欧 直线 段 可 以 沿 两 个 方向 无 限 延 长 .这 是 明显 的 ,因为 
34 上 的 点 处 在 无 穷 远 的 位 置 .事实 上 ,在 分 式 线性 变换 下 ,3A 上 的 
点 可 以 互 变 .我 们 已 经 指出 ,1 处 在 无 穷 远 的 位 置 ,从 而 34 上 的 其 它 
点 也 处 在 无 穷 远 的 位 置 . 

3) 以 任意 一 点 zo 为 中 心 , 以 任意 正 数 r 为 半径 可 以 作 一 个 非 欧 
男 . 

非 欧 加 具有 方程 


A(zo,2) < 了 
利用 距离 公式 (1) 我 们 有 


1+| | 
41 二 蕊 


nO 
1-| | 1- 
1 -zoz! 
做 简单 运算 即 可 解 出 
| z -=| 全 一 1 
e+rl 
先 看 x。= 0 的 情况 ,这 时 上 面 的 方程 化 为 
er -1 
etl 


1 zoz 


1=| 私 


易 见 ,这 是 以 zo = 0 为 中 心 ,以 S 为 半径 的 欧 民 
至 于 zo 天 0 的 情况 .可 以 借助 分 式 线性 变换 ,将 


zo 点 变 到 原点 


口 . 求 出 以 O 为 心 的 贺 ,再 利用 这 个 分 式 线性 变换 的 道 变换 将 这 个 


赔 的 中 心 . 表 达 式 相当 复杂 ,这 里 不 再 歼 述 . 
4) 凡 直 角 都 相等 . 


变 回 去 , 欧 氏 圆 仍 变 为 欧 氏 圆 ,不 过 这 时 非 欧 圆 的 中 


P 心 不 再 是 欧 氏 


5) 设 上 是 入 内 任意 一 条 非 欧 直 线 , = EA 不 在 1 上 ,那么 吓 以 过 


zo 作 无 穷 多 条 非 欧 直 线 不 与 ! 相交 . 

设 1 与 3A 的 交点 是 A,B, 过 ze 作 一 
条 非 欧 直线 1 与 相 切 于 点 A ,过 zo 再 作 
另 一 非 欧 直线 1;, 与 ! 相 切 于 点 B,t1,l, 在 
A 内 都 不 与 7 相交 ,并 且 4 与 1 所 夹 的 阴 
影 部 分 任 一 点 与 zo 所 决定 的 非 欧 直线 都 
不 与 上 相交 (图 11 - 14). 

2,2a 称 为 过 xe 与 /平行 的 非 欧 直 线 ， 
其 它 过 zo 与 不 不 相交 的 非 欧 直 线 叫 超 平行 
非 欧 直线 . 
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这 就 说 明了 庞 加 莱 的 模型 满足 罗 巴 切 夫 斯 基 的 五 条 公设 . 
11.3.4 三 角形 内 角 和 小 于 1807 

在 欧 岂 里 得 几何 中 .利用 平行 公设 可 以 证 明 ,三 角形 内 角 和 等 于 
180"” .现在 非 欧 斤 何 中 平行 公设 不 同 了 .因而 首先 想到 的 是 ,一 角形 
内 角 和 不 会 再 等 于 180" .在 罗 思 切 夫 斯 基 几 何 中 ,下 角形 内 负 和 总 是 
小 于 180" 的 . 

定理 3 非 欧 三 角形 的 三 内 角 和 小 于 180”. 

证 设 ww ,ws, ww 是 非 欧 平面 内 的 任意 三 点 ,过 这 三 点 可 以 作 
一 个 非 葡 三 角形 人 ,wzw3, 如 图 11 一 15(a) 所 示 . 和 到 入 的 非 欧 运 
动 是 保 角 的 . 因而 在 非 欧 送 动 下 ,三 角形 内 角 和 不 改变 , 作 非 欧 运动 
将 非 欧 三 角形 全 1 zw2ws 变 为 非 欧 三 角形 人 zi zaxs, 并 使 =， = 0. 
这 时 非 欧 线段 zix,, zixs 在 A 的 直径 上 ,然后 用 欧 氏 线段 连接 >:， 
z3. 这 一 线段 与 非 欧 三 角形 ^ xizzzs 移 两 直角 边 构 成 一 个 欧 氏 三 角 
形 , 设 它 的 内 角 分 别 为 a ,8 ,六 .由 图 11- 1S(b) 可 看 出 :a = oa， 
及 >B >7. 但 a +B+Y =180', 所 以 a+B8+yY<<180". 这 
就 是 我 们 要 证 的 . 


图 11 -15 


11.3.5 真理 性 讨论 
现在 在 我 们 的 面前 出 更 了 两 种 几何 ,一 种 是 我 们 从 小 就 部 悉 的 
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欧 氏 几何 ,一 种 是 我 们 刚刚 学 过 的 双 曲 几何 ,或 罗 巴 切 夫 斯 基 开 何 - 
在 欧 氏 几何 中 平行 公理 是 ,过 平面 上 直线 外 的 一 点 ,有 县 只 有 一 条 直 
线 与 原 直线 平行 ,在 双 曲 几何 中 ,过 平面 上 直线 外 的 一 点 有 无 穷 多 条 
直线 ,无 论 怎样 延长 也 不 与 原 直线 相交 - 这 两 条 公理 看 来 是 相悖 的 . 

在 我 们 通常 的 经 验 中 ,如果 出 现 丽 个 相互 矛盾 的 论断 ,那么 一 定 
有 一 个 是 错误 的 .如 何 判断 我 们 现在 遇 到 的 问题 呢 ? 是 不 是 一 种 岂 何 
是 正确 的 ,而 另 一 种 几何 是 错误 的 呢 ? 问 题 没 有 这 样 简单 .我们 遇 到 
了 一 个 远 为 深刻 的 问题 ,必须 冲破 俗 见 ,学 求 对 问题 的 新 的 理解 . 答 
案 是 ,两 种 凡 何 都 是 正确 的 . 

那么 ,判断 的 标准 是 什么 呢 ? 也 就 是 说 ,我 们 根据 什么 标准 去 判 
断 一 种 几何 是 否 正确 呢 ? 我 们 过 到 的 问题 实质 上 是 数学 真理 与 客观 
真理 的 关系 问题 .这 是 两 个 在 本 质 上 不 同 的 呵 题 .首先 ,这 两 种 几何 
是 不 是 数学 真理 , 即 在 数学 上 它们 是 不 是 正确 的 .其 次 ,这 两 种 几何 
是 否 刻画 了 我 们 所 生活 的 物理 世界 . 

第 一 个 问题 是 逮 辑 问题 , 即 它 们 旦 不 是 数学 真理 . 这 个 问题 在 19 
世纪 末 已 经 解决 :这 两 种 几何 都 是 数学 真理 .无 论 是 欧 氏 几何 还 是 双 
曲 见 何在 逻辑 上 都 没有 错误 ,部 是 正确 的 .那么 ,为 什么 这 两 种 几何 的 
结论 是 如 此 的 不 同 呢 ?道理 很 简单 ,前 提 不 同 结论 自然 不 同 . 从 不 同 的 
公理 体系 出 发 ,自然 得 出 不 同 的 定理 .逻辑 只 看 重 推论 而 人 不 看 重 前 提 . 

当 数 学 家 深思 新 几何 出 现 的 意义 时 ,思想 得 到 了 -- 次 真 止 的 解 
放 . 原 米 人 们 可 以 通过 构造 不 同 的 公理 体系 来 建立 不 向 的 几 人 学 .所 
以 罗 巴 切 夫 斯 林 几 何 的 出 现 为 大 量 新 几何 的 出 现 打开 了 大 门 . 

在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 诞生 的 初期 ,人 们 总 是 带 着 怀疑 的 态度 研 
充 它 ,企图 在 这 种 括 何 中 找 出 彼此 矛盾 的 命题 ,以 证 明 罗 巴 切 夫 斯 基 
几何 不 是 数学 真理 .但 是 没有 找到 这 种 命题 .人 们 没有 找到 这 种 命题 
并 不 表示 这 种 命题 就 不 存在 .如 果 这 种 研究 继续 下 去 ,若干 年 后 或 许 
会 出 现 一 个 智者 ,他 能 找到 这 样 的 命题 ,不 是 仍然 说 明 罗 氏 几 何不 是 
数学 真理 吗 ? 这 说 明 , 人 们 必须 设法 证 明 罗 氏 几 何 的 公理 体系 是 相 容 
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的 ,以 保证 不 但 现在 找 不 到 ,以 后 也 找 不 到 这 种 彼此 矛盾 的 命题 . 

这 是 一 个 生命 煞 关 的 问题 .数学 家 必须 回答 这 一 问题 .否则 罗氏 
几何 就 始终 处 在 风雨 各 据 之 中 ,一 阵 大 风 就 会 把 它 吹 倒 . 

那么 这 个 问题 是 由 谁 解决 ,又 是 如 何 解决 的 呢 ? 这 是 在 非 欧 几 何 
发 现 40 年 后 的 事情 . 那 是 贝尔 特 拉 米 ,凯利 ,F. 克 莱 因 和 庞 加 菜 等 人 
的 工作 .办 法 是 在 欧 氏 几 何 内 部 建立 一 个 罗氏 几何 的 模型 . 罗 巴 切 夫 
斯 基 几 何 的 庞 加 莱 模 型 就 是 其 中 之 一 .这 就 是 我 们 前 面 所 讲 的 内 容 . 
我 们 的 全 部 推理 都 是 依照 欧 氏 几何 进行 的 .每 一 个 命题 都 可 以 解释 
为 非 欧 几何 的 命题 ,也 可 以 解释 为 欧 氏 几何 的 命题 . 这样 一 来 ,如 果 
非 欧 几何 中 有 一 条 命题 与 其 它 命题 牙 盾 ,那么 在 欧 氏 几何 中 也 一 定 
有 一 条 命题 与 其 它 命 题 牙 盾 . 了 于 是 非 欧 几何 的 任何 不 相 容 性 部 会 反 
映 出 此 表 孙 的 欧 氏 几何 的 对 应 的 不 相 容 性 . 庞 加 莱 的 模型 告诉 人 们 ， 
如 果 欧 氏 几 何 是 相 容 的 ,那么 罗氏 几何 也 是 相 容 的 . 

这 种 论证 法 我 们 称 为 相对 相 容 性 论证 . 

本 来 对 欧 氏 几何 的 公理 系统 也 应 该 问 一 问 它 是 不 是 相 容 的 , 即 
直 这 个 系统 出 发 会 不 会 得 到 彼此 矛盾 的 命题 .但 是 , 欧 氏 几何 的 公理 
系统 是 如 此 自然 .两 千 多 年 以 来 从 未 名 现 过 这 样 的 予 慎 ,所 以 人 们 对 
它 深信 不 疑 .而 罗氏 几何 却 完全 不 同 , 它 的 命题 非常 奇特 ,人 们 木 由 
得 不 怀疑 它 . 

罗 巴 切 夫 斯 其 的 非 欧 岂 何 的 相 容 人 性 的 一 个 结果 是 十 老 的 平行 公 
设 的 问题 的 最 终 解 决 . 相 容 性 确定 了 这 样 的 事实 :平行 公设 独立 于 网 
氏 几 何 的 其 它 公 设 .把 平行 公设 作为 定理 ,由 其 它 公 没 推出 它 的 可 能 
人 性 是 不 存在 的 . 

非 欧 儿 何 的 相 容 性 还 有 另 一 个 重要 的 后 果 ,其 影响 四 这 超出 了 
平行 公设 问题 的 解决 . 几何 学 从 传统 中 解放 出 来 了 . 接 申 而 来 的 是 各 
种 各 样 的 几何 学 的 诞生 .对 整个 数学 也 有 类 似 的 影响 .数学 显现 为 人 
类 思想 的 自由 创造 物 . 

非 欧 几 何 的 相 容 注 的 研究 还 大 大 促进 了 数学 公理 系统 的 研究 及 几 
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何 基础 的 研究 . 希 尔 伯 特 和 其 它 一 些 数学 家 在 这 方面 作 了 许多 工作 . 

第 二 个 问题 是 .我 们 所 居住 的 物理 空间 是 欧 氏 的 还 是 非 欧 的 ? 

这 个 问题 是 数学 真理 与 客观 真理 的 关系 问题 .~ 切 数 学 真理 都 
存在 这 一 问题 .回答 这 个 间 题 的 办 法 不 是 靠 思辨 而 是 靠 实践 .但 是 日 
前 的 观测 还 不 能 判断 我 们 所 先 活 的 空间 是 欧 氏 的 还 是 非 欧 的 . 

如 果 观 测 的 办 法 不 能 国 答 这 一 问题 ,那么 借助 物理 学 的 研究 成 
果 来 探索 这 一 局 题 将 也 是 一 个 重要 途径 .和 饮 今 为 由 ,存在 丙种 对 物理 
空间 的 理解 :一 种 是 牛顿 的 ,一 种 是 爱 因 斯 坦 的 - 

对 于 牛顿 ,时 间 和 空间 形成 一 个 绝对 的 框架 , 宝 定 的 物质 活动 按 
照 稳 定 的 秩序 在 其 中 运行 .这 个 字 宙 对 每 一 个 观察 者 都 是 一 性 的 ,不 
管 他 站 在 什么 地 方 或 以 什么 方式 旅行 . 即使 对 这 样 的 空间 ,我 们 也 不 
能 判断 , 它 是 欧 氏 的 还 是 非 欧 的 . 

1905 年 , 善 名 物理 学 家 爱 因 斯 坦 发 表 了 狭义 相对 论 , 按照 这 种 
理论 ,时 间 与 空间 是 不 可 分 割 的 .1915 年 他 又 发 展 了 广义 相对 论 . 在 
广义 相对 论 中 他 放弃 了 对 时 空 均匀 件 的 假定 , 而 认为 时 空 是 由 不 均 
旬 的 物质 分 布 和 运动 所 构成 . 爱 因 斯 坦 使 光 联 上 时 间 ,时间 又 联 圭 袖 
问 ; 使 能 量 联 1 物质 ,物质 联 上 空间 ,空间 又 联 上 引力 . 爱 因 斯 坦 的 物 
理 空 间 是 十 分 复杂 的 . 所 以 ,从 整体 上 看 ,这 个 空间 的 及 何 学 不 会 是 
欧 氏 的 .也 不 会 是 罗 巴 切 夫 斯 基 的 . 

但 是 在 局 部 上 , 欧 氏 元 何 与 非 欧 几何 都 是 物理 空间 的 很 好 的 近似 . 
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微 积 分 ,或 者 数学 分 析 , 是 人 类 思维 的 伟大 成 果 之 -一 . 它 处 于 让 
然 科 学 与 人 文科 学 之 间 的 地 位 ,使 它 成 为 高 等 教育 的 一 种 特别 有 效 
药 工 具 . 址 性 的 是 ,被 积分 的 教学 方法 有 时 流 于 机 械 , 不 能 体现 出 这 
门 学 科 妃 是 撼 人 忌 灵 的 智力 奋斗 的 结 遍 ;这 种 奋斗 已 经 厉 两 千 五 吉 
多 年 之 久 , 它 深 深 扎 根 于 人 类 活动 的 许多 领域 .并且 , 兵 要 人 们 兴 识 
自己 和 认识 自然 的 努力 一 日 不 止 ,这 种 奋斗 就 将 继续 不 已 、 

R. 柯 朗 

课本 中 的 字 搬 句柄 的 投 述 ,未 能 表现 出 创造 过 程 中 的 斗争 、 挫 
折 , 以 及 在 建立 一 个 可 观 的 结构 之 前 ,数学 家 所 经 历 的 艰苦 漫长 的 道 
路 .学 生 一 旦 认识 到 这 一 点 ,他 将 不 仅 获得 真知 灼 见 ,还 将 获得 奖 强 
地 追究 他 所 攻 问 题 的 勇气 ,并 且 不 会 因为 他 自己 的 工作 并 非 完 美 无 
缺 而 感到 矣 丧 , 实在 说 . 氢 述 数学 家 如 何 跌 交 ,如 何在 迷雾 中 摸索 前 
进 , 并 且 如 何 零 零 碎 碎 地 得 到 他 们 的 成 果 , 应 能 使 搞 研究 工作 的 任 一 
新 手 鼓 起 勇气 . 


M. 克 茶 因 
温 故 而 知 新 ,可 以 为 师 侨 . 
论语 
学 习 微 积分 概念 的 发 展 史 将 会 使 我 们 受益 良 多 . 
17 世纪 正 是 由 中 世纪 疝 新 时 代 过 滤 的 时 期 .资本 主义 开始 发 
展 , 并 成 为 与 封建 制度 作 斗 争 的 先进 力量 .精密 科学 从 当时 的 生产 与 
社会 生活 中 获得 巨大 动力 .航海 学 引起 了 对 天 文学 及 光学 的 高 度 兴 
趣 . 造 船 学 ,机 器 制造 与 建筑 , 坦 黄 及 运河 的 修建 ,弹道 学 及 一 般 的 军 
事 问题 等 等 ,促进 了 力学 的 发 展 . 天 文学 ,力学 ,光学 以 及 工业 技术 本 
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身 , 又 要 求 对 当时 的 数学 作 彻 底 的 革新 . 

音 新 的 旗 帆 是 变量 ,有 了 变量 数学 才能 研究 运动 与 变化 ,才能 适 
应 新 时 期 科学 技术 对 数学 的 新 要 求 .科学 技术 及 自然 科学 方面 提出 
的 新 闻 题 导致 了 无 穷 小 量 的 研究 ,从 而 诞生 了 数学 分 析 这 一 学 科 ， 

研究 的 开始 是 “手工 业 ” 式 的 .建立 每 -- 个 个 别 的 结果 都 要 采取 
特殊 的 办 法 . 随 着 时 间 的 推移 情况 途 渐 有 所 改变 ,终于 出 现 了 用 -一般 
的 方法 去 解 同一 类 型 的 问题 ,建立 了 各 类 问题 之 间 的 联系 ,型 清楚 了 
一 些 基本 概念 . 而 旦 微分 学 与 积分 学 是 相互 独 立地 发 展 起 来 的 ,最 后 
在 牛顿 和 莱 布 尼 芯 手中 建立 了 微分 学 和 积分 学 的 联系 ,完成 了 微 积 
分 的 创立 . 

那么 ,促使 微 积分 产生 的 主要 因素 蚌 件 么 呢 ? 当 时 科学 面临 的 主 
要 问题 是 什么 呢 ? 微 积分 的 创立 首先 是 为 了 处 理 下 列 四 类 问题 . 

1. 已 知 物 体 运动 的 路 程 与 时 间 的 关系 , 求 物体 在 任意 时 刻 的 速 
度 和 加 速度 . 反 过 来 ,已 知 物体 运动 的 如 速记 与 速度 , 求 物体 在 任意 
时 刻 的 速度 与 路 程 . 

困难 在 于 ,17 地 纪 所 涉及 的 速度 和 加 速度 每 时 每 刻 都 在 变化 . 
计算 平均 速度 可 用 运动 的 时 间 去 除 运动 的 距离 .但 对 几时 速度 ,运动 
的 距离 和 时 人 间 都 是 0, 这 就 碰 到 了 0m 的 疝 题 .这 是 人 类 第 -次 磁 到 
这 样 的 问题 . 

2. 求 曲线 的 切线 .这 是 一 个 纯 汇 何 的 问题 ,但 对 于 科学 应 用 具有 
重大 意义 .例如 在 光学 中 ,透镜 的 设计 就 用 到 曲线 的 切线 和 法 线 的 知 
误 , 在 运动 中 也 遇 到 曲线 的 切线 问题 .运动 物体 在 它 的 轨迹 上 任 一 点 
外 的 运动 方向 ,是 轨迹 的 切线 方向 . 

实际 上 ,“ 切 线 ” 本 身 的 意义 也 是 没有 解决 的 问题 . 对 于 网 锥 昌 
线 , 把 切线 定义 为 和 晶 线 只 接触 一 点 而 且 位 于 曲线 一 边 的 直线 就 足 
够 了 ;这 个 定义 古 希 腊 人 人 忆 经 知道 .但 是 对 于 17 世纪 所 用 的 比较 复 
杂 的 曲线 , 它 就 不 适用 了 . 

3. 求 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 问 题 . 在 弹道 学 中 这 涉及 到 炮弹 的 
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射程 问题 .在 天 文学 中 涉及 到 行星 和 太阳 的 最 近 和 最 远 上 距离 问题 . 

4- 求 积 问题 . 求 曲线 的 弧 长 ,曲线 所 围 区 域 的 面积 , 曲面 所 围 的 
体积 ,物体 的 重心 等 .这 些 问 题 在 古 希 腊 已 开始 研究 ,得 他 们 的 方法 
缺乏 一 般 性 . 
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12.1.1 下 多 克 案 斯 的 穷竭 法 

我 们 由 积分 学 的 早期 中 开始 . 讲 到 面积 ,体积 和 弛 长 的 计算 ,图 
形 重心 的 定位 ,这 实际 上 要 追 潮 到 遥远 的 古 希 购 . 

苏 格 拉 底 的 同时 代 人 , 巧 辩 家 安 提 永 ( 约 公元 前 500 年 ) 是 对 辆 
的 求 积 问题 作出 贡献 的 第 一 人 . 安 提 直 提出 , 随 着 一 个 贺 的 内 接 正 多 
边 形 的 边 数 逐 次 成 倍增 加 . 圆 与 多 边 形 面积 的 差 将 被 穷竭 . 安 提 让 的 
论断 包含 了 希腊 穷 竟 法 的 萌芽 .但 穷 竟 法 通常 以 欧 多 克 索 斯 命名 .网 
多 克 索 斯 (Eudoxus 公元 前 400 一 公元 前 350) 是 古 希 腊 柏 拉 图 时 代 
最 伟大 的 数学 家 和 大 文学 家 . 生 于 小 亚 西 亚 夷 南 的 克 尼 图 斯 .他 假定 
量 是 无 限 可 分 的 ,并 以 下 述 命题 为 基础 . 

命题 1 如 果 从 任 一 量 中 减 去 不 小 于 它 的 一 半 的 部 分 ,从 余 蕊 
中 再 减 去 不 小 于 它 的 一 半 的 另 一 部 分 ,如 此 继续 下 去 , 则 最 后 留 下 -一 
个 小 于 任何 给 定 的 同类 量 的 莉 . 

为 了 更 好 地 理解 穷竭 法 .我 们 来 详细 地 考察 一 个 例子 . 

命题 2 轿 的 内 接 相似 正 多 按 形 面积 之 比 等 于 圆 的 直 答 的 平方 
之 比 . 

这 个 证 明 是 大 家 熟知 的 , 故 略 去 .看 下 面 的 命题 . 

命题 3 圆 与 项 的 而 积 之 比 等 于 其 直径 平方 之 比 - 

证 设 Al,AA; 分 别 是 直径 为 d1, da; 的 两 个 圆 的 面积 .我 们 要 让 
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Al: A:= d?:dai. 
在 图 12 - 1 中 , 设 AB 为 圆 的 内 接 正 多 边 形 


的 一 边 , M 为 4B 的 中 点 .RS 在 点 M 与 圆 相 切 . 因 
为 人 AMB 的 面积 是 矩形 ABSR 的 面积 的 一 半 ， 
所 以 它 也 大 于 弓形 AMB 面积 的 一 半 . 这 样 , 当 把 
内 接 正 多 边 形 的 边 数 不 断 地 加 倍 时 ,我 们 就 能 使 
多 边 形 与 圆 的 面积 之 差 小 于 任意 小 的 给 定 面积 . 图 1 
到 我 们 的 命题 .假定 命题 不 成 立 . 先 设 

Al: A, > ad?: cd 
我 们 可 以 在 第 一 个 圆 中 作 一 个 内 接 正 多 边 形 ,使 其 面积 P 与 41 之 
差 如 此 之 小 ,使 得 


日 


Pi A> di: di. 
在 第 二 个 圆 中 作 一 个 内 接 正 多 边 形 , 与 第 一 个 内 接 止 多 边 形 相似 ,使 
其 面积 为 P;. 根 据 命题 2， 

Pi :PP = d?: di. 


因此 ， 
Pi:As>Pi:P; = Ps>A，- 

这 就 得 到 一 个 入 盾 ; 因 为 正 多 边 形 的 面积 不 超过 它 的 外 接 阅 的 面积 . 

类 似 地 ,我们 可 以 证 明 ,不 可 能 有 

A A < di: di. 

于 是 命题 得 证 .这 里 使 用 的 方法 叫 双 归 雇 法 . 

双 归 刘 法 是 严 间 的 ,但 不 能 得 出 成 果 . 换 句 话说 ,一 旦 知道 了 一 
个 公式 , 双 归 邂 法 就 能 提供 证 明 它 的 灵巧 工具 ,然而 这 方法 对 结果 的 
最 初 发 现 不 起 作用 .在 这 方面 它 很 像 归 纳 法 . 

欧 多 克 索 斯 还 证 明了 棱锥 体积 是 同 底 同 高 的 棱柱 体积 的 三 分 之 
一 ;以 及 圆锥 体积 是 同 底 同 高 的 圆柱 体积 的 三 分 之 一 .但 他 没有 易 确 
的 极限 思想 . 
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12.1.2 阿 基 米 德 的 平衡 法 


在 古人 中 , 阿 基 米 德 对 穷竭 法 作 册 了 最 巧妙 的 应 用 . 阿 茶 米 德 大 
约 于 公元 前 287 年 出 生存 西西 里 岛 的 叙 拉 上 古 . 人 氢 拉 机 是 当时 项 腊 的 
一 个 殖民 城市 .公元 前 212 年 罗马 人 攻陷 氢 拉 古 时 阿 某 米 德 被 害 . 城 
被 帮 破 时 ,他 正在 沫 心 钱 究 两 在 沙 航 生 的 一 个 网 形 .一 个 刚 攻 进 城 的 
风 雪 上 兵 向 他 跑 来 .身影 落 在 沙盘 平 的 角形 二, 他 挥 王 让 上 兵 岗 开 ， 
以 免 形 乱 了 他 的 图 堪 ,结果 那 六 兵 就 用 长 下 把 他 刺 站 了 

阿 基 米 德 的 紫 象 征 一 个 时 代 的 结束 , 代 之 而 起 的 是 罗马 文明 

阿 基 米 德 有 十 部 蘑 作 流传 全 分 ,有 迹象 表 尖 他 的 男 -…- 霸 党 作 失 
传 了 .现存 的 这 些 车 作 都 是 杰作 ,计算 技巧 高 超 , 证 明 严 格 , 并 表现 了 
高 度 的 创造 性 .在 这 些 著作 中 ,他 对 数学 作出 的 最 中 人 注 日 的 页 献 
是 ,积分 方法 的 早期 发 展 . 

在 阿 基 米 德 《 论 球 和 柱 体 》 一 卡 中 .第 一 次 出 更 了 味 和 奈 冠 的 表 
面积 , 球 和 球 缺 的 体积 的 正确 公民 .《 论 球 和 柱 体 》 一 - 书 分 为 两 关 . 在 
第 - - 卷 的 命 明 33 和 34 的 排 理 中 ,他 指出 ,如 果 圆 柱 的 底 等 于 球 的 大 
阁 ,全 杜 的 襄 等 于 球 的 直 答 , 则 球 的 表面 税 愉 好 等 于 辆 人 柱 的 总 面积 
(包括 侧 商 积 和 两 底 的 而 积 ) 的 223, 阅 柱 的 体积 恰好 等 于 球 的 体积 
的 3 巡 . 由 此 不 难得 出 我 们 熟知 的 公式 : 


S = 4 ,Vv = 各 rr， 


其 中 人 S 和 YW 分 别 表示 半径 为 r 的 球 的 表面 各 和 体积 
六 些 结 时 居 通过 系列 命题 一 步 一 步 推导 出 来 的 ,这 个 过 程 蕴 
阿 基 米 德 的 男 一 短 论 “ 方 法 ”是 1906 年 才 发 现 前 .这 个 短 论 在 此 
趟 上 是 禾 虹 具 山 大 果 斑 大 学 依 拉 托 斯 苏 书 的 一 封 信 .在 这 个 短 论 中 ， 
阿 基 米 德 说 .他 以 特殊 的 方法 得 出 了 他 的 结果 ,其 中 形式 上 利用 了 村 
村 平衡 理论 , 亿 本 质 上 是 含有 由 线 组 成 平面 图 形 ,由 平 商 组 成 立体 的 
思想 . 这 种 借助 “原子 论 ” 方法 找到 的 真理 , 阿 基 米 德 用 反 汪 法 给 出 
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了 了 严格 的 证 明 ， 
为 了 其 体 说 明 这 种 方法 ,我 们 来 应 用 这 种 方法 求 球 的 体积 . 圆柱 
的 体积 和 辆 锥 的 体积 比较 好 求 ,这 在 阿 基 米 德 时 代 早 已 知 遵 . 求 球 的 
体积 要 困难 得 多 - 阿 基 米 德 异 助 较 柱 和 圆锥 的 体 税 求 出 了 球 的 体积 . 
命题 4 ”半径 为 ， 的 戌 的 体积 是 了 = 4xr*/3. 


图 12-2 


解 ”把 球 的 直径 放 在 zx 办 上 . 设 是 它 的 北航 ,S 是 它 的 南极 ， 
且 原 点 与 北极 重合 (图 12 ~- 2). 西 出 2r < 的 矩形 NSBA 和 全 NSC. 
绕 > 轴 旋 转 矩 形 NSBA 和 人 NSC ,得 到 一 个 回 往 体 和 一 个 圆锥 体 . 
圆 的 旋转 得 到 球体 .然后 从 这 三 个 立体 上 切 下 与 NN 的 距离 为 x , 厚 为 
Az 的 竖立 的 薄片 . 

这 些 薄片 的 体积 近似 为 

球体 :r(2.rr 一 x7)Ar; 

柱 体 :rzaxi 

锥 体 :nr?Ax， 

取 上 出 球体 和 锥 址 的 薄片 ,把 它们 的 质心 吊 在 点 工 ， 

使 TN = 2r. 这 两 个 薄片 绕 N 的 合成 力 答 为 
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Ex(2rr za)aa rraac 2r = 4nriraAr. 
不 难看 刷 , 这 是 圆柱 割 出 的 薄片 处 于 原来 位 置 时 绕 NN 的 先 的 四 倍 . 
把 所 和 这 样 害 出 的 薄片 绕 N 的 力 关 加 在 一 起 .我 们 便 得 到 
2r[ 球 的 体积 + 圆锥 的 体积 ] * 4r[ 鸭 柱 的 体积 ] 
即 


SE ] = gx, 
3 


27[ 球 的 体积 + 

由 此 我 们 就 求 出 了 球 的 体积 
球 的 体积 天 人 . 
这 谣 是 阿 些 米 德 求 球 的 体积 的 方法 ， 

阿 基 米 德 的 数学 素养 角 高 ,他 决 不 把 这 种 方法 当 作 证 明 . 而 让 随 
所 利用 穷 竟 污 给 出 了 一 个 产 格 的 证明. 数学 史家 点 莱 因 和 兽 这 样 评论 
道 ,隆基 洲 德 的 严格 性 比 牛 顿 和 莱 布 尼 芯 的 坚 摧 明 得 多 . 

在 阿 革 米 德 的 平衡 法 中 ,他 把 一 个 量 看 成 由 大 呈 的 微 虑 所 组 成 ， 
这 与 现代 的 积分 法 实 奢 上 呈 相 同 的 . 阿 是 米 德 的 著作 是 希 腾 数 学 的 
项 峰 ， 


阿 基 米 德 对 他 在 &《 论 球 逢 圆柱 》 一 书 中 作出 的 让 
献 十 分 满意 ,以 致 于 他 项 户 在 他 死 后 把 个 内 切 于 加 【< 一 人 
柱 的 球 的 图 展 ( 几 12 - 3) 刻 在 他 的 曹 碑 上 .后 来 当 风 [— 
马 将 军 蕊 塞 拉 斯 得 知 阿 基 米 德 在 氢 拉 证 陷落 期 问 被 杀 一 
的 消息 时 ,他 为 阿 基 米 德 举 行 了 隆重 的 葬礼 ,并 为 阿 基 (一 
厅 德 六 了 - 块 莫 碑 , 上面 刻 着 阿 基 米 德 牛 前 要 求 的 那 

个 图 形 ,以 此 来 表示 他 对 阿 基 米 德 的 尊敬 .这 块 幕 地 后 网 1 3 
来 淹没 了 . 令 人 惊奇 的 是 ,在 1965 年 , 当 为 一 家 新 建 的 饭店 挖 地 卡 
时 , 铲 士 机 磋 到 一 块 幕 碑 , 上 面 刻 着 一 个 内 切 于 网 柱 的 球 的 图 形 . 叙 
拉 古 人 又 为 他 们 的 这 位 伟人 重建 了 菊 蔓 . 
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12.1.3 不 可 分 素 方法 


第 一 个 试图 阐明 阿 基 洲 德 方法 ,并 将 他 的 方法 给 予 推 广 的 是 德 
国 的 天 文学 家 和 数学 家 刻 卜 勒 . 刻 卜 勒 在 1615 年 写 了 一 本 书 名 为 
《 消 桶 的 新 立体 几何 》, 书 中 包含 用 无 穷 小 元 素 求 面积 和 求 体积 的 许 
多 问题 .其 中 有 87 种 新 的 旋转 体 的 体积 .刻下 勒 欧 工作 的 直接 继承 
者 是 B. 卡 瓦 州 里 (B.Cavalieri). 

上 远 询 里 十 1598 年 生 于 意大利 的 米兰 .他 是 伽利略 的 学 生 . 从 
1629 年 起 他 一 直 担 任 恋 洛 尼 亚 的 大 学 教授 ,于 1647 年 谢 此 ,只 活 了 
49 岁 . 他 对 数 党 的 最 大 贡献 是 1635 年 发 表 的 关于 不 可 分 素 法 的 专 
论 , 名 为 《不 可 分 素 儿 何 掌 》(Geometria indivisibilibus) 

卡 瑟 列 里 说 :“ 要 决定 平面 图 形 的 大 小 可 以 
用 … 系 列 平 行 线 ; 我 们 设想 企 这 些 图 形 上 加 了 盛 
穷 多 平行 线 "( 图 [2 -4). 他 以 同样 的 方式 处 理 了 
记 笨 ,只 是 都 里 不 是 直线 , 而 是 平面. 这 些 直线 
(或 平面 ) 就 是 不 可 分 素 . 他 的 木 可 分 素 法 写 得 蜂 
深 难 懂 ,使 人 难以 确切 理解 “不 可 分 束 ” 倒 底 是 1 国 12 -4 
么 


卡 扎 列 里 利用 不 可 分 泰 法 解决 了 整数 震 的 

寡 旺 数 的 积分 问题 .用 现代 的 语言 说, 他 算出 了 下 夯 的 积分 : 
太公 = 
0 十 

卡 瓦 列 电 比 刻 卜 勒 进 了 一 步 : 刻 卜 勒 每 次 只 能 算 具 体 的 体积 ， 
谭 没 布 形 成 一 个 一 般 的 方法 . 

把 上 瓦 询 里 的 结论 称 胡 整理 就 得 出 卡 蕊 列 电 原 埋 : 

1， 和 如果 上 遇 个 平 区 片 处 十 两 条 平行 线 之 闻 ,并且 灶 行 于 这 两 条 平 
行 线 的 任何 直线 与 这 两 个 平 而 片 相交 ,所 截 二 线段 长 度 相 等 , 则 这 商 
个 平面 片 的 面积 相等 . 

2， 如 时 两 个 立体 处 于 两 个 平行 平面 之 间 ,并 且 乎 行 于 这 师 个 平 


{1) 
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面 的 任何 平面 与 这 两 个 立体 相交 ,所 得 二 截面 面积 相等 , 则 这 两 个 立 
体 的 体积 相等 . 

卡 瓦 列 里 床 理 是 计算 面积 和 体积 的 有 用 工具 . 它 的 基础 很 容易 
用 现代 的 微 积 分 严格 化 .到 认 这 两 个 原理 我 们 就 能 解决 许多 求 积 问 
题 , 今 举 两 个 例子 来 说 明 卡 瓦 列 里 原理 的 应 用 . 

例 ” 求 椭 圆 的 面积 . 


解 “在 直角 坐标 系 中 ,. 圆 和 椭 回 分 别 有 方 程 
ty 4 上 点 = Le > 


12 一 S 画 出 了 它们 的 图 形 . 由 
每 个 方程 解 出 ,我 们 分 别 得 到 
多 二 Va 
y= 2 Ve — 


由 此 可 知 , 枉 疯 和 圆 的 纵 坐 标 之 
比 是 5Aa. 所 以 , 桶 图 和 罗 的 相 谱 
避 之 比 也 是 6Aa( 这 里 对 原理 作 
了 广义 的 理解 : 从 相等 推广 为 成 国 12 
比例 ). 因此 ,根据 卡 瓦 列 里 原型 
1, 椭 疗 和 贺 的 面积 之 比 也 是 57a .我 们 得 到 结论 ， 
椭圆 面积 - Aa( 贺 面积) 一 (87a)(ain) = abr. 

刻 卜 靳 下 是 用 这 种 方法 求 的 本 较 耐 积 - 

例 求 半径 为 > 的 球 的 体积 

解 ”在 图 12-6 中 ,左边 是 一 个 半径 为 + 的 站 球 ,右边 是 一 个 半 
径 为 ~ 高 为 r 的 同村 和 :个 以 圆柱 的 于 底 为 底 .以 圆柱 的 下 底 中 心 
为 项 点 的 圆锥 .这 个 半球 和 挖 出 圆锥 的 圆柱 处 在 同 -- 平 向 上 .这 时 出 
平行 于 底面 .与 底面 距离 为 六 的 平面 截 两 个 立体 .所 得 截面 一 个 是 加 
形 , 一 个 是 环形 .用 初等 几何 不 难 证 明 , 这 两 个 截面 的 面积 都 等 于 
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zx(r? 一 ?7). 根 据 卡 纪 列 里 原理 2, 这 两 个 立体 有 相等 的 体积 .所 以 球 
的 体积 为 


3 
F = 2 圆柱 的 体积 一 阅 维 的 体积 ) ~ 2(rr3 - 到 -)》 = 村? 


利用 卡 瓦 烈 里 原理 可 以 简化 中 学 立体 几何 课程 中 许多 体积 公式 的 推 
导 过 程 .这 种 方法 在 西方 已 为 许多 作者 接受 ,并 且 在 教学 法 的 立场 上 
受到 人 人 们 的 支持 . 


一 把 
Ci 


12.1.4 ”不 可 分 素 方法 的 进一步 发 展 

下 瓦 列 里 的 不 可 分 素 方 法 引起 了 很 大 的 争论 ,也 得 到 很 大 的 发 
展 .从 法 国 数学 家 费 马 的 通信 中 中 着 出 ,他 也 得 到 了 卡 据 列 里 的 一 - 般 
结果 , 比 卡 筷 列 里 还 要 时 一 些 . 还 应 该 提 人 到 英国 数学 家 沃 利 斯 (John 
Wallis 1616 一 1703) 和 他 的 壮 作 《无 穷 数量 的 算术 》. 他 把 计算 联系 到 
折 然 数 的 方 奔 和 的 问题 -在 他 的 著作 中 明白 地 提出 了 裤 限 过 称 . 

更 接近 于 定 积 分 的 现代 理解 法 的 是 法 因数 党 家、 物理 学 家 利 哲 
学 家 帕斯卡 (Blaisc Pascal, 1623 一 1662). 他 计算 了 种 种 面积 .体积 、 
弧 长 ,并 解决 了 求 重心 位 置 等 一 系列 问题 . 
32.1.5 刘 微 的 贡献 
中 国 古 代数 学 家 对 微 积分 的 真 献 很 少 为 此 人 所 知 . 但 是 中 国 古 
找 数学 家 对 微机 分 的 确 作 出 了 重大 贡献 .我 们 需要 在 这 里 花 - -点 笔 
墅 介绍 一 于 . 
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刘 微 是 中 国 数学 史上 非常 伟大 的 数学 家 .活动 于 魏 普 癌 .他 是 中 
国 古典 数学 理论 的 韵 基 者 之 一 . 他 的 杰作 《 九 章 算术 注 》 和 《海岛 等 
经 》 现 在 有 传 本 ,是 我 国 最 可 宝贵 的 数学 遗产 . 遗憾 的 是 .关于 这 位 
伟大 数学 家 的 籍贯. 岩 让 和 生 闪 年 代 , 我们 没有 可 靠 的 史料 ,无 法 写 
出 一 篇 简要 的 传记 . 

刘 徽 全 面 论述 T《 九 章 算 术 》 所 载 的 方法 和 公式 ,指出 诺 纠正 了 
其 中 的 错误 . 刘 徽 对 积分 学 的 页 献 主要 布 两 点 、 

1) 刘 徽 的 制 团 术 是 他 的 最 敬 名 的 一 项 工作 .他 应 用 朴 限 思想 计 
明了 求 图 面积 公式 和 给 出 了 计算 圆周 率 的 方法 . 他 从 图 内 接 让 6 边 
月 开 始 , 依 次 得 正 12 边 形 , 正 24 边 形 ……. 制 得 越 细 , 正 多 边 形 的 面 
向 与 图 的 面积 之 差 就 越 小 . 他 说 ,“ 害 之 弥 细 ,所 失 浆 少 . 制 之 又 割 以 
至 于 不 可 制 , 则 与 圆周 合体 击 无 所 失 笑 "他 得 到 的 岗 周 率 是 
392771250( ~ 3.1416). 他 提出 的 计算 圆周 率 的 科学 方法 奖 定 了 此 
后 千 余 年 中 国 圆周 率 计算 在 世界 上 的 领先 地 位 ， 

2) 关于 解决 体积 问题 的 设想 .《 九 章 算术 》 
中 已 有 了 了 求 球体 税 的 公式 , 格 当 于 V = 旦 .rs( 这 
里 4 是 直径 ). 刘 徽 指出 这 个 公式 是 错误 的 . 其 原 
因 在 于 错 澡 地 把 球 与 外 切 贺 柱 的 体积 的 比 看 威 
3 :4. 为 了 推导 体积 公式 , 刘 微 在 正方 体内 作 了 
两 个 相让 垂直 的 圆柱 ,并 称 两 圆柱 的 公共 部 分 为 
“第 合 廊 盖 "(图 12 7). 他 昌林 能 完成 球 的 体积 图 12-? 
的 礁 导 ,但 他 正确 地 指出 ,“ 件 合 方 盖 " 与 其 内 切 
球体 体积 之 比 为 4:x. 在 算法 王 论 和 数学 思想 三 面 都 给 后 人 以 极 大 
的 启发 .他 写 了 如 下 一 段 文字 描述 他 曾 做 的 努力 : 

观 立 方 之 内 , 合 疙 之 外 , 昌 衰 茶 有 渐 ,而 多 少 不 掩 . 判 合 总 结 , 广 
贺 相 纺 , 浓 纤 诡 本 ,不 可 等 正 .和 欲 隔 形 措 意 , 殿 失 正 埋 . 敢 不 及 疑 ,以 侯 
能 言 者 . (参考 译 文 :考查 立方 体 之 内 , 件 合 方 盖 之 外 ,虽然 有 部 分 体 
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积 已 被 消去 ,但 仍 不 足 将 圆锥 比 球 多 出 的 体积 完全 去 掉 . 剖 分 与 合并 
的 最 终结 果 , 方 与 圆 相 纠 结 , 超 出 与 不 足 相 混杂 ,不 能 得 到 一 个 规范 
的 形状 . 想 朗 凭借 我 的 浅薄 学 识 给 出 一 个 解答 ,又 怕 背 离 了 正确 的 原 
理 . 敢 不 存疑 ,以 待 能 者 ,作出 正确 的 解答 .》 
12.1.6 ”和 祖 是 原理 

二 百年 后 ,祖冲之 的 儿子 祖 政 沿 着 刘 合 的 思路 完成 了 球体 公式 
的 推导 . 

祖 略 字 景 烁 ,是 南北 遇 时 南朝 著名 的 数学 家 和 天 文学 家 .在 梁 朝 
作 过 员外 散 骑 侍郎, 太 府 钊 . 南 碌 天 于 等 几 职 .他 从 小 就 受到 恨 好 的 
家 庭 教 育 , 青 年 时 代 己 经 对 大 文学 和 数学 有 了 很 深 的 造 诺 , 是 祖冲之 
科学 事业 的 继 夭 者 《 缕 林 》 就 是 他 们 父子 共同 完成 的 数学 杰作 


周 12-8 
左 图 座 版 病 分 为 个 会 方 东 的 1/8, 轩 左 图 附 祁 
部 分 与 人 有 图 阴影 邮 分 的 面积 籼 泽 . 圳 视 闫 原 寿 、 
敌 其 体积 等 于 正方 形 与 内 楼 能 的 体 扯 之 着 


在 推导 “ 御 合 方 瘟 "体积 的 过 程 中 , 祖 臣 提出 了 “ 寡 势 所 辣 , 则 积 
不 容 措 ”的 原理 ,后 米 称 为 " 祖 绪 原理 ” 上 现代 语言 来 说 ,就 下 " 芳 了 
立体 在 等 高 处 其 有 柏 同 的 截面 所 税 . 则 这 两 立体 的 体积 相等 ". 这 就 
基 前 而 捞 到 的 蕊 邱 列 时 原理 ,但 比 卡 瓦 列 下放 了 一 千 什 .要 姑 祖 融 诛 
理 , 可 将 “" 件 合 方 盖 ” 的 体积 化 成 … 个 正方 体 和 一 个 凸 棱 链 的 体积 立 


差 ( 图 I2-8). 由 此 求 出 “ 件 合 方 盖 " 的 体积 等 于 ， 号 m 并 得 到 球 的 体 
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各 为 七 rd?, 这 里 4 是 球 的 直径 
顺便 指出 , 祖 姑 还 发 现 了 北极 星 与 北 天 极 相差 一 度 有 余 ,纠正 了 
北极 是 就 是 天 球 北 极 的 错误 观点 . 
上 面 我 们 概括 地 介绍 了 积分 学 的 早期 发 展 史 .这 段 历 史 织 跨 了 
二 下 和 的 时 间 相对 来 说 ,和 分 学 的 大 安庆 的 多 -为 什么 更 ?上 国有 
积分 学 研究 的 问题 是 静态 的 ,而 微分 学 则 是 动态 的 , 它 涉及 到 运 
在 生产 力 还 没有 发 展 到 一 定 阶段 的 时 候 ,微分 学 是 不 会 产生 的 . 
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在 杂 世 纪 , 由 于 两 位 杰出 的 数学 家 和合 利 略 和 刻 卜 勒 的 一 系列 发 
现 ,导致 了 数学 从 古典 数学 向 现代 数学 的 转折 .在 25 岁 以 前 人 委 利 略 
就 开始 作 了 一 系列 实验 ,发现 了 许多 有 关 物 体 在 地 球 引 力 场 运动 的 
基本 事实 . 刻下 靳 在 1619 年 前 后 归纳 出 著名 的 行星 运动 二 定律 .这 
些 成 就 对 后 来 的 绝 大 部 分 的 数学 分 支 痢 产生 了 下 大 影响 .伽利略 的 
发 现 导致 了 现代 动力 学 的 广告 , 刻 卜 勒 的 发 现 则 产生 了 现代 天 体 放 
学 .这 些 学 科 的 发 展 都 需要 一 种 新 的 数学 工具 ,这 就 是 研究 运动 与 变 
化 过 程 的 微 积分 . 

有 天 的 是 ,积分 学 的 起 源 可 追溯 至 十 希腊 时 代 . 但 直到 17 此 纪 
微分 党 才 出 现 重 大 突破 .微分 学 主要 来 源 于 两 个 问题 的 研究 ,一 个 是 
作曲 线 切 线 的 问题 , -个 是 求 函 数 的 最 大 .最 小 秆 的 问题 .这 两 个 辣 
题 在 二 希腊 也 曾 考虑 过 .例如 ,在 古 希腊 就 能 作出 并 和 图 锥 出线 的 雪 
线 . 阿 滤 罗 尼 奥 斯 在 他 的 《 贺 欠 曲线 》 一 节 中 讨论 过 贺 锥 曲线 的 法 
线 , 把 它 当 作 从 一 点 至 昌 线 的 最 大 和 最 小 线段 , 企 古 希腊 的 著作 中 也 
可 以 找到 对 极 大 . 极 小 问题 的 讨论 .但 上 古 希 腊 对 这 硕 个 问题 的 过 论 远 
不 及 对 面积 .体积 . 弧 长 问题 讨论 得 那么 广泛 和 深入 . 
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12.2.1 费 马 以 前 的 工作 

从 一 般 意 义 上 重新 讨论 曲线 的 切线 间 题 由 法 国 数 学 家 罗 山 玩 尔 
(G.P. de Roberval 1602 一 1675) 提出 .他 认为 ,曲线 是 由 运动 的 点 生 
成 的 ,点 的 运动 又 可 以 分 解 为 两 个 已 知 的 运动 .两 个 已 知 的 送 动 的 速 
度 问 量 的 合成 向 量 给 出 曲线 的 切线 .一 个 例子 是 求 扼 物 线 的 切线 . 

例 ” 求 抛物 线 的 切线 . 

解 ”地 物 线 生 的 点 可 视 为 由 两 
个 运动 组 成 的 .一 个 是 离开 焦点 的 运 
动 ,-- 个 是 离开 准 线 的 运动 . 因为 运 
动 的 点 到 准 线 和 焦点 的 工 离 始终 是 
相等 的 ,所 以 两 个 运动 的 速度 向 量 也 
相等 .因此 .抛物 线 上 作 一 点 处 的 切 
线 足 由 能 点 至 该 点 的 射线 和 通过 该 
点 的 准 线 的 生 线 所 组 成 的 角 的 平分 
线 . 如 岗 12 9 所 示 . 图 12-9 

意大利 物理 学 家 和 数学 家 托 里 
拆 利 (Torriceli 1608 一 1647) 也 和 转 有 这 种 观点 .后 米 出 现 了 发 明 权 的 
争论 .这 个 方法 是 有 价值 的 ,因为 它 把 纯 几 何 与 物理 联系 起 来 了 ,这 
在 过 去 是 没有 的 .但 是 这 个 定义 在 数学 上 不 能 令 人 满意 ,因为 它 用 物 
理 概念 定义 切线 ,而 许多 曲线 与 物理 匹 关 ,这 个 定义 就 不 适用 了 .所 
以 :看 起 来 很 漂亮 但 不 实用 , 接 一 种 曲线 就 不 行 了 . 

另 一 个 作 切 线 的 方法 是 笛 卡 儿 给 出 的 . 写 在 他 的 & 几 何 学 》 一 书 
的 第 二 部 分 .他 的 方法 仪 限 于 代数 曲线 ,并 引 会 遇 到 代数 上 的 困难 . 
12.2.2 ” 费 马 求 极 大 、 极 小 值 的 方法 

上 - 面 的 方法 有 一 定 的 局 限 性 ,不 能 用 到 一 般 的 情形 ,也 没有 包含 
可 能 产 牛 微分 学 的 方法 .属于 微分 方法 的 第 一 个 真正 值得 注意 的 先 
驱 上 作 是 1629 年 费 马 给 出 的 . 不 过 这 些 思想 直至 八 . 九 年 后 才 较 多 
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地 为 人 所 知 .刻下 勒 已 经 观察 到 ,一 个 函 煞 的 于 量 通常 在 画 教 的 极 大 
值 或 极 小 值 处 变 得 无 限 地 小 . 费 马 利用 这 一 事实 找到 了 求 极 大 值 和 
极 小 值 的 方法 ,他 的 方法 如 下 : 

设 f(z) 在 zz 处 有 极 大 值 或 极 小 值 ,并 设 。 是 一 个 很 小 的 量 , 屠 
么 fr + e) 的 值 几乎 等 于 f(x) 的 值 .因此 我 们 可 以 先 假定 它们 相 
等 f(x +e) 二 f(z), 然 后 让 。 等 于 0, 等 式 仍 相 等 .消去 ,得 一 方 
程 , 这 个 方程 的 根 就 是 使 f(x ) 取 极 大 值 或 极 小 值 的 二 .我 们 举 一 个 
例子 来 说 明 这 种 方法 . 

例 将 一 个 常量 M 分 成 两 部 分 .使 其 乘积 最 大 . 

解 ” 费 马 用 大 写字 母 表示 变量 , 设 一 部 分 为 A , 则 另 一 部 分 就 
是 M 一 A. 这样 ,所 求 的 乘积 用 函数 f(A) = A(M - 4) 表示 .问题 
化 为 A 取 什 么 值 ,FA ) 最 大 . 依 沉 马 的 方法 , 作 飞 积 

A+e)LM—- (A+e)], 
使 它 等 于 A(M - A), 我 们 有 
A(M - A)}= (A+e)[M- (A+e)] 


化 简 得 到 
Me -2A¢- e*=0. 
消去 e ,得 
M-2A-e=y. 
再 让 e = 9, 我 们 得 到 24 = M .所 以 答案 是 ,阿部 分 都 是 M 的 一 路. 
费 马 解 释 的 逻辑 有 待 收 进 ,但 他 的 方法 等 价 于 :假定 


Bm A 0 
kl 下 “ 


即 假定 /(.x) 的 导数 等 了 于 0. 这 就 是 我 们 在 微 积 分 中 学 过 的 方法 . 

费 马 的 方法 除了 膛 辑 上 的 不 完整 外 ,还 有 妇 外 两 个 问题 :一 个 是 
费 马 的 方法 对 极 大 值 与 航 小 亿 未 加 区 别 : 一 个 是 他 不 知道 /Cr) 的 
导数 为 0 只 是 极 值 的 必要 条 件 而 非 充 分 条 件 .这 也 难怪 ,因为 他 的 工 
作 只 是 个 起 点 . 
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12.2.3 ” 费 马 求 切线 的 方法 

费 马 还 创造 了 求 曲线 切线 的 旋 法 . 

设 - 昨 线 在 点 佣 坐 慰 系 中 的 方程 为 AF(z,y) = 0. 现 在 要 求 这 条 
曲线 在 某 一 点 处 的 切线 . 费 马 的 办 法 是 先 求 该 点 的 次 切线 .次 切线 指 
的 足 x 轴 上 两 点 亲 的 一 个 线段 .其 中 
-点 是 从 该 点 向 x 轴 作 重 线 所 得 到 
的 垂 足 和, 田 一 点 是 切线 与 x 轴 的 交 ee 
点 了 (图 12 一 10). 设 PA = +t. 如 果 能 
求 出 次 切线 :的 长 度 ,那么 点 了 的 位 
置 就 完全 确定 了 ,从 而 切线 PC 就 村 
以 两 出 来 了 . 

如 何 确定 次 切线 上 呢 ? 费 马 采 用 
了 与 求 琢 数 的 级 太 . 极 小 值 类 似 的 方 图 12-10 
法 . 我 们 的 日 的 是 求 曲 线 在 点 玉 ; 

《zy) 的 切线 . 费 马 考虑 切线 上 邻近 


的 一 点 世态 人 的 x 举 标 是 r+e. 点 人 的 华 标 可 用 相似 三 角形 的 
定理 求 出 .事实 上 ,ACED ~- AEPA ,从 而 有 
各 一 之 k= CB =k+ty xy(l+£), 


这 样 ,和 枉 切 线 上 邻 点 C 的 坐标 为 (> + eo,y(i + 六)). 费 马 暂时 认为 这 
一 点 也 奔 曲 线 ,于 是 有 
el 下 二 )) = 0 
{ 当 e = 0 时 这 个 等 式 自 然 是 成 立 的 ). 然后 解 此 方程 . 令 ec = ,就 可 
求 出 4. 下 面 用 例子 说 明 这 种 方法 ， 
例 求 稍 卡 儿 叶 形 线 zx? + y” = nxy 在 一 点 (x,y) 处 的 次 切 
线 . 
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解 ”仿生 ,我 们 存 
(rl es 1 wll + = nytr t ell+ 全 ). 
井 开 ,合并 向 类 项 ,得 到 方程 
e377 + HT - EY ny) 
> By ny 3 中 
+ er37 + reltlt ss)- 0. 
Ea i 下 


现在 用 * 除 上 式 , 然 后 令 “= = 0. 就 得 到 
3 


2 
{3.17 + > 


一 7) 0, 


323 一 mry 
1 = 一 
二 ny 


这 样 我 们 就 求 出 了 点 人 zy) 处 的 次 切线 .有 了 次 切线 .切线 也 就 本 难 
求 出 了 . 

曲线 的 切线 问题 和 函数 的 极 大 、` 极 小 值 问题 部 是 微分 学 的 胡 本 
问题 .下 是 政 个 问题 的 研究 促进 了 微分 学 的 镍 后. 费 忆 任 这 两 个 问题 
上 都 作出 了 重要 贡献 .从 上 向 的 分 析 可 看 出 , 蓉 蕊 处理 这 两 个 由 题 的 
方法 是 -- 致 的 .用 现代 语言 米 说 .前 是 先 取 增 蛙 , 丽 后 让 增 量 赵 向 于 
0 ,而 这 下 是 微分 学 的 实质 所 在 ,也 止 是 这 种 方法 不 同 于 出 典 方法 的 
实质 所 在 . 
12.2.4 费 马 在 积分 学 方面 的 贡献 

与 $12.1 表达 式 (1) 等 价 的 命题 除了 卡 殉 列 里 之 外 .还 见于 托 
里 拆 利 、 罗 贝 瓦尔 和 帕斯卡 的 著作 中 .和 费 马 也 给 出 了 这 个 法 则 的 几 种 
证 明 . 和 其 它 人 比 起 来 ,他 的 工作 是 领先 的 .在 1644 年 前 .他 已 发 后 
本 关于 分 数 备 的 "抛物线 a”*y” = 如 zw” 的 求 原 各 、 体 税 、 及 其 重心 的 
方法 . 

在 费 马 求 面积 的 过 程 中 ,我 们 看 到 了 定 积分 概念 与 运算 的 大 部 
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分 的 主 生 方 而 .他 把 曲线 下 的 面积 分 割 为 小 的 面积 元 素 ,利用 年 形 和 
上 邮 线 的 解析 方程 , 求 出 这 些 和 的 近似 值 ,以 及 在 元 素 个 数 无 限 增 加 ， 
而 等 个 元 素面 积 成 为 无 限 小 时 ,将 贿 达 式 表 示 为 利 式 极限 的 方式 .可 
以 说 . 费 马 认识 到 除了 积分 的 抽象 定义 本 身 以 外 的 所 有 方面 .但 是 ， 
他 没有 认识 到 所 进行 的 运算 本 身 的 重要 意义 .对 他 来 说 ,这 个 运算 下 
如 对 他 的 前 全: 样 ,只 是 求 面 积 的 问题 ,只 是 回答 一 个 具体 的 几 钉 间 
题 .只 丰 牛 顿 和 莱 布 尼 茨 才 把 这 一 问题 上 升 到 -- 般 概念 , 兴 为 这 是 一 
种 不 依 束 于 任何 谍 何 的 或 物理 的 结构 性 运算 ,并 给 予 特别 的 名 称 . 

费 马 还 考虑 了 求 擅 物 体 的 重心 问题 .他 得 到 的 结 扫 当 然 是 早 就 
知道 的 .在 一 下 九 百 多 年 以 前 , 阿 基 米 德 让 他 的 4 方法 篇 } 中 已 算出 
这 - 销 果 .而 且 在 -个 世纪 以 前 又 为 康 曼 第 努 和 泰 洛 里 区 斯 重新 发 
现 过 . 费 马 的 贡献 在 于 .他 第 一 次 采用 了 相当 于 今天 的 微分 学 中 的 方 
法 ,而 不 是 类 似 于 积分 求 和 的 方法 .一 个 通常 用 求 和 的 方法 得 到 药 结 
内, 亮 能 用 求 极 大 . 极 小 值 的 方法 得 但, 这 使 他 的 居 友 罗 贝 比尔 感到 
惊奇 . 奇 性 的 是 ,他 用 求 极 大 . 极 小 值 的 方法 求 重心 ,竟然 没有 看 到 这 
两 类 问题 一 一 微分 学 问题 与 积分 学 问题 的 基本 联系 .只 要 费 
马 能 对 他 的 抛物 线 和 双 曲 线 求 切线 和 求 面积 的 结果 更 什 细 地 考察 
下 ,他 就 可 能 发 现 微 积分 基本 定理 . 

费 马 当 然 在 某 种 意义 下 理解 到 这 两 类 问题 有 一 个 互 道 关系 .他 
之 所 以 没有 作 进 一 步 的 考虑 ,可 能 是 由 于 他 以 为 他 的 . 寺 作 只 是 求 几 
何 癌 是 的 解 , 击 不 是 本 身 就 很 有 意义 的 推理 过 程 .他 的 极 大 . 极 小 信 
方法 ,切线 方法 及 求 面 积 的 方法 ,在 他 看 来 是 解决 这 些 辣 题 的 特有 的 
方法 ,而 不 是 新 的 分 析 党 .此 外 ,在 应 用 f- 也 有 局 限 性 . 费 蕊 只 知道 把 
它们 应 用 到 有 理 式 的 情况 ,前 牛顿 和 莱 布 尼 落 通过 无 穷 级 数 的 应 弄 
认 设 到 这 一 方法 的 普遍 性 . 

如 果 费 马 当时 认识 到 这 一 点 ,那么 微 积分 的 发 明 权 就 属于 费 弓 
了 .在 数学 史上 , 拉 格 斋 日 . 拉 普 拉 斯 和 傅立叶 都 曾 称 “ 费 马 是 徽 积分 
的 真正 发 明 者 " ,但 泊 松 正确 地 指出 , 费 马 不 应 当 享 有 这 一 荣誉 . 


村 12.2 ”微分 学 的 早期 史 413 ， 


但 是 ,肯定 地 ,除了 巴 罗 以 外 ,没有 任何 数学 家 像 费 马 这 样 接近 
于 微 积分 的 发 明了 . 
12.2.5 “ 巴 罗 的 贡献 

另 一 个 对 微 积分 作出 预言 的 是 巴 罗 (I. Barrow) .他 于 1630 年 生 
于 伦敦 ,毕业 于 剑桥 大 学 .他 在 物理 、 数 学 ,天 文 和 神学 方面 都 有 造 
畜 . 他 也 是 当时 研究 十 希腊 数学 的 著名 学 者 ,他 翻译 了 欧 几 里 得 的 
《几何 原本 》. 他 是 第 一 个 担任 剑桥 大 学 卢 卡 斯 讲座 教授 的 人 . 牛顿 是 
他 的 学 生 .1669 年 ,他 醉 去 了 他 的 教授 席位 ,并 赞助 牛顿 取得 此 席 
位 .1673 年 被 任命 为 全 桥 三 一 学 院 院 长 .1677 年 逝世 于 剑桥 . 

巴 罗 最 重要 的 著作 是 他 豹 《光学 和 几何 学 讲义 》. 在 这 本 书 中 我 
们 能 够 找到 非常 接近 近代 微分 过 程 的 步骤 .在 本 质 上 他 已 经 用 了 了 今 
天 教科 书 中 所 用 的 微分 三角 形 的 概念 .下 面 我 们 来 介绍 巴 罗 的 方法 . 

现在 要 求 曲线 f(x,y) = 0 在 点 
Plzx,y) 处 的 切线 .从 图 12 - 11 可 看 
出 .只 需 定 出 了 的 位 置 .如 何 定 了 的 位 
置 呢 ? 办 法 是 作 无 限 小 的 曲线 三 角形 
PQR 和 暂时 仍 记 为 APQR). 这 时 APTM 
与 APQR 是 很 接近 于 相似 的 . 巴 罗 认 
为 , 当 小 三 角形 越 来 越 小 时 ,它们 就 是 
相似 的 . 令 QR = e,RP = a. 因而 有 

琅 - 生 Ty- fx -各 

这 样 一 来 ,问题 化 为 求 过 .如何 求 二 电 ? 

设 已 的 坐标 为 (z,y), 则 Q 的 坐标 就 是 (z - e,y - a). 把 这 些 
值 代 人 曲线 的 方程 ,并 让 e 和 a 的 二 次 赛 和 高 次 寡 都 等 于 0, 我 们 就 


能 得 到 比 让 由 此 ,我 们 有 
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一 a _pMQRR2 ,<, 
OT= OM- TM= OM- PMRP = x+ Ey. 


知道 了 OT, 就 可 定 出 点 本 的 位 置 ,连接 PP 与 就 可 以 确定 出 切线 . 
用 现代 的 语言 说 ,其 核心 思想 是 用 微分 二 第 形 定 ,就 是 定 切线 
的 斜率 ， 
例 ” 求 曲线 z+ w= 在 点 (zx,y) 处 的 切线 . 
解 我们 用 巴 曙 的 方法 来 求解 . 
把 + .ee,y -a 代 人 方程 ,得 到 


(reP+t(y- a = 7 


或 

rT 3rie+t+3re -ety -3ywe+ 3ya —a? 
让 。 和 a 的 二 次 萝 和 高 次 之 部 等 于 0, 并 利用 xz? + y? = 
为 


3x2e t+ 3yra = 0. 
由 此 我 们 得 到 


下 面 就 不 礁 求 出 切线 三 : 
i 
区 

从 上 商 的 求法 我 们 看 出 , 巴 罗 求 切线 的 方法 非常 接近 十 微分 学 
中 所 采用 的 方法. 字 村 a 和 e 相当 于 我 们 的 符号 Ay 和 ASzr.: 这 是 费 马 
方法 的 进一步 发 展 ,在 费 马 邦 里 只 出 了 -一 个 万 穷 小 量 e。 .并且 ,也 多 
方法 可 以 吕方 使 地 应 几 于 陷 两 数 . 

尽管 包罗 的 方法 比 费 马 的 方法 更 接近 于 求 导 和 运算 , 介 是 过 个 能 
认为 它 已 含有 我 们 的 符号 Ay 和 Az. 由 于 他 们 没有 明 傅 的 极限 慨 
念 ,所 以 他 们 的 论证 在 逻辑 上 缺乏 丹 格 性 . 

除了 上 面 的 例子 外 ,已 罗 还 作 了 了 以 下 曲线 的 切线 : 


OT= xr -y= w+ 
a 
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1) xz2(z2 + 2) = 屏 x( 卡 铂 曲 线 )3 

2) za + yy? = rzxy( 笛 卡 几 叶 形 线 ); 

3) yy 二 (7r 一 +)tantxx/2r)( 荐 圆 曲 线 ); 

4) y = rtan(nzx/2r)( 正 切 曲 线 ). 

特别 有 趣 特别 重要 的 是 , 巴 罗 在 《光学 和 几何 学 讲义 》 的 第 十 
讲 和 第 十 一 讲 把 作曲 线 的 切线 与 曲线 的 求 积 联 系 了 起 来 .这 就 是 说 ， 
他 把 微分 学 和 积分 学 的 两 个 基本 问题 以 几何 对 比 形式 联系 了 起 来 .把 
这 两 个 定理 翻译 成 现代 语言 ,并 使 用 现代 符号 , 则 其 内 容 可 陈述 如 下 : 


a 如 果 y = 站 =az 则 径 = =， 


b ,如果 zx = 笠 , 则 | zadz = y. 

巴 罗 的 确 已 经 走 到 了 微 积分 基本 定理 的 大 门口 .但 在 巴 罗 的 书 
中 ,这 两 个 定理 相 也 二 十 余 个 别 的 定理 ,并 且 没 有 把 它们 对 上 照 起 来 ， 
也 几乎 没有 使 用 过 它们 .这 说 明 巴 罗 并 没有 从 一 般 概念 意义 下 理解 
它们 .但 是 我 们 知道 ,只 有 一 般 概念 才能 阐明 问题 的 本 质 ,才能 开拓 
广 并 的 应 用 道路 . 
12.2.6 ”前 期 史 小 结 

我 们 来 总 结 一 下 17 世纪 * 微 积分 "方面 所 取得 的 成 就 ,总 结 到 牛 
顿 和 莱 布 尼 芯 出 现 于 数学 界 为 止 . 

有 关于 现在 的 积分 学 这 个 范围 内 的 成 就 越 来 越 多 . 这 里 面 不 仅 
得 到 了 大 量 的 关于 求 面积 .体积 、 弧 长 .曲面 面积 及 质心 定位 的 结果 ， 
也 认识 到 所 有 在 传统 上 归结 为 求 面积 的 这 类 问题 之 间 的 联系 . 在 卡 
瓦 列 里 . 幅 斯 卡 等 人 的 著作 中 开始 结 蔬 出 定 积分 概念 本 身 .实际 上 那 
时 已 经 算出 了 一 系列 最 简单 的 积分 ,常常 是 几何 的 形式 ,但 有 时 也 有 
算术 的 形式 ,找到 了 把 一 些 积分 化 为 别 的 积分 的 种 种 关系 式 . 

在 微分 学 这 个 领域 内 , 费 马 给 出 了 一 个 统一 的 无 穷 小 方法 ,用 以 
解决 求 最 大 .最 小 值 问题 和 和 作曲 线 的 切线 问题 -他 的 研究 为 许多 其 他 
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数学 家 所 继续 . 

最 后 , 巴 罗 在 这 是 类 问题 中 间 搭 成 了 -- 座 桥梁 . 

这 样 一 来 ,这 门 新 学 科 的 基础 已 经 具备 ,但 是 像 现 丰 这 样 的 微 积 
分 还 没有 .正如 后 来 莱 布 尼 芯 确切 表达 的 :" 丰 这样 的 科学 成 就 之 厂 ， 
所 缺少 的 只 是 引出 问题 的 迷宫 的 一 条 线 , 即 依照 代数 样式 的 解析 计 
算法 ”. 

在 创建 徽 积 分 的 过 程 中 究竟 还 有 允 少 事情 要 做 呢 ? 

1) 需要 以 一 般 撒 式 建 立新 计算 法 的 基本 概念 及 其 相 扎 联系 , 创 
立 一 套 一 般 的 符号 体系 ,建立 计算 的 正 靓 程序 或 算法 . 

2) 为 这 门 学科 重 建 及 辑 上 - - 致 的 . 赤 格 的 基础 . 

这 第 一 个 任务 就 是 牛 帧 和 莱 布 尼 菠 各 自 独 立 创 造 的 微 积分 学 所 
完成 的 工作 . 至 于 要 在 一 个 比较 严格 的 基础 上 重建 这 个 学 科 的 基本 
慨 念 . 央 要 等 到 这 个 学 科 取 得 了 上 " 泛 应 用 和 甘 擂 发 展 之 后 才 可 能 .这 
是 法 国 伟大 的 分 析 学 家 和.L. 柯 两 (Cauchy 1789 一 1857) 及 其 他 19 
世纪 数学 家 的 工作 、. 
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17 世纪 后 期 出 现 了 一 个 崭新 的 数学 分 支 一 一 数学 分 析 . 或 者 微 
积分 . 它 在 数学 领域 中 占据 善 主导 好 位 .这 种 新 数学 的 特点 是 ,非常 
成 功 地 运用 了 无 限 过 程 的 运算 , 苑 极 根 运算 .而 其 中 的 微分 和 积分 这 
两 个 诗 程 则 构成 了 微分 学 和 积分 学 的 核心 .并 莫 定 了 全 部 分 析 学 的 
基础 . 微 积分 的 系统 发 展 通常 归功 于 是 位 伟大 的 科 
莱 布 尼 次 .这 - -系统 发 展 的 关键 在 于 认识 到 ,过 去 - - 直 是 分 乔 猎 完 的 
微分 和 积分 这 两 个 过 程 是 秆 此 互 逆 的 两 个 过 程 ,由 牛顿 一 莱 布 尼 苞 
公式 联系 着 .公正 的 访 史 评价 ,是 不 能 把 发 明 微 积分 这 一 成 就 归功 于 
一 两 个 人 的 偶然 的 和 不 可 思议 的 灵感 .前面 已 经 指出 ,许多 人 ,例如 
费 马 ,伽利略 .刻下 勤 ,都 曾 为 科学 中 的 这 些 具 有 革命 性 的 新 恩 想 所 
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玖 王 , 对 微 积分 的 诞生 作出 过 贡献 . 牛 恩 的 老师 巴 罗 就 曾 几 乎 充分 地 
认识 到 微分 和 积分 间 的 互 逆 关 系 . 现 在 我 们 来 扼要 地 谈 谈 牛顿 和 菜 
布 尼 区 这 两 位 微 积分 莫 基 者 的 主要 工作 . 

伊 萨 克 . 牛顿 (Jsac Newton 1643 一 1727)1643 年 1 月 4 日 生 于 英 
格 兰 的 乌 兰 索 普 镇 .在 牛顿 竹 生 前 不 久 他 的 父亲 就 离开 了 人 间 . 1660 
年 .17 岁 的 牛顿 进入 剑桥 大 学 .1665 年 毕业 于 该 校 并 获得 学 士 学 位 ， 
1668 年 获得 硕士 学 位 .1669 年 他 继承 了 巴 罗 的 职位 ,同时 计划 出 一 
本 关于 导数 和 级 数 欧 论 著 , 其 中 包括 微 积分 基本 定理 .但 是 这 份 手稿 
一 直 没 有 发 表 , 到 他 去 世 之 后 才 付 印 ,后 来 以 流 数理 论著 称 . 牛顿 把 
导数 考虑 为 一 种 速度 , 称 之 为 流 数 .1687 年 ,他 的 主要 著作 《自然 哲 
学 的 数学 原理 了 (以 下 简称 《4 原理 》) 出 版 . 在 这 本 名 著 中 ,牛顿 证 明 
了 了, 天体 的 运动 可 以 由 运动 定律 ( 力 等 于 动量 对 时 间 的 导数 ) 和 引力 
定律 推导 出 来 《原理 》 在 物理 和 数学 的 结合 方面 取得 了 首次 臣 大 的 
成 就 ,其 后 被 许多 人 继承 ,几乎 有 三 百年 之 入 .牛顿 在 1665 一 1666 年 
写 出 了 《曲线 求 积 论 》, 而 在 1670 年 写 出 了 题 为 《 流 数 术 和 无 穷 级 数 
方法 及 其 对 几何 曲线 的 应 用 》 的 论文 . 这 两 部 著作 相当 迟 才 出 版 ,前 
者 在 1704 年 出 版 ,后 者 在 牛顿 去 世 后 ,于 1736 年 出 版 .牛顿 在 这 两 
部 著作 中 叙述 了 数学 分 析 前 方法 .在 这 两 部 著作 中 和 在 牛顿 同时 代 
人 莱 布 尼 芯 的 著作 中 ,建立 和 完成 了 无 穷 小 量 的 经 典 分 析 ,也 就 是 建 
立 有 完成 了 微 积分 学 .牛顿 的 数学 分 析 的 基本 概念 是 力学 概念 的 反 
映 . 连 最 简单 的 几何 图 形 线 . 角 . 体 一 一 都 被 牛顿 看 作 是 力学 
位 移 的 结果 . 线 是 点 运动 的 结果 , 角 是 它 的 边 旋转 的 结果 , 体 是 表面 
运动 的 结果 - 牛顿 认为 变量 是 运动 着 的 点 .牛顿 把 任何 变量 都 叫做 流 
动量 . 至 今 我 们 还 用 术语 “流动 点 ”表示 坐标 连续 变化 的 点 , 即 运动 
着 的 点 .因为 任何 运动 都 离 不 开 时 间 ,所 以 牛顿 总 是 把 时 间作 为 白 变 
量 . 运 动 的 速度 ,对 我 们 说 来 是 导数 ,牛顿 把 它 叫 做 流 数 ,并 用 一 个 点 
表示 ,如果 流动 量 为 + ,那么 流 数 是 流动 量 对 时 间 的 导数 ,现在 我 们 
用 dx /ds 来 表 杰 . 
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牛顿 考虑 了 两 种 类 型 的 问题 .在 第 一 种 类 型 的 问题 中 ,给 出 联系 
一 些 流 动量 的 关系 式 , 要 求 找 出 联系 这 些 流动 量 和 它们 的 流 数 的 关 
系 式 .这 自然 等 价 于 微分 .在 第 二 种 类 型 的 问题 中 ,给 出 联系 一 些 流 
动量 和 它们 的 流 数 的 关系 式 .要 求 找 册 仅仅 联系 这 些 流动 量 的 关系 
式 - 这 是 着 问 题 ,等 价 于 解 微分 方 稳 . 牛 瑟 完 全 鳃 和 白 这 黄 种 运算 的 末 
逆 性 ,解决 三 正 问题 和 道 问 题 , 并 把 它们 的 解 用 到 大 量 的 几何 门 是 与 
力学 问题 上 去 

和 牛顿 还 研究 了 函数 的 氢 大 值 和 朴 小 什 , 曲 线 的 切线 ,曲线 的 遇 
率 ,拐点 .曲线 的 凹 上 性 等 问题 . 他 还 给 出 了 对 代数 方程 和 趟 越 方程 
都 适用 的 方程 实 根 的 近似 值 求法 ,这 方法 现在 称 为 牛顿 法 ( 见 第 -f 章 
代数 方程 忒 ). 

牛顿 最 伟大 的 著作 是 他 的 《原理 》. 在 《原理 》 中 第 :次 有 了 地 球 
和 天 体 主 要 运动 坤 象 的 完整 的 动力 学 体系 和 完整 的 数学 公式 . 这 是 
科学 史上 最 有 影响 、 享 党 最 高 的 著作 . 在 爱 因 斯 坦 的 相对 论 出 规 之 
前 ,这 部 著作 是 整个 物理 学 和 天 文学 的 基础 . 

牛顿 是 人 类 历史 上 最 伟大 的 数学 家 之 一 . 像 莱 布 尼 获 这 样 作出 
了 杰出 贡献 的 人 也 评价 道 :在 从 世界 开始 到 牛顿 生活 的 年 代 的 全 部 
数学 中 .牛顿 的 工作 超过 一 半 ". 拉 格 期 日 称 他 是 访 史 上 最 有 才能 的 
大 ,也 是 最 幸运 的 人 ,因为 字 宙 体系 只 能 被 发 现 一 次 . 英 同 苦 名 诗人 
波 普 (Pope) 是 这 样 来 描述 这 位 伟大 科学 家 的 : 

白 然 和 和 白 然 的 规律 

沉浸 在 一 片 混 沪 之 中 ， 

上 帝 说 ,生出 牛顿 

一 切 都 变 得 明朗 . 

但 是 ,牛顿 本 人 却 很 谦 虚 . 他 说 :“ 我 不 知道 世间 把 我 看 成 什么 
人 ;但 是 对 我 自己 来 说 ,就 像 - -个 海边 玩 机 的 小 孩 ,有 时 找到 一 块 比 
较 半 滑 的 卵石 或 格外 漂亮 的 贝壳, 感到 高 兴 ,而 在 我 前 面 是 未 被 发 现 
的 真理 的 天海” 
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戈 特 强 里 德 . 威廉 - 莱 布 尼 芯 (Gottfried Wilhelm Leibniz 
1646 一 4716)1646 年 6 月 21 日出生 在 德国 莱比锡 ,他 的 父亲 是 莱 比 
锡 大 学 的 道德 哲学 教授 . 莱 布 尼 茨 15 岁 进 入 莱比锡 大 党 ,学习 法 律 . 
在 答辩 了 关于 逻辑 的 论文 之 后 ,得 到 哲学 学 士 学 位 .1666 年 他 写 了 
论文 《 论 组 合 的 艺术 》, 这 就 完成 了 他 在 阿尔 畦 道夫 大 学 的 博士 论文 ， 
并 使 他 获得 教授 席位 .1670 年 和 1671 年 他 写 了 第 一 篇 力学 论文. 
1672 年 他 出 差 到 巴黎 .使 他 接触 到 数学 家 和 自然 科学 家 , 激 起 了 他 
对 数学 的 兴趣 .他 自己 说 过 ,直到 1672 年 他 还 基本 上 不 懂 数 学 . 

鞭 布 尼 茨 研究 了 巴 罗 的 著作 之 后 ,意识 到 微分 积 积 分 的 互 道 关 
系 . 他 认识 到 , 求 曲 线 的 切线 依赖 于 纵 坐 标的 差 值 与 横 坐 标的 差 值 之 
比 ( 当 这 些 差 值 变 成 无 限 小 时 ) ,而 求 面 积 则 依赖 于 横 坐 标的 无 限 小 
区 间 上 的 无 限 窄 知 形 面 积 之 和 .并 且 这 种 求 差 与 求 和 的 运算 是 互 递 
的 . 莱 布 尼 芯 的 微分 学 是 把 微分 看 作 变 量 相 邻 二 值 的 无 限 小 的 差 ,而 
积分 概念 则 是 以 变量 分 成 无 穷 多 个 微分 之 和 的 形式 出 现 . 

莱 布 尼 艾 从 1684 年 起 发 表 微 积分 论文 . 在 1684 年 的 《博学 学 
报 》 上 他 发 表 了 一 篇 题 为 《一 种 求 极 大 值 与 极 小 值 和 切线 的 新 方法 ， 
它 也 适用 于 分 式 和 无 理 量 ,以 及 这 种 新 方法 的 奇妙 类 型 的 计算 》. 这 
是 历史 上 最 早 公开 发 表 的 关于 微分 学 的 文献 .在 这 篇 论文 中 ,他 简明 
地 解释 了 他 的 微分 学 .文中 给 出 了 微分 的 定义 ,应 数 的 加 、 减 、 习 、 除 
点 及 腾 短 的 微分 法 则 ,关于 二 阶 微分 的 概念 ,以 及 关于 微分 学 对 于 研 
究 极 值 . 作 切 线 . 求 曲率 及 拐点 的 应 骨 . 他 所 给 出 的 微分 学 符号 和 计 
算 导 数 的 许多 一 般 法 则 一 直 沿 用 到 今天 . 它 使 得 微分 运算 几乎 是 机 
械 的 , 而 在 这 以 前 人 们 还 不 得 不 对 每 一 个 个 别 情况 采用 取 极 限 的 步 
又 .值得 庆幸 的 另 一 点 是 , 羔 布 尼 艾 引 作 了 一 套 设 计 得 很 好 的 , 令 人 
满意 的 符号 . 莱 布 尼 芯 的 符号 具有 独到 之 处 .他 不 但 为 我 们 提供 了 今 
天 正在 使 用 的 一 套 非 常 灵 巧 的 微分 学 符号 ,而 县 还 在 1675 年 引 人 了 
静 伐 的 积分 符号 ,用 拉丁 字 Summa( 求 和 ) 的 第 一 个 字母 S 拉 长 了 表 
示 积 分 :但 是 “积分 ”的 名 称 出 现 得 比较 退 , 它 是 由 J. 伯 努 利 提 出 的 . 
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莱 布 尼 芯 关于 积分 学 的 第 一 篇 论文 发 表 于 1686 年 .他 得 到 的 积分 
法 有 :变量 蔡 换 法 ,分 部 积分 法 ,利用 部 分 分 式 求 有 理 式 的 积分 法 等 

莱 布 尼 芯 是 数学 史上 最 伟大 的 符号 学 者 .他 在 创造 微 积分 的 过 
程 中 , 花 了 很 多 时 间 去 选择 精巧 的 符 导 .他 认识 到 ,好 的 符号 可 以 精 
确 .深刻 地 表达 概念 .方法 和 逻辑 关系 - 他 曾 说 :* 要 发 明 就 得 挑选 恰 
当 的 符号 .要 做 到 这 一 点 ,就 要 用 含义 禾 明 的 少量 符号 来 表达 或 比较 
忠实 地 描绘 事物 的 内 在 的 本 质 , 从 而 最 大 限度 地 减少 人 的 思维 劳 
动 .” 现 在 微 积 分 学 的 基本 符号 基本 上 都 是 他 创造 的 . 这 些 优 越 的 符 
号 为 以 后 分 析 学 的 发 展 带 来 了 极 大 的 方便 . 

硕 使 扣 到 的 是 , 莱 布 尼 艾 对 中 国 的 科 堂 文化 和 哲学 思想 十 分 重 
视 . 1696 年 他 编辑 出 版 了 《中 国 新 事 菜 编 》 一 书 .在 该 书 的 序 训 中 ,他 
说 :* 中 国 和 欧州 各 居 上 世界 大 陆 的 东西 两 端 ,是 人 类 伟大 的 教化 和 类 
烂 文明 的 集中 点 .” 他 主张 东西 方 应 在 文化 ,科学 方面 互相 学 习 , 平 
等 交流 .他 曾 写 了 一 封 长 达 4 万 字 的 信 ,专门 讨论 中 国 的 哲学 . 信 的 
最 后 谈 到 伏 改 的 符号 ,《 易 经 》 中 的 64 个 图 形 与 他 的 二 进 制 , 他 说 中 
国 许 多 伟大 的 哲学 家 “都 曾 在 这 64 个 图 形 中 村 找 过 哲学 的 秘密 
人 ,这 怡 恰 是 二 进 制 算术 . 这 种 算术 是 这 位 伟大 的 创造 者 ( 伏 狼 ) 
所 掌握 而 几 千 年 之 后 由 我 发 现 的 .” 他 还 送 过 -… 台 他 制作 的 计算 机 
的 复制 品 给 康 昭 皇帝 

综 上 所 述 ,牛顿 和 攻 布 尼 荡 研究 徽 积分 学 的 基础 都 达到 了 网 
目的 ,但 各 白 的 方法 不 同 .牛顿 主要 是 从 力学 的 概念 出 发 ,而 某 布 尼 
茨 作为 哲学 家 和 几何 学 家 对 方法 本 身 感 兴趣 . 牛顿 接近 最 后 的 结论 
比 莱 布 尼 芯 时 一 些 , 而 莱 布 尼 芯 发 表白 己 的 结论 早 于 和 牛顿 . 


$12.4 光辉 的 诞生 


微 积分 的 诞生 具 有 划时代 的 意义 ,是 数学 史上 的 分 水 岭 和 转折 
点 ,这 个 伟大 发 明 产 生 的 新 数学 明显 地 不 同 于 从 古 希腊 继承 下 来 的 
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后 数学 . 旧 数 学 是 关于 常量 的 数学 , 而 新 数学 是 关于 变量 的 数学 - 中 
数学 是 静态 的 .而 新 数学 是 动态 的 .有 旧 数学 与 新 数学 的 关系 就 像 解 前 
学 与 生理 学 ,前 者 研究 死 的 族 体 ,而 后 者 研究 活 的 身体 . 日 数学 只 涉 
及 辕 定 的 和 有 限 的 ,而 新 数学 却 包含 了 运动 ,变化 和 无 限 . 

关于 微 积分 的 地 位 ,恩格斯 是 这 样 评价 的 :“ 存 一切 理 论 成 就 中 ， 
未 必 再 有 什么 像 17 世纪 下 学 叶 微 积分 的 发 现 那 样 被 看 作 人 类 精神 
的 最 高 胜利 了 .如 果 在 某 个 地 方 我 们 看 到 人 类 精神 的 纯粹 的 和 唯一 
的 功绩 , 那 焉 是 在 这 里 .” 

我 们 看 到 了 微 积分 的 发 明 远 非 一 .二 人 的 工作 . 它 经 历 了 一 个 温 
长 而 曲折 的 思想 潮流 ,从 古 拒 的 哲学 思辩 和 数学 证 明 引 导 到 17 世纪 
的 极其 成 功 的 富 于 启发 性 的 方法 .17 世纪 最 伟大 的 数学 家 们 都 参与 
了 这 项 伟大 的 工程 .他 们 当中 有 刻 卜 勒 . 笛 卡 儿 、 卡 瑟 列 里 . 费 马 . 帕 
斯 卡 . 乏 由 瓦尔 . 巴 罗 等 .最 终 在 牛顿 和 莱 布 尼 艾 手中 集 其 大 成 ,进发 
出 新 方法 和 新 观点 的 发 明 ,使 数学 达到 一 个 更 高 的 水 平 .英国 的 伟大 
诗人 霸 芋 曾经 把 人 类 思想 史上 伟大 进步 的 形成 比 作 雪崩 的 形成 : 

一 片 一 片 的 雪花 ， 

经 过 风暴 的 再 三 筛选 . 

积 成 巨大 的 雪 团 . 

在 阳光 的 激发 下 

形成 雪崩 ! 

思想 也 是 这 样 ， 

一 点 一 滴 地 积累 在 

不 怕 上 帝 的 人 心中 ， 

终于 进发 出 伟大 的 真理 ， 

在 万 局 引起 响应 ! 
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博学 之 、 审 站 之 , 慎 思 之 、 明 辨 之 、 笃 行 之 . 
《中 庸 少 
人 一 能 之 ,已 百 之 ;人 十 能 之 , 己 千 之 ,. 果 能 此 道 侨 , 虽 轴 必 明 . 虽 
柔 必 强 . 


《中 庸 》 
$13.1 第 二 次 数学 危机 


13.1.1 英雄 世纪 

微 积分 姓 牛 之 后 ,数学 迎 来 一 次 空前 的 繁荣 时 期 .18 世纪 被 称 
为 数学 史 的 英雄 世纪 .这 个 时 期 的 数学 家 们 在 几乎 没有 逻 鲜 支持 
的 前 提 下 ,勇于 开拓 并 征服 了 众多 的 科学 领域 .他 们 把 微 积分 应 几 于 
天 文学 力学 .光学 .热学 等 各 个 领域 ,并 获得 子 主 破 的 成 朱 , 在 数学 
本 身 他 们 义 发 展 了 微分 方程 的 理论 ,无 穷 级 数 的 理 沦 ,大 大 地 扩展 了 
数学 研究 的 范围 

18 猴 纪 的 数 党 家 们 知道 他 们 的 微 积 分 概念 是 下 清楚 的 ,证 明志 
不 充分 .fil 他 们 却 自信 他 们 的 结果 是 正确 的 .为 什么 会 是 这 样 昵 ?部 
分 答案 是 ,有 许多 结果 为 经 验 和 观测 所 证 实 , 其 中 最 突出 的 是 天 文学 
的 预言 ,如 哈雷 要 星 的 缸 度 出 现 . 另 一 个 原因 是 , 那 时 的 数学 家 确信 ， 
上 帝 数 学 化 地 设计 了 世界 ,而 他 们 止 在 发 现 和 揭示 这 种 设计 . 可以 
说 ,这 种 信仰 支撑 着 他 们 的 精神 和 勇气 ,而 丰硕 的 科学 成 果 则 养育 着 
他 们 的 心 管 ,成 为 他 们 追求 的 精神 食粮 . 

科学 上 的 巨大 需要 战胜 了 远 辑 上 的 顺 尽 . 他们 需要 做 的 事情 太 
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多 了 ,他 们 急于 去 所 到 产 的 成 果 . 基础 问题 只好 先 放 一 放 . 正 如 达 郎 
贝尔 所 说 的 :“ 向 前 进 , 你 就 会 产生 信心 1" 数学 史 的 发 展 也 一 再 证 明 
自由 创造 总 是 领先 于 形式 化 和 雍 辑 基础 - 

13.1.2 第 二 次 数学 危机 

大 家 知道 ,在 公元 前 5 世纪 出 现 了 数学 基础 的 第 一 次 灾难 性 危 
机 ,这 就 是 无 理 数 的 诞生 .这 次 危机 的 产生 和 解决 大 大 地 推动 了 数学 
的 发 展 . 

在 微 积分 的 发 展 过 程 中 ,一 方面 是 成 果 丰 硕 , 另 一 方面 是 基础 的 
不 稳固 ,出 现 了 越 来 越 多 的 雇 论 和 悖 论 .数学 的 发 展 又 届 到 了 深刻 的 
令 人 不 安 的 危机 .由 微 积 分 的 基础 所 引发 的 危机 在 数学 史上 称 为 第 
二 次 数学 危机 . 
虽然 在 牛顿 和 莱 布 尼 艾 创立 微 积分 之 后 的 大 约 一 百年 中 ,很 少 
注意 到 从 逻辑 上 加 强 这 门 学 科 的 基础 ,但 绝 不 是 对 薄弱 的 基础 没有 
人 批评 .一 些 数学 家 进行 过 长 期 的 争论 ,并 且 ,两 位 创立 者 本 人 对 此 
学 科 的 基本 概念 也 不 满意 对 有 缺陷 的 基础 最 强 有 力 的 批评 来 自 一 
位 非 数学 家 , 这 就 是 其 名 的 唯心 主义 哲学 家 贝克 莱 主 教 (Bishop 
George Berkeley,1685 - 1753) .他 坚持 : 微 积分 的 发 展 包含 了 偷 换 假 
设 的 逻辑 错误 .我 们 以 考察 牛顿 对 现在 称 作 微分 所 采用 的 方法 ,来 并 
明白 这 个 特殊 的 批判 - 

牛顿 在 1704 年 发 表 了 “曲线 的 求 积 ”, 其 中 他 确定 了 x? 的 导数 
《他 当时 称 为 流 数 ) .我 们 把 牛顿 的 方法 意译 如 下 : 

当 增长 为 x+0 时 , 寡 z3 成 为 (x+0)3 ,或 3+3z20 + 3702 
十 003. 

它们 的 增 量 分 别 为 0 和 3zr20 +3z02 + 0 

这 两 个 增 量 与 x 的 增 量 0 的 比分 别 为 1 与 3z3 +3<z0+02. 

然后 让 增 量 消失 , 则 它们 的 最 后 比 将 为 1 比 3x?. 从 而 x2， 对 zx 的 
变化 率 为 3z?. 

从 引文 中 可 看 出 , 偷 换 假设 的 错误 是 明显 的 . 在 论证 的 前 一 部 
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分 .假定 0 是非 零 的 ,向 在 论证 的 后 一 部 分 , 它 又 被 取 为 零 . 贝克 莱 
说 :在 我 们 假定 增 量 销 失 时 ,理所当然 ,也 得 假设 它 的 大 小 .表达 式 
以 及 其 它 , 由 于 玄 的 存在 而 随 之 而 来 的 一 切 也 随 之 消失 .” 他 还 说: 
“总 之 ,不 论 怎 样 看 ,牛顿 的 流 数 算法 是 不 合 妥 辑 的 ”. 这 就 是 历史 上 
著名 的 《贝克 莱 悖 论 》. 

这 里 指出 ,只 是 在 对 极限 论 作 了 严格 的 逻辑 处 理 之 后 ,这 一 困难 
和 缺陷 才 得 以 克服 . 

为 了 使 该 者 对 当时 分 析 中 出 现 的 访 误 有 所 了 解 ,我 们 再 看 看 大 
数学 家 欧 拉 在 他 使 用 分 析 推 理 时 出 现 的 一 些 悖 论 . 

把 二 项 式 定理 形式 地 应 用 于 (1 - z) 1, 我 们 得 到 


这 二 = -tt 
然后 令 + = 2, 我 们 有 

一 1=1+2+4+8+16+ 
这 就 是 欧 拉 得 到 的 -- 个 不 得 不 接受 的 荒 届 结论 .还 有 ,把 前 式 两 边 乘 
以 ,得 


+ = 一 一 . 
一 下 
另 一 方面 ， 
.~ 1 -~ :+L 
Tit 
x 
两 式 相 如 后 , 欧 拉 得 到 
0 
和 


这 也 基 一 个 十 分 荡 刻 的 结果 . 
17 诬 纪 和 18 蕉 纪 的 数学 家 们 对 尤 穷 级 数 不 大 理解 ,以致 在 分 析 
这 个 领域 中 出 现 了 许多 悖 论 .再 如 ,考虑 级 数 
S=1-1+1-1+1-1+., 
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如 果 把 级 数 以 一 种 方法 分 组 ,我们 有 


Ss= -1)+(-1)+( -1)+…=0, 
如 果 按 另 一 种 方法 分 组 ,我 们 有 
S=1-(-l+l-1l+1l-t+)=1-0=1 


L.G. 略 兰 迪 (Grandi，1671 - 1742) 说 ,内 为 0 和 1 是 等 可 能 的 ,所 以 
级 数 的 和 应 为 平均 数 1/2. 这 个 值 也 能 用 纯 形 式 的 方法 得 到 . 事实 
上 ， 


S=1-(1-1+1-1+1-1+…)=1-5. 

由 此 得 2S = 1, 或 S = 172. 

这 样 的 悖 论 日 益 增 多 -数学 家 们 在 研究 无 穷 级 数 的 时 候 . 做 出 许 
多 错误 的 证 明 ,并 由 此 得 到 许多 错误 的 结论 .他 们 在 有 限 与 无 限 之 间 
任意 通行 ,他 们 的 工作 可 以 用 伏 尔 秦 的 一 名 话 来 概括 : 微 积分 是 “ 计 
算 和 度量 一 个 其 存在 性 是 不 可 思议 的 事物 的 艺术 ”. 

因此 在 18 世纪 结束 之 际 , 微 积 分 和 建立 在 微 积 分 基础 上 的 分 本 
的 其 它 分 支 的 逻辑 处 于 一 种 完全 混乱 的 状态 之 中 .事实 上 ,可 以 说 微 
积分 在 基础 方面 的 状况 比 17 世纪 更 差 .数学 巨匠 ,尤其 是 欧 拉 和 和 拉 
格 朗 日 给 出 了 不 正确 的 修 辑 天 础 .因为 他 们 是 权威 ,所 以 他 们 的 错误 
就 被 其 他 数学 家 不 加 批判 地 接受 了 ,甚至 作 了 进一步 的 发 展 . 

进入 19 世纪 ,数学 陷入 更 加 矛盾 的 境地 .虽然 它 在 描述 和 预测 
物理 现象 方面 所 取得 的 成 就 远 远 超出 人 们 的 预料 ,但 是 大 量 的 数学 
结构 设 有 逻辑 基础 ,因此 不 能 保证 数学 是 正确 无 误 的 . 

历史 要 求 给 微 积 分 以 严格 的 基础 . 
13.1.3 柯 西 的 功绩 

第 一 个 为 补救 第 二 次 数学 危机 提出 真正 有 见地 的 意见 的 是 达 朗 
页 尔 .他 在 1754 年 指出 ,必须 用 可 靠 的 理论 去 代 蔡 当时 使 用 的 粗粮 
的 极限 理论 .但 是 他 本 人 未 能 提供 这 样 的 理论 . 最早 使 微 积分 严 间 化 
的 是 拉 格 朗 日 .为 了 避免 使 用 无 穹 小 推理 和 当时 还 不 明确 的 报 限 概 
念 , 拉 格 朗 日 曾 试图 把 整个 微 积分 建立 在 泰勒 展 式 的 基础 上 .但 是 ， 
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这 样 一 来 ,考虑 的 函数 范围 太 罕 了 ,而 且 不 用 极限 概念 也 无 法 讨论 无 
穷 级 数 的 收 人 第 问题 .所 以 , 拉 格 郎 日 的 以 竺 级 数 为 工具 的 代数 方法 也 
未 能 解决 微 积分 的 莫 基 问题 . 

到 了 19 世纪 ,出 现 了 一 批 杰出 的 数学 家 ,他 们 积极 为 微 积 分 学 
的 昔 基 工作 而 努力 .首先 要 提 到 的 是 捷克 的 萌 学 家 和 数学 家 波 处 查 
诺 (B. Bolzano,1781 一 1848). 他 开始 将 产 格 的 论证 引 人 和 人 到 数学 分 析 
中 .1816 咎 ,他 在 二 项 展开 公式 的 证 明 中 ,明确 地 提出 了 级 数 收 伍 的 
慨 念 ,同时 对 极限 .连续 和 变量 有 了 较 深 入 的 理解 .特别 是 ,他 曾 写 出 
《万 穷 的 停 论 》 一 书 , 书 中 包含 许多 真知 灼 见 .可 慌 , 在 他 去 世 两 年 后 
该 书 (1850 年 ) 才 得 以 出 版 - 

分 析 学 的 莫 基 人 ,公认 是 法 国 多 产 的 数学 家 柯 西 (A.L.Cauchy， 
1789 一 1857). 柯 西 在 数学 分 析 和 和 置换 类 理论 方面 做 了 开拓 性 的 工 
作 ,. 基 最 伟大 的 近代 数学 家 之 一 .他 在 1821 一 1823 年 间 出 版 的 《分 析 
教程 》 和 《 记 穷 小 计算 讲义 》 是 数学 史上 划时代 鸣 著 作 . 在 那里 他 给 
出 了 数学 分 析 一 系列 基本 概念 的 精确 定义 .例如 ,他 给 出 了 精确 的 极 
限定 义 ,然后 用 极限 定义 连续 性 .导数 .微分 , 定 积 分 和 无 穷 级 数 的 收 
化 性 .这 些 定义 基本 上 就 是 今天 我 位 微 积 分 课本 中 使 用 的 定义 ,不 过 
现在 写 得 更 加 严格 一 点 . 

13.1.4 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 规划 

对 分 析 基 础 作 更 深 一 步 的 理解 的 要 求 发 后 的 1874 年 . 那 时 德国 
数学 家 魏 尔 斯 特 接 斯 ( 攻 , 工 .到 .Weirstrass,1815 一 1897) 构造 了 一 个 
没有 竺 数 的 函数 , 即 构造 了 一 条 处 处 没有 切线 的 连续 曲线 .这 与 自 观 
信念 是 在 矛 盾 的 .这 对 在 分 析 学 中 运用 元 何 直观 是 一 场 大 风暴 . 

连续 性 和 吕 微 性 是 分 析 学 的 基本 概念 ,从 微 积分 诞生 起 - 自 是 
分 析 饶 究 的 主要 对 象 .但 是 数学 家 们 对 它们 的 认识 -- 吉 是 模 灶 不 清 
的 .甚至 有 的 数学 家 还 证 明 过 ,任何 函数 在 所 有 的 连续 点 上 都 有 导 
数 . 禾 尔 斯 特 拉 斯 的 函数 几乎 使 所 有 的 数学 家 都 感到 震惊 . 埃 尔 米 特 
在 1893 年 5 月 20 日 给 斯 蒂 杰 斯 的 信 中 和 写 道 :“ 我 简直 惊 恺 万 状 ,不 愿 
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面 对 这 一 不 才 的 现实 ,没有 导数 的 连续 函数 1" 

极限 概念 .连续 性 .可 微 性 和 收敛 性 对 实数 系 的 依赖 比 当时 人 们 
想象 的 要 深奥 得 多 . 黎 曼 发 现 , 柯 西 没有 必要 把 他 的 定 积分 限制 于 过 
续 函 数 . 黎 曼 证 明了 ,被 积 函 数 不 连 续 , 其 定 积分 也 可 能 存在 . 黎 受 还 
个 出 一 个 西数; 当 变 量 取 无 理 值 时 它 是 连续 的 ; 当 变量 取 有 理 值 时 它 
是 不 连续 的 .这 些 例 子 使 我 们 越 来 越 明白 ,在 为 分 析 建 立 一 个 完善 的 
基础 方面 ,还 需要 再 深 控 一步 :我 们 需要 理解 实数 系 的 更 深刻 的 性 
质 . 

这 个 任务 落 在 了 魏 尔 斯 将 拉 斯 身上 . 狐 尔 斯 特 拉 斯 提出 一 个 规 
划 :1) 逻辑 地 构造 实数 系 ;2) 从 实数 系 出 发 去 定义 极限 概念 、 连 续 
性 ,可 微 性 ,收敛 和 发 散 . . 

这 个 规划 称 为 分 析 的 算术 化 . 任务 是 繁重 而 困难 的 ,但 在 接近 
19 世纪 来 的 时 候 , 这 个 规划 终于 完成 了 

魏 尔 斯 特 拉 斯 的 努力 终于 使 分 析 从 完全 依靠 运动 学 .直觉 理 解 
和 几何 概念 中 解放 了 出 来 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 规划 的 成 功 产 生 了 深远 的 
影响 . 主要 表现 在 以 下 邢 点 : 

1) 既然 分 析 能 从 实数 系 导出 ,所 以 ,如 果实 数 系 是 相 容 的 ,那么 
全 部 分 析 是 相 容 的 . 

2) 欧 氏 几何 通过 笛 卡 儿 坐标 系 也 能 莫 基 于 实数 系 上 . 所 以 ,如 
果实 数 素 是 相 答 的 ,那么 网 氏 几 何 是 相 容 的 , 见 何 学 的 其 它 分 支 也 是 
相 容 的 . 

3) 实数 系 可 用 来 解释 代数 的 许多 分 支 ,所 以 许多 代数 的 相 容 性 
也 依赖 于 实数 系 的 相 容 性 . 

由 此 得 到 ,如 果实 数 系 是 相 容 的 ,那么 大 部 分 数学 就 是 相 容 的 . 

瑶 尔 斯 特 拉 斯 规划 的 第 二 部 分 是 由 引进 精确 的 “e - 8” 语言 而 
完成 的 .这 一 语言 给 出 极限 的 准确 描述 ,消除 了 历史 上 各 种 模糊 的 
语 , 庄 如 "最终 比 ”"、“ 无 限 地 趋 近 于 ”等 等 . 这 样 一 来 ,分 析 中 的 所 有 
蕊 本 概念 都 可 以 通过 实数 和 它们 的 基本 运算 和 关系 精确 地 表述 出 
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魏 尔 斯 特 拉 斯 规划 的 第 一 部 分 就 是 实数 系 的 建立 ,下 面 我 们 将 
详细 讨论 . 

总 之 ,第 二 次 数学 危机 的 核心 是 微 积分 的 基础 不 稳固 .补丁 的 贡 
献 在 于 .将 微 积分 建立 在 极限 论 的 基础 上 . 遗留 的 问题 是 ,任何 实数 
列 的 极限 存在 吗 ? 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 贡献 在 于 , 先 逮 辑 地 构造 实数 系 . 
因而 ,建立 分 析 基 础 的 逻辑 顺序 是 实数 系 一 极限 论 一 微 积 分 . 


$13.2 ”实数 集合 的 基本 性 质 


13.2.1 从 有 理 数 谈 起 

我 们 用 Q 表示 全 体 有 理 数 的 集合 .Q 有 一 个 重要 性 质 , 就 是 “ 秽 
窗 性 ”, 我 们 在 第 一 讲 就 提 色 过 . 对 于 任意 两 个 有 理 数 ri'ri ,不管 它 
们 相距 多 近 , 即 不 管 :rl - xr2| 多 么 小 ,它们 之 间 总 有 另 一 个 有 理 数 
rs, 例如 可 取 rs = 了 (rd ri) 在 和 rs 之 癌 ,r> 和 zs 之 问 . 还 有 
另外 的 有 理 数 .如 此 类 推 , 可 知 ,在 r*; 和 r; 之 疗 存 在 尤 穷 多 个 有 理 
数 . 

在 数 轴 上 .以 有 理 数 为 坐标 的 点 叫 作 有 理 点 . 数 集 Q 与 数 轴 上 的 
有 理 点 是 … 十 应 的 ,所 以 我 们 也 可 以 用 四 表示 有 理 点 集 . 分 析 学 上 
和 和 “ 数 ” 混用 不 分 . 
性 的 另 -种 表示 法 是 给 定 一 个 有 理 数 ~, 总 他 在 有 坚 
点 列 i7,i 以 -为 极限 , 即 limm = -这 表明 有 理 点 列 问 的 些 离 可 以 
缩 为 0. 由 此 可 知 , 有 埋 点 之 间 不 可 能 存在 大 于 0 的 最 小 间距 .也 就 
是 ,任何 有 百 数 ， 附近 不 存在 与 ~ 最 近 而 又 异 于 + 的 有 至 点 

有 理 数 是 我 们 日 常生 活 利 科学 技术 中 用 于 测量 的 数 , 它 的 稠密 
性 保证 了 我 们 的 测量 可 议 达 到 任意 高 的 精确 度 . 就 实用 而 言 , 有 理 数 
是 完全 够 用 的 . 此 外 ,有 理 数 系 对 四 则 运算 是 封闭 的 , 它 是 我 们 过 到 
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的 第 一 个 比较 完美 的 数 系 . 

但 是 ,有 理 数 系 仍 然 存在 严重 的 缺陷 . 

首先 ,有 理 点 并 没有 填 满 整个 数 轴 .我们 早 就 证 明了 3 就 不 是 
有 理 点 ,而 月 知道 ,有 理 点 间 的 空隙 非常 之 多 . 从 几何 上 看 ,这 是 不 完 
美的 . 如 朵 不 把 它们 填补 起 来 ,就 连 平面 几何 中 “截取 交点 ”这 件 事 
都 会 遇 到 麻烦 . 从 代数 上 看 ,有 理 数 系 对 开 方 运算 不 封闭 ,有 理 数 的 
开 方 可 能 不 再 是 有 理 数 .这 个 问题 不 解决 ,进一步 的 代数 运算 将 过 到 
麻烦 . 
其 次 . 当 我 们 从 变量 的 角度 考察 问题 时 ,就 会 发 现 ,有 理 数 系 在 
极限 运算 下 不 封闭 . 即 , 由 有 理 数 组 成 的 序 全 ,其 极限 可 能 不 再 是 有 
理 数 ,有 理 数 的 这 种 不 完备 性 ,是 一 个 本 质 上 的 缺陷 . 它 使 得 有 百 数 
系 不 能 成 为 微 积分 学 的 立论 的 基础 . 

例 


在 + 直 + (n= 1.2…)。 

这 个 序列 是 读者 熟悉 的 , 它 的 极限 是 数 se( 它 的 存在 性 在 后 面 给 出 )、 
数 。 是 数学 分 析 中 使 用 最 广泛 的 常数 之 一 .我 们 曾 指出 ,这 个 数 是 起 
越 数 , 但 是 没有 证 明 . 现在 我 们 来 证 明 它 不 是 有 理 数 . 对 于 任何 
2 > 疡 ,我 们 有 


$7 Su Tn : DI Cm F371 Tt 十 
SS, at 3 Cm Te 二] 
< SS lt T+ Ci …] 
Smt er ! 1 3 二 去 
prtl 


因此 , 当 ”> m 时， 
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sw < ss 近 So 1 上 - -了 
mm! 
令 无限 增 大 .市 m 避 持 不 变 , 我 们 得 到 ， 
1 ._L 


SS ee Ss, + 


因此 ,e 同 Su 的 差 最 大 是 沁 - 3 注意 到 ,m1 随 坟 增 大 而 极其 迅 到 
地 增 大 ,所 以 对 于 适当 的 mm , 数 S。 已 经 是 e 的 很 好 的 近似 值 .例如 ， 
Sis 同 。 的 差 小 于 10 ? .用 这 种 方法 我 们 可 以 求 出 e = 2.718 281…. 

现在 我 们 来 证 明 e 是 无 理 数 .假定 。 是 有 理 数 ,并 将 它 写 为 。 = 


如 ,mm > 1. 困 为 e 位 于 2 与 3 之 问 , 所 以 它 不 是 整数 .根据 前 面 的 沦 
证 ,我 们 有 ， 
.1 
六 mm 
上 式 两 端 乘 以 p41! ,得 到 
mlS, < plm — DI mlS, + 二 < mlS, +t1l, 


但 是 ， 


ml ml! ml 
15, = frmlt + 
Wi A 2 21 31 pl 


是 -个 整数 ,因为 右 端 各 式 中 每 一 项 都 是 整数 . 这 样 -来 ,如 果 。 是 
有 理 数 , 则 整数 p(w - 1)! 将 位 于 两 个 相继 的 整数 之 闽 , 叮 这 是 不 可 
能 的 .这 样 我 们 就 证 明 了。 是 无 理 数 . 

这 个 例子 说 明 ,有理 数 系 在 极限 运算 下 不 是 甘 闭 的 . 

总 之 ,如 果 不 把 有 至 数 域 进行 扩 充 , 那 么 从 拖 何 上 看 , 数 轴 是 不 
完备 的 ,存在 许多 空隙 ;从 代数 上 看 ,并 方 运算 不 封闭 :从 分 析 上 看 ， 
极限 运算 不 封闭 . 

正 是 有 理 数 的 这 些 缺 陷 , 引 出 了 康 托 尔 . 戴 德 金 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 
等 人 对 无 理 数 本 质 的 深刻 研究 ,并 更 定 了 实数 的 构造 理论 . 


13.2 买 执 集 音 的 量 本 性质 


关于 实数 的 构造 ,已 有 二 种 不 同 的 方法 ,也 就 是 有 : 派 理论 , 即 
戴 德 金 的 “分 划 "”, 康 托 尔 - 海 涅 的 * 基 本 序列 ”和 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 
“有 界 单 调 序列 ”. 这 三 种 构造 方法 有 一 个 共同 点 :都 是 利用 有 埋 数 的 
某 些 集合 来 定义 无 理 数 . 并且, 这 三 种 定义 在 逻辑 上 是 等 价 的 . 一 旦 
证 明了 它们 的 等 价 狂 ,我 们 就 可 以 从 任 一 定义 出 发 去 定义 实数 .我 们 
采用 戴 德 金 的 “分 划 ” 米 定义 实数 .因为 这 种 构造 法 的 直观 件 强 , 是 
多 数 教科 书 采用 的 方法 .但 是 必需 指出 ,无 论 哪 种 构造 都 采用 了 公理 
化 的 方法 .都 具有 一 定 的 抽象 性 , 读 起 来 要 花 一 些 心 思 . 

13.2.2 ”过 9 德 金 分 划 

戴 德 爹 引出 分 划 概 念 的 想法 ,是 从 如 何 定义 V2 得 来 的 . 我 们 知 
道 ,w2 冬 @. 根 据 有 理 数 的 稠密 性 ,不 难 找到 有 理 点 列 r。,r， ,满足 条 
件 


lm(r -mm) =0，m<< nm 
从 直观 上 看 ,W2 恰好 是 两 个 有 理 点 列 ;r 上 和 i ri 的 分 划 点 .但 是 ， 
我 们 还 不 知道 V2 为 何 物 ,又 如 何 选 取 有 理 点 列 x, 使 它 与 V2 作 比 较 
呢 ? 这 个 问题 倒 不 难 回 答 , 因 为 我 们 总 可 以 选取 x, © Q, 使 得 于 去 
2. 同 理 , 可 以 选取 + EE Q.r 3 > 2. 
“满足 上 面条 件 的 点 列 显然 是 非常 多 的 .为 了 避免 特殊 性 和 不 确 
定性 ,我 们 把 点 集 Q@ 分 为 两 类 4 和 A .其 中 

4 类 :一 切 使 王 < 2 的 正 有 理 数 x, 零 ,及 一 切 负 有 理 数 . 

4 类 :一 切 使 一 > 2 的 下 有 理 数 . 

这 个 分 划 具 有 这 样 三 条 性 质 :1) 集 A 和 和 集 A 都 是 非 空 的 ;2) 
4UA = 但, 即 没有 尘 掉 一 个 有 理 数 ;3) 集 4 中 的 每 一 个 数 都 小 
于 集 A“ 中 的 每 一 个 数 . 几 一 名 话 来 措 述 分 划 的 这 三 条 性 质 就 是 :不 
空 ,不 小 ,不 乱 . 

下 面 我 们 引 人 戴 德 金 关 于 分 划 的 定义 : 

定义 “把 全 体 有 理 数 的 集合 分 成 两 个 集合 4 和 A ,满足 下 面 
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三 个 条 件 : 
1) 集合 A 和 4 都 是 非 空 的 (不 空 ); 
2) 每 一 个 有 理 数 在 而 且 只 在 有 A 与 4“ 两 个 集合 的 一 个 之 中 (不 


调 ); 
3) 集合 A 中 的 每 一 个 数 4 都 小 于 集合 4“ 中 的 每 一 个 数 a“{ 不 
乱 ). 


集合 4 叫 作 分 划 的 下 类 ,集合 4 叫 作 分 划 的 上 类 .用 如:A 表 
示 这 一 分 划 . 

由 分 划 的 定 文 可 知 , 凡 小 于 下 类 中 的 数 4 的 有 理 数 也 属于 下 类 . 
局 样 , 凡 大 于 上 类 中 数 a 的 有 理 数 也 属于 上 类 . 

例 1 把 A 定义 为 一 切 满足 不 等 式 4a < 1 的 有 理 数 4 的 集合 ,而 
把 a 汪 1 的 一 切 有 理 数 < 归 人 集合 4 

不 难 验证 ,我 们 确实 得 到 了 一 个 满 是 定义 的 分 划 , 即 满足 分 划 的 
三 个 条 件 .特别 地 , 数 1 属于 集合 A', 并 且 它 是 A 中 的 最 小 的 数 . 另 
一 方面 ,A 类 中 没有 最 大 的 数 . 内 为 ,不 论 我 们 在 A 中 取 怎 样 的 数 4. 
我 们 总 可 以 在 a 和 1 之 间 找 出 一 个 有 理 数 el,ai > a, 且 属于 人 类 . 

例 2 把 A 定义 为 一 切 满足 不 等 式 a 委 1 的 有理 数 “的 集合 ,而 
把 ea” > 1 的 一 切 有 理 数 a 上 归 人 集合 A 

这 也 是 一 个 分 划 ,并 且 在 于 类 中 没有 最 小 数 ,而 在 下 类 中 有 最 大 
数 . 

例 3 ”和 由 v2 所 产生 的 分 划 . 

定义 如 前 ,这 也 是 一 个 分 划 , 并 且 在 上 类 中 没有 最 小 数 , 在 下 类 
中 没有 最 大 数 . 

命题 ”不 存在 Q@ 的 这 样 的 分 划 4 14 ,使 4 中 有 最 大 数 ,4 中 
有 最 小 数 ( 自 证 ). 

可 见 ,分 划 只 能 有 三 种 类 型 : 

1) 在 上 类 中 没有 最 小 数 , 而 在 下 类 中 有 最 大 数 ~; 

2) 在 上 类 中 有 最 小 数 + ,而 在 下 类 中 没有 最 大 数 ; 
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3) 在 上 类 中 没有 最 小 数 ,在 下 类 中 也 没有 最 大 数 . 
在 前 两 种 情形 下 ,我 们 说 ,这 个 分 划 由 有 理 数 产生 ,或 者 说 ,这 个 
分 划 定 义 了 有 理 数 =. 在 例 1 和 例 2 中 这 样 的 数 > 是 1, 它 是 两 类 集合 
的 界 数 . 

在 第 三 种 情形 下 界 数 不 存 在 ,分 划 不 能 定义 任何 有 理 数 .我 们 现 
在 需要 引进 一 类 新 数 一 一 无 理 数 .下 面 给 出 它 的 定义 . 

定义 ”任何 属于 类 型 3) 的 分 划 定 义 了 一 个 无 理 数 a. 

这 个 新 数 a 就 代表 着 缺少 了 的 界 数 ,我 们 把 它 插 在 类 A 和 类 A 
之 闻 . 讽 3 就 是 v2 的 定义 . 

有 理 数 与 无 理 数 统称 为 实数 . 实数 的 概念 不 仅 是 数学 分 析 的 一 
个 基本 概念 ,而 且 也 是 整个 数学 的 基本 概念 . 

对 于 每 一 个 有 理 数 ~, 存 在 两 个 定义 它 的 分 划 . 在 两 个 分 划 中 都 
是 数 a < > 归 人 下 类 , 数 a > -属于 上 类 ,证 数 本身 可 以 在 上 类 ， 
也 可 以 在 下 类 , 为 了 确定 起 见 .我 们 规定 : 凡 说 到 有 理 数 的 分 划 时 ,总 
是 把 这 个 数 归 人 上 类 .这 样 一 来 ,下 类 A 中 没有 最 大 数 . 

13.2.3 ”实数 的 性 质 

有 了 实数 的 严格 定义 之 后 ,我们 的 下 一 个 任务 就 是 在 此 定义 的 
基础 上 研究 实数 的 性 质 . 实数 有 哪些 基本 性 质 晓 ? 我 们 说 ,实数 有 三 
种 基本 性 质 . 

1) 实数 的 有 序 性 . 这 就 是 说 ,实数 集 是 一 个 有 序 集合 ,任何 两 个 
实数 可 以 比较 大 小 .这 样 一 来 有 理 数 系 的 有 序 性 扩充 到 了 实数 系 .我 
们 知道 ,这 一 性 质 不 能 扩充 到 复数 系 . 这 说 明 , 有 序 性 是 实数 系 所 具 
有 的 一 个 重要 性 质 , 商 不 是 任何 数 系 都 具有 的 性 质 . 

2) 实数 的 连续 性 ,或 实数 的 完备 性 .v2 的 例子 告诉 我 们 在 有 理 
数 之 间 有 空 阶 , 它 们 没有 把 数 轴 填 满 .实数 之 间 有 没有 空 阶 呢 ?给 定 
一 个 满足 上 面 三 条 性 质 的 实数 的 分 划 ,这 个 分 划 还 会 有 空隙 吗 ? 例 
如 ,给 定 一 个 正 实数 , 它 的 平方 根 是 实数 吗 ? 会 不 会 出 现 正 实数 的 平 
方 根 超出 实数 域 的 例外 情形 呢 ? 再 如 ,给 定 一 个 实数 序列 ,这 个 序列 


434 ， 第 十 三 章 。 实数 理论 


不 是 实数 呢 ? 下 面 将 和 证明 不 会 出 现 这 种 情况 ,实数 系 是 完备 的 . 实数 
系 的 这 个 性 质 属 于 拓扑 性 质 . 

3) 实数 的 代数 结构 .我 们 都 很 熟悉 .有理 数 系 可 进行 由 则 运算 ， 
并 晶 这 些 运算 避 从 分 配 律 .交换 律 .结合 律 等 运算 舰 律 .这 些 运 算 规 
律 对 实数 仍 成 立 , 代 需要 给 予 严 格 证 明 . 

下 伽 我 们 分 别 来 研究 这 二 条 时 本 性 涝 . 
13.2.4 ”实数 集合 的 有 序 位 

现在 我 们 利用 有 理 数 集 的 有 诗人 性 米 建立 实数 集合 的 有 序 性 .这 
需 昌 给 出 两 个 实数 相等 的 定义 .并 存 实数 集合 中 给 出 大 小 的 概念 . 

定义 。 由 分 划 4 4A 和 BB' 分 别 定 义 的 两 个 实数 。 和 有 .当月 
私 当 这 两 个 分 划 相 同时 才 相 等 . 

按照 上 面 的 规定 ,只 查分 划 的 两 个 下 类 A 和 B 相同 即 可 ,办 为 
这 时 两 个 上 类 A 和 已 - 也 必 机 网. 这 个 定义 对 < 和 及 是 有 理 数 旺 然 也 
成 立 . 

现在 我 们 来 建立 关于 实数 的 “大 于“ 或 “小 于 ”的 概念 .对 丁 有 理 
数 来 说 .这 个 概念 从 中 学 恋 本 中 已 经 知道 了 .对 于 肌理 数 * 与 无 理 数 
e 来 说 ,在 分 划 的 定 文 中 实际 上 已 经 包含 站. 如 华 e 是 由 分 划 全 A 
定义 的 .我 们 就 算 作 a 大 于 所 布 和 类 中 的 数 .而 小 于 所 有 A“ 类 中 的 
数 ; 一 定 在 . 中 或 在 4 中 . 

现在 设 有 疯 个 元 理 数 a 和 和 ,a 由 分 划 AiA 确定,B 几 分 划 甩 ,有 
依 定 .我 们 把 具有 较 大 的 下 类 的 那个 数 算 作 较 大 的 .确切 地 说 、 

定义 ” 蔡 态 类 完全 包含 类 ,全 不 与 昌 类 相间 . 则 称 a > 及, 或 
B<a. 

不 难 验 让 ,这 个 定义 在 gs 和 患 着 数 中 有 一 个 数 是 有 理 数 .或 易 个 
都 是 有 理 数 时 也 成 立 . 

注意 ,我 们 这 里 是 用 集合 的 包含 关系 来 定义 实数 的 大 小 的 ,所 以 
要 换 一 种 起 想 方 法 来 考虑 问题 . 
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由 上 而 的 定义 立刻 可 得 到 下 面 的 命题 . 
定理 1 ”任何 两 个 实数 和 之 间 必 有 下 列 志 种 关系 之 一 : 
«= BP.r> Ba<p. 

其 次 ,a > 8,B > 7y 一 a > 7 

这 个 定理 建立 了 实数 集合 的 序 关 系 :任何 两 个 实数 都 可 以 比较 
大 小 ,并 用 大 小 关系 可 以 传递 . 

为 了 以 后 证 明 的 方便 ,我 们 建立 下 面 的 引 理 - 

引 理 1 天 a.8 是 两 个 什 意 的 实数 .着 a > 8, 则 总 可 以 找到 有 
理 数 x ,使 之 介 于 a 和 有 之 间 :8< < a. 

证 因为 a > BB, 所 以 a 定义 的 分 划 的 下 类 A 完全 包含 了 定义 
8 的 下 类 B, 并 划 4 与 8B 不 相同 .这 样 -来 ,存在 有 理 数 > 满足 :r € 
让 ,rr 扎 昌 . 因 出 7 属于 B .从 而 8 寺 x < a( 等 式 只 有 在 8 是 有 理 数 
时 才 成 立 )- 代 因 在 A 中 没有 最 大 数 ,所 以 我 们 一 定 可 以 取 到 有 理 数 
r 使 得 


P<r<a. 证 毕 . 
引 理 2 ” 设 a,8 是 两 个 给 定 的 实数 . 如 果 对 无 论 您 样 小 的 有 理 
数 。 > 0, 总 能 使 a 与 8 夹 在 两 个 同样 的 有 理 数 中 疗 : 
a 
其 中 > -< e, 则 数 a 与 8 一 定 相 等 . 
证 ” 反 证 法 .假定 a B. 不 失 一 般 性 ,可 假定 a > 8. 由 引 理 1， 
在 数 a 与 8 之 间 可 以 插入 两 个 有 理 数 r 与 + > r: 
B<r<r<a. 
对 任意 满足 引 理 条 件 的 与 , 易 多 ， 
rr >0， 
可 见 差 ;一 * 不 能 任意 小 .与 引 理 的 条 件 相 不 拓 . 证 毕 . 
13.2.5 实数 集合 的 连续 性 
现在 我 们 转 过 来 讨论 全 部 实数 集合 的 一 个 极为 重要 的 性 质 ,. 这 
个 性 质 把 它 和 有 理 数 集合 从 本 质 上 区 曾 开 来 . 这 个 性 质 就 是 实数 的 
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完备 性 ,或 连续 性 .在 考虑 有 理 数 集合 的 分 划 时 . 有 时 有 这 样 一 种 分 
旭 存 在 ,在 这 种 分 划 中 没有 产生 分 划 的 界 数 ,下 十 在 有 理 数 的 集合 中 
留 有 这 种 空隙 ,使 有 理 数 集 失去 了 完备 性 ,而 为 引进 新 的 数 一 一 元 
理 数据 供 了 根据 . 现在 我 们 来 讨论 全 部 实数 集合 中 的 分 划 . 

把 全 体 实数 的 集合 分 成 两 个 集合 A 和 4 .满足 下 面 三 个 条 件 : 

1) 集合 A 和 A' 都 是 惠 空 的 (不 空 ); 

2) 每 一 个 实数 在 而 月 只 在 A 与 六 和 两 个 集合 的 一 个 之 中 (不 
漏 ); 

3) 集合 4 中 的 每 个 数 4 郁 小 于 集合 4 中 的 每 一 个 数 a (不 
乱 ). 

集合 4 叫 作 分 划 的 下 类 ,集合 4 叫 作 分 划 的 上 类 - 仍 用 414 
表示 这 一 分 划 . 

于 大 出 现 这 样 一 个 问题 :对 这 种 分 划 来 说 ,在 实数 集合 中 总 能 找 
到 产生 分 划 的 界 数 ,还 是 在 实数 集 侣 中 仍 有 空 际 ? 

下 面 的 定理 指出 ,空隙 不 复 存 在 ,实数 集 台 是 完备 的 . 

定理 2{ 戴 德 金 ) ”对 实数 集合 的 任何 分 划 4 !4 ,部 存在 产生 这 
个 分 刘 的 实数 a, 这 个 数 a 或 者 是 下 类 A 中 的 最 大 数 .或 考 是 上 类 4 
中 的 最 小 数 . 

注 “实数 集合 的 这 个 性 质 叫 作 实 数 集 合 的 完备 性 ,或 连续 性 . 

证 ”用 有 A 表示 所 有 属于 4 的 有 理 数 集合 ,用 A 表 水 所 有 局 于 
外 "的 有 埋 数 集合 . 易 见 ,A 和 A“ 作 成金 部 有 理 数 集合 的 一 个 分 划 . 

分 划 414 定义 了 某 个 实数 a. 它 应 该 落 在 4 ,4 两 类 之 一 .和 假 
定 它 落 在 下 类 4 中 ,这 时 我 们 来 证 明 ,a 是 4 中 的 最 太 数 .假如 不 然 ， 
则 可 以 找到 另 一 个 大 于 a 的 数 a; 和 4 .根据 引 理 1 我 们 可 在 < 和 a 
之 间 插 和 人 -个 有 理 数 7 :a 之 7 < qi.r 所 于 A 类 ,因而 也 属于 A 类 . 
于 是 我 们 就 得 出 了 地 盾 :在 定义 数 a 欧 分 划 的 下 类 中 会 有 有 理 数 比 a 
这 个 数 更 大 ! 这 样 我 们 就 让 明了 ,a 是 4 中 的 最 大 数 . 

亲 理 可 证 明 ,如 果 a 落 在 上 类 4- 中 , 则 a 是 4 中 的 最 小 数 . 
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不 会 出 现 4 类 中 有 最 大 数 , 而 4- 类 中 有 最 小 数 的 情形 . 

ce 就 是 产生 分 划 4 14- 的 数 .证 毕 . 

这 个 定理 是 实数 理论 的 第 一 个 重要 定理 ,其 它 定 理 将 以 此 定理 
为 基础 ,我 们 把 它 叫 作 戴 德 金 基 本 定理 . 直观 讲 , 在 数 轴 上 随便 砍 一 
刀 ,不 会 落 在 空隙 中 ,一 定 会 藩 在 某 一 实数 上 . 数 轴 是 连绵 不 断 的 .这 
就 是 连续 性 与 完全 性 的 直观 含义 . 数 轴 上 的 点 与 实数 集合 可 以 建立 
一 一 对 应 ,实现 了 几何 与 代数 的 完全 统一 ， 

13.2.5 确 界 存在 定理 

现在 我 们 利用 戴 德 金 定理 来 建立 在 近代 分 析 学 上 起 重要 作用 的 
一 些 基本 概念 .这 些 概念 对 讨论 实数 的 算术 运算 也 是 必需 的 . 

设 瑟 是 一 个 实数 集合 .如 果 存 在 数 M ,使 得 对 所 有 的 x € 下 ,都 
有 |z1<M, 或 - M<x< AM, 我 们 就 说 ,集合 王 是 有 界 集 - 

如 果 巨 不 满足 上 述 条 件 , 即 对 任意 的 正 数 M ,不 管 它 才 大 ,总 有 
zo € 互 ,使 得 | zol > M, 我 们 就 称 所 为 无 界 集 . 

对 于 集合 三 来 说 .如 果 存 在 数 政 (或 大) ,使 得 对 所 有 的 数 r EE 
都 有 z 之 乓 (或 > 到 ) ,我 们 就 称 集合 二 有 上 界 (或 者 有 下 界 ). 数 
下 (或 名 ) 称 为 集合 下 的 一 个 上 界 ( 或 下 界 ). 

有 界 集 指 的 是 ,同时 有 上 和 界 和 下 界 , 全 体 实数 的 集合 解 无 上 和 漠 也 
无 下 界 . 正 实数 集合 有 下 界 , 但 没有 卡 算 . 当 a ,b&b 是 有 限 数 时 , 闭 区 
间 [a ,5] 和 开 区 间 (a ,5) 都 是 有 界 集 的 重子 . 

下 面 我 们 引进 一 个 在 分 析 中 十 分 重要 的 概念 , 即 确 界 的 概念. 

考虑 数 集 4 .如果 常数 M( 或 m) 具有 下 列 性 质 : 

1) 对 于 所 有 的 zx E 4,z 扫 M( 或 者 zx 之 加)i 

2) 不 管 s > 0 是 多 么 小 的 数 ,总 可 以 找到 ro € A ,使 得 MM 一 。 
< xzo( 或 者 ze < m +8) ,那么 就 称 数 M( 或 m) 是 数 集 A 的 上 确 界 
(或 者 下 确 界 ). 

和 A 的 上 确 界 记 作 
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M = supA = sup* 
而 下 确 界 记 作 
nm = infA = in rT. 

其 中 sup 是 拉杆 文 supremunx 最 商 的 ) 的 写 ;inf 是 infimurat 最 低 
的 } 的 缩写 . 

于 确 界 是 上 界 中 最 小 的 ,下 确 愉 是 下 内 中 最 大 的 . 

定理 3 如 果 已 := jir 是 有 FECT) 界 的 集合 . 则 它 -- 定 有 下 
(下 ) 确 界 . 

证 “我们 就 上 确 界 来 进行 证 明 . 下 尹 界 的 证 明 完 全 样 . 节目 
啊 种 情况 : 

1. 若 在 集合 如 中 可 以 找到 最 大 的 数 .+ .于 是 集合 遇 中 激 所 有 的 
数 部 满足 不 等 式 并 志 谨 , 即 x 是 于 的 上 界 , 和男 -一 方 南 .x 鸟 于 拭 , 因 
此 ,对 于 五 的 任何 上 界 邮 都 有 > 入 邮 . 从 而 上 是 上 办 中 最 小 的 , 基 它 
电 人 的 上 确 输 . 

2. 现在 设 和 集合 互 中 没有 最 大 数 .我 们 作 下 面 的 分 划 . 把 厅 的 一 
团 寺 界 娄 入 类 4 .把 其 余 的 切实 数 遇 人 下 类 和 .在 这 个 分 法 之 下 . 
集合 开 中 的 所 有 数 都 落 在 4 类 ,因为 由 假设 . 霜 中 任何 一 数 部 不 是 
最 大 的 . 易 见 ,A 和 A 两 类 都 是 不 空 的. 这 个 分 法 实际 上 是 一 个 分 
划 ,因为 全 部 实数 都 分 布 在 这 两 类 中 .并且 .4 类 中 每 一 个 数 部 大 于 
1 类 中 和 伍 何 数 .换言之 ,分 划 满 是 不 空 、 不 乱 和 不 汗 这 三 个 条 件 . 根据 
定理 2. 一 定 有 … 全 作成 这 个 分 划 的 数 a 存在 . 属 十 4 尖 的 - 切 效 : 
不 能 超过 这 个 界 数 = ,四 而 "< 是 -个 上 界 , 妈 a 属于 A 类 面包 是 A 
类 的 最 个 数 . 可见,a 是 集合 号 的 上 确 界 .证 毕 

显然 , 闭 区 问 fa ,5] 和 开 区 间 (e .5) 的 上 铺 界 是 数 45. 对 于 闭 区 
癌 来 涪 , 上 确 界 属于 它 , 而 对 于 开 区 间 米 说 ,上 确 界 不 属于 它 

无 上 界 集 互 记 作 


supH = sup 一 十 oo. 
“EH 
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无 下 界 集 王 记 作 


infH = inf x 二 一 co. 
确 界 存在 定理 是 一 个 强 有 力 的 定理 ,下 面 我 们 将 不 断 看 到 它 的 


威力 :许多 极限 的 存在 性 就 是 靠 这 个 定理 建立 的 - 例如 , 数 e 的 存在 
性 . 


习 题 


1. 求 下 列 隔 数 的 上 ,下 确 界 : 
1) f(x) = 和 在 (-2.5) 内 : 2)f(x) = [xi 在 (0,2) 内 . 
2. 设 /Cx) ,g(x) 都 定 文 在 区 闻 [a,5] 内 ,证 明 

inf(f(x} + g(x) SF inff(x) + infg(r), 

sup( f(r) gz) EE supf(r) + supg (7), 
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有 了 实数 定义 之 后 ,我 们 来 讨论 如 何 对 实数 进行 运算 ,以 及 这 
些 运算 所 遵循 的 运算 法 由 .首先 建立 实数 的 四 则 运算 ,然后 建立 实数 
的 乘 方 与 开 方 运算 .如 何 定义 这 些 运算 呢 ? 必 须 回 到 实数 的 定义 . 实 
数 是 用 分 划 定 义 的 ,实数 的 运算 也 必然 用 分 划 来 定义 . 

在 四 则 运算 中 ,加 法 运算 和 乘法 运算 是 基本 的 ,减法 和 除法 是 如 
法 和 乘法 的 道 运算 .我们 将 把 重点 放 在 加 法 运算 和 乘法 运算 上 . 其 
次 ,把 如 法 的 定义 弄 清 楚 了 很 法 的 定义 自然 也 就 清楚 了 、 
13.3.1 ”实数 和 的 定义 

设 有 两 个 实数 ao 和 8. 我 们 考虑 满足 不 等 式 

a<a<a p<pPp<pb {1) 

的 有 理 数 .a 与 p,b" 


-440 ~ 第 十 三 章 ”实数 理论 


我 们 定义 数 = 与 8 的 和 是 这 样 的 实数 , 它 介 于 所 有 形 如 4a + 5 之 

和 与 所 有 形 如 a +b' 之 和 的 中 亲 : 
at+p<y<a +o.. (2) 

这 是 我 们 利用 实数 定义 给 出 的 第 一 个 运算 一 一 加 法 运算 .我 们 必须 
对 定义 作出 说 明 : 

1) 这 个 定义 是 合理 的 :对 任何 两 个 实数 ,和 存在 且 唯 一 、 

2) 当 a,8 是 有 理 数 时 ,这 样 定义 的 和 与 我 们 过 去 定义 的 和 一 
致 . 

先 证 明定 义 的 合理 性 :y 是 存在 且 唯 一 的 . 

存在 性 .我 们 必须 找 出 一 个 满足 定义 的 实数 .办 法 有 二 ，- 是 作 
分 划 , 用 戴 德 金 定理 ;一 是 用 确 界 定理 .我 们 用 确 界 定理 、 

考虑 一 切 可 能 的 和 < + 4 的 集合 . 这 个 集合 是 有 上 界 的 . 易 见 ， 
任何 一 个 形 如 a“ + 的 和 就 是 这 个 集合 的 一 个 上 界 . 令 这 个 集合 的 
上 确 界 是 

y = supla + bi}. 

于 是 a + 5 所 7, 并且 Y 夺 a +b. 
为 a,5,a ,5b 是 满足 条 件 (1) 的 有 理 数 ,所 以 ,总 能 加 大 a.6 
眶 数 , 诚 少 a',b' 两 数 ,而 使 刚才 得 到 的 不 等 式 中 去 掉 等 式 ,即使 (2) 
战 立 . 由 此 可 见 , 数 7 满足 和 的 定义 . 

叭 一 性 .我 们 证 明 , 上 面 定 义 的 和 y 是 唯一 确定 的 . 

设 。 是 任意 小 的 正 有 理 数 . 取 满 足 (1) 的 有 理 数 a ,a ,2 ,六 ,使 


得 
a aeb -hb<e. 
由 此 得 、 
人 ab)-(ed+rnb = (oa 一 ar+(o 0) < 2e. 
这 就 是 说 ,这 个 差 数 可 以 任意 地 小 .由 $2 引 理 2, 在 a + 和 a + 本 
同 存在 唯一 的 一 个 数 . 
这 样 一 来 ,和 7 是 存在 且 唯 一 的 . 


次 
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最 后 .我 们 注意 ,如 果 a 与 8 是 两 个 有 理 数 , 则 它们 的 通常 的 和 yy 
=a+8 显 然 满足 不 等 式 (2). 因 此 ,上 面 给 出 的 两 个 实数 之 和 的 一 般 
定义 与 两 个 有 理 数 之 和 的 旧 定 义 是 一 致 的 . 

对 于 实数 来 说 ,加 法 的 所 有 性 质 仍然 保持 : 


l)at+B= B+a; 
2)(a + B+Y= at (lB+ 7)s; 
3)a+0= ai 


4)a > Ba+y>B+y. 

根据 前 面 所 给 出 的 和 的 定义 以 及 有 理 数 的 一 些 郊 知 的 性 质 , 不 
难 证 明 上 面 的 四 条 性 质 , 我 们 把 它们 的 证 明 留 给 读者 . 
13.3.2 对称 数 

为 了 定义 减法 ,我 们 需要 引进 对 称 数 的 概念 .我 们 先 证 明 : 

每 一 个 实数 a 都 存在 一 个 满足 条 位 a + (一 a) = 0 的 数 (- a)， 
称 它 为 < 的 对 称 数 . 

这 时 只 需要 考虑 无 理 数 的 情形 ， 

假定 数 a 由 分 划 A14- 来 确定 , 我们 用 下 面 的 方法 来 定义 数 
-a. 把 一 切 有 理 数 - a' (ae € A ) 归 人 数 -a 的 下 类 及 ,而 把 有 理 
数 - a(a E 4A) 归 人 这 个 数 的 上 类 及“. 不 难看 出 ,所 作 的 分 法 是 一 
个 分 划 , 满 足 不 空 .不 漏 和 不 乱 三 个 条 件 ,从 而 定义 了 一 个 实数 ,用 
一 a 表示 这 个 实数 ， 

我 们 来 验证 它 满足 上 面 所 说 的 条 件 . 由 - a 的 定义 ,我们 知道 ， 


ae <at+(-a)<a -a. 


另 一 方面 ， 

ae < 0<a -ua, 
而 < 一 “可 以 任意 地 小 ,由 $ 2 引 理 2, 满 足 这 种 条 件 的 数 是 唯一 
的 ,所 以 


«+(-a)=0. 
这 就 是 要 证 明 的 结论 .由 对 称 数 的 定义 ,不 难看 出 下 面 的 性 质 ; 
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(a) -ee,-(a+B)=(-a}+t(- 8). 
13.3.3 实数 减法 的 定义 
利用 对 称 数 的 概念 可 以 把 减法 定义 为 加 法 的 道 运算 . 
实数 a 与 8 的 差 定 义 为 满 忠 条件 
Y18- a(SB+y = a) 《3》 
的 数 y, 记 为 >? 一 aa 8. 
和 加法 一 样 ,我 们 家 要 指 肌 ,这 样 的 数 y 是 存在 且 唯 一 的 . 
先 证 存在 性 . 举 实 上, 今 
7=a+(- 8)., 
则 > 满足 (3) ,从 为 
r+B= [e+{(-8)]+B= a+i(-8)+ 8] 
=at[B+( B]- al0-e. 
叭 “性 也 是 明显 的 . 若 另 有 ” 满足 (3) .也 必 有 
7 att- 8) 
事实 上 ,上 
YY +H- a, 
| YB+( Bu =- att- 8), 


Y=a+t- B= a-B. 
13.3.4 ”实数 的 绝对 值 
类 数 的 绝对 从 的 概念 与 对 称 数 有 密切 联系 .由 对 称 数 的 爸 造 串 
4 >>0H， a 之 0, 而 由 a < 之 0 可 推出 -a >0. 换 膏 之 .只 攻 
a 二 0. 就 知道 e 与 -ee 了 是 数 中 : 定 有 一 个 大 于 0, 这 就 是 = 与 «的 
绝对 值 . 

定义 ”实数 a 的 绝对 值 是 
al”a a>0, 
la =-a, ae< 0. 

liol -0. 


&13.3 ”实数 的 四 则 和 运算 “443 2 


实数 绝对 值 的 概念 是 一 个 重要 的 概念 .从 几何 上 看 , 它 表 示 该 实 
数 到 原点 的 距离 ,由 此 引申 出 欧 氏 空间 中 两 点 间 的 距离 的 定义 .我 们 
眼前 的 日 的 是 定义 实数 的 冬 法 . 
13.3.5 ”实数 的 积 的 定义 

“ 积 ” 的 定义 与 " 胡 ” 的 定义 实质 上 相同 ,但 稍微 复杂 一 - 些 .因为 
要 考 虚 贡 x 负 = 正 的 问题 ,所 以 先 考 虑 正 实数 的 乘法 . 

设 已 给 两 个 下 的 实数 « 各 8. 我 们 来 考虑 一 切 满足 不 等 式 

a<a<ab<p<b 


的 正 有 理 数 . 
定义 ”两 个 下 的 实数 a 和 8 的 积 是 这 样 一 个 实数 7 , 它 满足 不 等 


式 
2 《4) 
我 们 证 明 ,这 样 的 数 存 在 而 乓 唯一 . 
先 证 存在 性 .对 正 有 理 数 , 取 一 切 可 能 的 积 ab 的 集合 .集中 的 任 
何 数 都 以 任意 一 个 形 如 a%' 的 数 为 上 界 . 今 
Y= suplabi, 
则 自然 有 ap 所 7, 同时 还 有 YY 所 a6. 
与 和 的 情形 一 样 ,可 以 用 加 大 数 a,5, 缩 小 数 a ,5” 的 办 法 去 掉 
这 里 的 等 号 .所 以 > 满足 积 的 定义 :a6 < Y<ab. 
接着 证 明 积 的 唯一 性 . 取 正 有 至 数 a ,a 与 5,5' ,使 得 ， 
a a<e,b -be<e. 
其 中 。 是 任意 小 的 正 有 理 数 . 取 数 a ,上 时 ,要 它们 分 别 小 于 预先 给 
定 的 数 ao ,pp :ae < uo ,bp < 区 0 于 是 差 数 
ab ap al(b -+hbla -a (on + bo )e. 
这 就 是 说 ,这 个 差 数 可 以 任意 地 小 .由 引 理 2. 只 有 一 个 数 满足 (4). 
如 果 = 和 8 都 是 有 理 数 , 则 它们 的 普通 乘积 显然 满足 (4). 
最 后 ,为 了 定义 任意 一 对 实数 的 积 ,我 们 作 和 如 下 规定 . 
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首先 规定 ,对 任意 的 实数 a ,者 有 
«a:0=0-.a=0. 
如 加 两 个 实数 部 不 为 0, 则 令 
«B=|lal.lBI|, 共 a.B 辐 号 ; 
ap apBi， 苛 a,B 异 号 . 

和 有 理 数 一 样 ,实数 保持 下 面 的 性 质 : 

ia 

2)ta- BY = a (08 yi 

3)a 1- as 

Je 

S) 从 aa > 及 与 >0 惟 得 ay7 > 27 
13.3.6 ”实数 的 商 的 定义 

实数 商 的 定义 直接 来 自 实 数 积 的 定义 ， 

实数 a 各 的 商 分 是 这 样 的 数 y, 它 满足 条 件 

y “有 = ef 或 了 7- a) 

只 要 除数 有 不 为 人, 商 就 存在 及 唯 - 

这 样 ,我 们 就 定义 了 实数 的 四 则 运算 ,同时 我 们 还 证 明了 和 实数 系 
满足 域 的 所 有 性 质 , 因 而 实数 系 构成 - -个 数 域 . 

更 在 实数 的 运算 就 有 了 严格 的 逐 辑 基础 .全 是 这 个 闻 格 基础 到 
了 19 世纪 才 得 以 完成 ,是 在 微 积分 发 现 两 个 己 纪 之 后 的 事 . 

十 埃及 人 和 巴比伦 人 早已 使 用 了 整数 .分 数 , 虹 至 像 j2 ,3 这 样 
的 无 埋 数 ;在 实际 应 用 中 ,他们 使 用 无 理 数 的 近似 值 .但 是 他 们 的 数 
学 ,包括 十 希腊 的 数学 都 是 建立 在 直觉 与 经 验 的 基础 上 的 ,而 缺乏 严 
格 的 逻辑 基础 . 

有 趣 的 是 ,上 古 希 腊 人 留 给 后 人 西门 截然 不 同 的 .发展 得 不 -- 样 的 
数学 分 支 . 一 门 是 演绎 的 、 系 统 的 ,但 有 些 缺 陷 的 几何 学 ,一 门 是 经 验 
的 算术 以 及 它 的 延伸 代数 学 .算术 和 代数 却 没 有 自己 的 汉 辑 结构 .这 
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在 数学 史上 形成 了 一 个 巨大 的 反差 - 

人 们 在 接受 整数 和 小 数 的 性 质 时 ,其 基础 自然 是 经 验 . 当 增 深 新 
数 时 ,建立 在 经 验 基础 上 并 已 为 人 们 接受 的 整数 和 小 数 的 运算 法 则 
就 被 应 用 于 这 些 新 数 上 .算术 和 代数 的 理论 就 这 样 不 断 地 发 展 起 来 ， 
但 却 没有 根基 . 数学 家 们 为 什么 没有 发 展 一 个 数 和 代数 的 演绎 推理 
结构 呢 ? 这 是 因为 几何 的 概念 .原理 和 公理 在 直观 上 和 远 比 代数 的 概 
念 .定理 易于 接受 .负数 .无理 数 .乃至 复数 的 概念 却 微妙 得 多 . 为 数 
系 和 代数 建立 逻辑 基础 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 这 就 是 数 的 逻辑 基 
础 直到 19 世纪 才 建 立 的 原 
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13.4.1 具有 有 理 指数 的 乘 栈 
由 实数 乘法 和 除法 的 定义 可 以 推出 实数 的 正 整数 指数 与 负 整 数 
指数 的 乘 井 .事实 上 ， 
一 alia aa = oa en 二 二 


1 一 - 一 - 一 - 一 
La saa 一 arenatD， 
a 


但 是 要 讨论 实数 的 有 理 数 乘 寡 ,就 必需 先 讨论 根 的 存在 问题 . 
我 们 还 记得 , 在 有 理 数 域 中 最 简单 的 根 都 可 能 不 存在 ,例如 v2 

就 是 一 个 著名 的 例子 .这 是 扩充 有 理 数 域 的 一 个 根据 .现在 我 们 已 经 

扩充 本 有 理 数 域 , 而 引进 了 实数 域 .在 实数 域 中 可 以 进行 开 方 运算 


吗 ? 即 对 任意 实数 “at = 斩 存在 吗 ?我 们 来 证 明 , 它 存在 -由 此 ,又 
可 定义 任意 实数 的 有 理 数 次 宕 . 
设 4 是 任 一 实数 ,而 n 是 自然 数 . 数 a 的 n 次 方 根 是 这 样 的 实数 
,使 得 
"=a. 
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我 们 限定 a 是 二 数 ,水 满足 这 个 关系 式 的 正 数 &, 即 求 算术 要 .我 们 
来 证 明 ,这 样 的 数 存 在 旦 唯一- 

唯一 性 容易 证 时 ,因为 不 隔 的 止 数 有 不 癌 的 乘 寡 ; 

站 < 

现在 证 明 存 在 性 . 

如 果 全 巧 存在 -个 止 有 理 数 , 它 的 次 短 等 十 6, 则 人 E 
求 的 数 &. 存 在 性 自然 得 证 .下面 我 们 讨论 一 般 情 形 . 

我 们 用 下 面 的 方法 作出 全 部 有 理 数 的 分 划 A54 

访 类 :一 切 使 x < 之 a 的 正 有 理 数 r, 寒 ,及 一 切 负 有 埋 数 

4 类 ，- 屿 使 zr > a 的 止 有 理 数 1. 

不 难看 出 .分 划 满 足 不 空 .不 乱 .不 漏 的 要 求 (请 读者 验证 ). 

现 在 设 6 基 由 分 划 确 定 的 数 .我 们 要 证 ,4 = a, 邮 8 = 和. 

如 果 x 和 ww 是 有 理 数 ,HH 满 是 不 等 式 

0D<r<t<r, 
即 .-~ 属于 4 类 .~ 属 十 入 "类 .所 以 
maar 
又 .根据 实数 的 不 等 式 性 质 ， 
"er 

我 们 可 以 把 差 数 -” + 取得 小 十 任意 指定 的 小 数 。 > 0 再 假定 
> 是 顶 先 给 定 的 .这 时 ， 
re 
这 就 是 说 .这 个 数 可 以 任意 地 小 .根据 引 理 2,s" 1ja 和 等 . 

这 就 证 明了 :个 正 实 数 可 以 开 w 次 方 ,其 根 仍 为 实数 . 

诉 其 了 根 的 存在 性 之 后 ,我 们 就 可 以 利用 通常 的 方法 建立 任何 
有理 指数 - 的 生 拱 的 概念 了 .着 目 可 以 验证 在 初等 代数 课本 中 建立 
的 运算 法 则 : 


(ap 入 = ar (人 = 宇 . 
这 里 还 需 指出 , 当 a > 工时 ,a“ 人 贿 着 有 理 指数 的 增 太 而 增 大 . 
13.4.2 任何 实 指数 的 怨 轿 
最 后 ,我 们 对 正 实 数 < 定义 任何 实 指数 8 的 乘 寡 . 假定 xc > 1, 因 
为 x < 1 时 ,可 取 它 的 倒数 . 
对 满足 不 等 式 
b<B<b’ 
的 有 理 指数 六, 引进 a 的 乘 星 站- .a 的 8 次 乘 考 , 记 为 af ,定义 
为 这 样 一 个 数 7, 它 满足 不 等 式 
ac<y<o 
与 前 面 类 似 的 方法 可 以 证 明 ,7y 存在 所 唯一 . 
至 此 魏 尔 斯 特 拉 斯 规划 的 第 一 部 分 已 经 完成 ,我 们 已 经 为 实数 
系 构建 了 一 个 严密 的 还 辑 基础 .下 面 的 任务 是 完成 魏 尔 斯 特 拉 斯 规 
划 的 第 二 部 分 了 . 


习 题 


1 证 明 , 两 个 实数 的 商 是 存在 县 唯一 的 . 
2 .证 明 ,.2V3 = 3Y2 = 6. 
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彻底 回顾 一 下 ,我们 每 次 都 对 过 去 有 不 同 的 看 法 ;我 们 鲜 次 前 
从 过 去 看 出 新 的 方面 ,我 们 每 次 都 把 重新 走 过 的 道路 的 全 部 经 验 加 
以 补充 的 理解 . 充分 意识 过 去 ,我 们 就 可 以 认 清 现在 ; 深 深 地 沉思 往 
事 的 意义 ,我们 就 能 发 现 不 米 的 意义 ;回顾 一 下 就 向 前 进 …… 
赫 尔 崔 


这 一 讲 与 实数 理论 密切 相关 ,是 实数 理论 的 延续 和 加 深 ， 
$14.1 极限 论 


前 和 面 已 经 指出 ,实数 理论 是 整个 微 积 分 的 基础 ,极限 .连续 . 微 商 
和 积分 的 概念 都 建立 在 实数 理论 的 基础 之 上 . 玻 在 就 按 这 一 顺序 建 
立 极 限 .连续 .积分 的 理论 . 

极限 论 要 回答 的 主要 问题 有 两 个 :一 是 有 了 蛙 些 判断 极限 存在 的 
法 则 ,好 在 什么 条 件 下 极限 存在 ;二 是 如 何 计算 极限 , 色 极 限 满足 哪 
些 基 本 运算 规律 .第 二 个 问题 在 初等 微 积分 中 己 讨 论 过 ,所 以 我 们 将 
主要 研究 第 一 个 问题 ,并 且 主 要 讨论 序列 的 极限 ,因为 序列 的 极限 是 
基础 ,通过 对 序列 的 极限 的 讨论 就 可 癌 符 上 述 两 个 主要 问题 .为 此 ， 
先 回 顾 极限 的 定义 . 

定 尽 称 序 列 a, 以 a 为 极限 ,如 果 对 每 一 个 任意 小 的 正 数 =， 
总 存在 一 个 正 整数 N ,使 得 对 于 ”> NN 的 一 切 a, ,不 等 式 

Jaan—al<e 


成 立 .常数 a 叫做 序列 a, 当 n 一 oo 时 的 极限 ,或 者 说 序列 ae 收敛 到 
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4 ,并 记 作 


lima, = a. 
刀 果 序列 没有 极限 ,就 说 序列 是 发 藤 的 ， 
14.1.13 单调 序列 
现在 我 们 来 研究 单调 序列 . 称 序列 是 单调 上 升 的 ,如 果 
Al<al<a a, 
也 就 是 说 , 若 < m 则 a < a 如果 
4 
也 就 是 说 , 若 x < mm, 则 a, 守 em: 出 称 序列 是 不 降 的 (或 广义 上 升 
的 ) . 
类 亿 地 , 称 序列 ev 是 单调 下 降 的 ,如果 
al> ea> a > en 
也 就 是 说 ,车 nn < mm 则 a > aw. 如 果 
CE 
也 就 是 说 ,车 nn < 汶 , 则 as 之 ga; 则 称 序列 是 不 升 的 (或 广义 下 降 
的 ). 
我 们 把 这 种 当 mw 上 升 时 向 一 个 方向 改变 的 序列 称 为 单调 序列 . 
关于 单调 序 烈 我 们 有 下 面 的 重要 定理 . 
定理 1 ” 设 给 定 一 个 单调 上 升 的 序列 4,1. 如 果 它 有 上 淹 : 
an 过 MOM = 常数 ,n = 1,2,3,…)， 
则 它 必 有 有 限 的 极限 .类 似 地 ,给 定 一 个 单调 下 降 的 序列 1a,1 .如果 
它 有 下 界 : 


Qn 这 M(M = 常数 ,n = 1,2,3,…)， 
则 它 也 必 有 有 限 的 极限 . 
证 ”我们 只 对 单调 上 升 (包括 广义 单调 上 上 升 ) 的 序列 给 予 证 明 ， 
因为 单 泗 下 降 的 序列 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 
根据 确 界定 理 ( 见 实数 理论 $2 定理 3), 序 列 1a,1 有 上 确 界 : 
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a = supla,! 
我 们 米 证 明 , 数 «a 就 是 变量 的 极限 ,事实 上 ,由 上 确 界 的 作 : 质 ,对 一 切 
EE 
da SeQ 
并 且 , 椒 论 到 怎样 小 的 止 数 .总 可 以 找到 一 个 N ,使 得 ， 
ce 
剩 用 序列 的 音调 性 .: 当 六 > NE 时 ,wayv>a .所 以 
Oa -ud, < ela, -uu <e, 
二 ima, = < 证 毕 . 
注 显然 地 ,如 果 单 调 上 升序 刚 没 有 上 界 . 则 这 个 译 列 将 明寺 
磊 窜 . 
单调 布 答 变 拒 有 极限 这 事实 ,在 19 由 纪 的 前 半 叶 认为 是 不 训 
济 蛤 的 .要求 给 它 以 尖 格 让 明 . 是 建立 无 理 数 的 算术 埋 论 的 一 个 起 
源 .这 个 论断 与 实数 连续 性 欧 沦 断 是 等 价 的 . 瑙 尔 斯 特 拉 斯 就 用 这 个 
定理 { 把 当 作 公理 ) 作为 市 发 点 去 建立 他 的 实数 者 论 
这 个 定理 明 斑 给 出 了 氢 眼 存在 的 淮 则 ,是 一个 很 有 用 的 定型 . 数 
的 存在 性 就 是 依据 这 一 :定理 证 明 的 


例 设 4,= 1+ ,证明 me， = ce 
解 ”根据 定理 1. 我 们 只 和 需 证 明 :1) 序 刻 :a,! 是 弟 润 的 ;21a, 有 
Da 的 单调 性 .利用 二 项 成 定理 ， 


号 14.1 


极限 论 


人 全) 


如 果 我 们 把 a, 换 为 av+il, 那 么 就 要 增加 一 全 新 项 , 即 第 (n+ 2) 项 ， 


而 且 每 一 项 的 n 要 换 为 n + 1， 


此 都 变 大 了 .所 以 ， 


an nti 


即 a 随 ” 的 增加 是 单调 上 升 的 . 


2)av 的 有 界 性 .在 ar 的 展 式 上 


1 


4 2127 


1 
31 


将 此 式 分 母 中 的 每 个 因子 都 换 成 2, 我 们 得 到 


5, <2 + 二 + 二 


2 


1 
五 


+ 


1 


元 5 < 3. 


去 掉 一 切 括 弧 内 的 因子 ,就 得 到 


从 而 <,.< 3. 有 界 性 得 证 .利用 定理 1 可 知 ,序列 有 极限 , 欧 拉 把 这 个 
极限 记 为 e.e 是 数学 中 最 有 用 的 常数 之 一 . 


44.1.2 区 条 套 定理 


区 间 套 定理 是 一 个 很 基本 约定 理 , 它 从 另 一 个 角度 刻画 了 实数 


的 完备 性 .这 个 定理 也 十 分 有 


-考虑 


区 间 的 一 个 无 限 序列 


Lai: Bi [aa 82] [ab 


说 (1) 构成 一 个 区 间 套 ,如 果 它 满足 两 个 条 件 (图 14 一 1): 


t 二 一 4 
a Gy el Bo By bl 
图 14 1 


1) 区 疗 的 长 麻 赵 于 0, 即 lim(b, 41) = 0; 
2) 后 一 个 区 间 总 包含 在 前 一 个 区 间 内 , 即 co 所 css < bl 过 


bs. 


C1) 
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定理 2[ 区 间 套 定理 ) ”车 (1) 是 -个 区 间 套 . 则 存在 -个 上 哗 一 
的 实数 a 属于 : - 切 区 间 
证 依 假 设 , 我 们 和 ， 
有 


藉 而 ;ani 旦 一 个 单调 有 界 序列 ,根据 定单 1. 下面 的 极限 存在 .小 为 


a 


lima, = a. 
境 在 假定 是 任 总 一 个 自然 数 .车 > 天 : 则 
ce 
保持 大 固定 .让 ”一 ce ,我 们 有 
GE be 
这 就 是 说 4 峰 于 第 个 区 同 . 由 于 kk 是 任意 的 .所 以 a 属于 区 问 仿 的 
一 切 必 阿 . 

数 a 的 唯一 性 是 明 吕 的 . 若 我 们 男 有 : 数 5 > a.5 也 属于 区 间 
僚 的 一 切 区 间 , 这 将 与 区 间 的 长 度 趋 于 0 相 巴 盾 . 

注 ”区 间 食 定理 在 有 理 数 域内 是 不 成 立 的 .给 定 一 个 满足 条 件 
的 有 理 数 构成 的 区 问 赛 ,可 能 套 不 件 - :个 有 理 数 ,原因 是 有 理 数 域 不 
完备 . 

例 设 


ba= 1 


+ 


证 明 [a, .2,] 构成 一 个 区 间 套 . 
解 “只 需 验证 它 满足 区 间 套 的 条 件 . 为 此 先 证 一 个 不 等 式 


1 
ntl 


<In2+l<l. 
加 n 
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事实 上 , 当 一 ,从 而 
ntl tl Wi tL 
r ec 了 lr, 
积分 得 
n+t+l 1 
元 和 <D < 


接着 证 明 4, ,5, 的 单调 性 .由 它们 的 表达 式 立 刻 得 到 ， 


+ 一 n= 1 _ man+1)+inn 
nn 
= -netl>0, 
n 
bnrt bn= FI nn+tl)+tlina 
1 nt+l 
= Tt i <0 
最 后 ， 
bs- a = 上 一 0. 
这 样 一 来 ,[a。 bu] 构成 一 个 区 向 套 . 
根据 区 间 套 定理 , 当 n 一 %% 时 ,下 式 
1+ 二 + 下 + 二 inn 


的 极限 存在 .这 个 级 限 记 为 C, 叫 做 欧 拉 常数 ,C = 0.577 2-…. 这样， 
我 们 用 区 则 套 定 理 证 明了 欧 近 常 数 C 的 存在 性 . 
14.1.3 ”收敛 原理 
我 们 先 研究 子 序列 .给 定 一 个 序列 . 
Ql QF Ea, {2) 
我 们 可 以 考虑 任何 由 它 的 部 分 项 组 成 的 序列 , 称 为 它 的 子 序列 


CE (3) 
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其 中 js 是 其 一 个 上 升 的 自然 数 的 序列 :2 二 和 攻 芝 攻 
二 

不 难看 出 , 若 序 多 (2) 有 极限 , 则 序列 (3) 也 有 极限 .但 序列 (2} 
没有 极限 时 ,序列 (3》 也 二 能 有 有 极限 . 

例如 , 设 a 一 (1)", 则 这 个 变量 没有 极限 . 如果 限 定 w1 只 肥 侦 
数 .或 只 取 奇 数 , 则 子 序列 分 别 为 

aa = Las = 1 一 1. 
和 
al = Tay = 1 al = 1 

这 两 个 序列 分 别 以 1 与 -1 为 它们 的 杖 限 . 

住 序列 (2) 是 无 者 的 情况 下 ,要 子 序列 有 有 限 极 限 有 时 是 水 可 
能 的 ,但 是 在 序列 (2) 是 存 界 的 情况 下 ,一 定 存 企 收 伍 的 子 序 列 . 

定理 3( 波 尔 查 诺 一 魏 尔 斯 特 拉 斯 } ”从 任何 有 和 漠 的 序列 (2) 中 
总 能 选 出 收 伊 于 有 上 恨 极限 的 子 序 列 (3). 

证 ”证明 分 为 两 步 :1) 用 区 间 套 定理 找 出 一 个 极限 点 ;32) 先 最 
子 序列 . 

1) 设 全 部 数 a 邦 洲 在 两 个 有 限 数 A,B 之 问 . 把 区 间 -AA.B. 分 
为 两 半 , 则 至 少 … 半 人 包含 序列 中 的 无 穷 多 个 元 索 . 如 果 不 然 , 噩 个 区 
问 将 只 包含 序列 中 的 有 限 多 个 元 素 ,这 与 假定 矛盾 . 设 |A1.B1. 是 
包含 无 疗 多 个 a 的 那 一 半 . 

同样 ,从 区 间 [A1,B1] 中 叉 呆 分 出 它 的 一 六 5A;.B;], 在 它 的 内 
部 包含 万 穷 多 个 a,. 继续 这 种 步 又. 设 第 上 次 分 出 的 认同 是 
A ,Br:, 在 它 的 内 部 包含 无 穷 多 个 4 .如 此 继续 下 去 ,一 直到 无 究 
多 次 . 

从 第 二 个 起. 这 些 区 间 中 的 铬 一 个 都 包含 在 前 -个 之 中 .其 长度 
是 前 -- 个 的 一 半 . 所 以 ,第 个 区 辣 的 长 度 是 


Bi -A 一 让 (BA)， 
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它 随 着 的 增加 而 趋 于 0. 由 区 间 套 定理 ,存在 实数 c ,使 得 
lh = hmB, = 

2) 我 们 用 下 面 的 办 法 造 出 子 序 列 1a,,i. 在 序列 的 元 案 a 中 取 
包含 在 LA1.B, 的 任 一 个 元 素 作为 ww, - 在 a, 后 面 的 各 元 素 a, 中 取 
包含 在 区 间 [ 有 ,8;] 内 的 任 一 个 元 素 作为 ,如 此 继续 .一般 地 说 ， 
在 以 前 分 出 的 a ， 4s， 的 后 面 各 元 素 a 中 取 包 含 在 [ A， 
B41 内 的 任 一 个 元 素 镍 为 a,. 依 假设 ,这 种 选取 是 下 能 的 .这 样 ,我 
们 就 得 到 了 - -个 子 序 列 . 它 满足 性 质 

A an, BislimAs = limBe 一 


由 此 ,我 们 立刻 得 到 


a 


Jim em = ce. 

这 就 是 所 要 证 明 的 .证 毕 . 

_ 这 是 一 个 很 有 用 的 定理 ,利用 它 可 以 简化 某 些 定理 的 证 明 . 下面 
我 们 将 经 常 使 用 它 . . 

我 们 在 前 面 证 明了 , 单 语 有 界 变 量 一 定 有 极限 .这 个 定理 给 出 了 
极 最 存在 的 一 个 判别 法 . 但 是 在 一 般 情况 下 , 变量 的 变化 不 是 单调 
的 ,这 时 也 需要 知道 变量 是 否 有 极限 .下 面 的 定理 给 出 了 极限 存在 的 
充 要 条 件 , 它 具有 很 大 的 理论 价值 . 这 个 定理 属于 波 尔 查 庶 (1817) 
与 柯 西 (1821), 现 在 通常 把 他 称 为 柯 西 准则 . 

定理 4 ”变量 a, 有 极限 的 充分 且 必 要 的 条 件 是 :对 任意 给 定 的 
数 e > 0, 存 在 自然 数 N ,使 得 当 m > N 与 x > N 时 ,下 面 的 不 等 式 


总 成 立 : 


[las ~ am| < e. {4) 

证 ]) 必要 性 的 证 明 . 假 定 变量 a, 有 有 限 极 限 a .由 极限 定义 ， 

不 论 es > 0 是 怎样 的 数 ,对 于 /2 可 求 得 自然 数 N ,使 得 当 n > N 
时 . 导 有 
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la -al< 三 . 


2 
现在 任意 取 两 个 序号 > N 与 mw > N, 对 这 两 个 序号 同时 有 


ia -al< 三 和 |ao -al< 太 ， 
由 些 可 得 ， 
ia -an|=|l(as-a)+te 一 an)l 
la -a|l+|la-an!<e, 
条 件 的 必要 性 得 证 . 

条 件 的 充分 性 的 证 明 要 困难 得 多 . 

2) 充分 性 的 证 明 . 假定 条 件 成 立 ,并 且 对 于 给 定 的 e > 0, 可 以 
找到 这 样 的 序号 N ,使 得 当 n > N 和 m > N 时 ,不 等 式 (4) 成 立 . 固 
定 m ,我 们 有 

[as -an| < ea, -EeE < a < an+e. 
从 后 一 个 不 等 式 可 看 出 ,a 是 有 界 的 : 当 n > N 时, 它 的 数值 都 包含 
在 数 e。 一 e 与 a +e 之 闻 , 并 且 不 难 放 宽 这 两 个 界限 ,使 得 这 前 面 的 
N 个 数值 ai aa, ,ax 也 包含 在 它们 的 中 间 . 
于 是 ,由 定理 3, 可 以 分 出 一 个 子 序 列 ia, 1, 它 收 化 到 有 限 极 限 


liman, = <. 
我 们 来 证 明 变 量 a, 也 趋 于 这 个 极限 .选取 大 的 ,使 得 
la -cl <e, 


并 司 ng > N. 在 (4) 中 取 mm = nx, 从 而 , 当 m > NM 时 ， 


la 一 ci=las -ae + a, 一 < 
上 


Sia an | tia, -cl < 2e, 
即 ia。 一 c| < 2e. 
这 就 征明 了 我 们 的 断言 . 
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注 “ 波 尔 查 诸 与 柯 西 建立 了 有 限 极限 存在 的 充 要 条 件 ,但 是 没 
有 给 出 严格 的 证 央 ,因为 没有 实数 理论 是 不 能 证 明 它 的 . 

这 个 定理 也 叫 凝集 原理 ,因为 序列 有 凝 率 之 势 . 

14.1.4 ”有限 覆盖 定理 

下 面 我 们 把 有 界 闭 区 间 [a ,5b] 与 一 个 有 限 的 或 无 限 的 开 区 间 的 
集合 {ol 放 在 一 起 考虑 ,其 中 e 表示 开 区 间 . 如 有 果 对 [a,6j 中 的 任 一 
点 ,都 可 以 找到 ijol 中 的 一 个 o, 使 o 含有 zx, 则 称 集合 io| 覆盖 区 
闻 [a ,5]. 

定理 5 ” 若 有 界 于 区 间 [a ,2z] 由 开 区 间 的 光 限 集合 ioi 覆盖 ， 
则 从 jc} 中 可 以 取出 有 限于 集 1o1,02,… ,os,| 也 窗 盖 [a ,5 1] . 

证 ”上 友 证 法 , 仍 借 助 对 分 法 . 设 区 间 [La,65] 不 能 用 有 限 个 开 区 
间 = 覆盖 .将 区 间 [a :2] 分 为 两 半 , 则 至 少 有 一 半 不 存在 有 限 材 盖 . 
设 [Lal,b1] 是 不 存在 有 限 覆 盖 的 那 一 半 . 对 iai*oij 重 复 上 述 过 程 ， 
得 到 [a:,2a], 它 也 不 存在 有 限 覆盖 . 

无 限 地 继续 这 个 过 程 ,我 们 就 得 到 一 个 区 间 套 [ a, ,5,], 其 中 每 
一 个 区 间 都 是 前 一 个 区 间 的 一 半 ,它们 都 不 存在 有 限 覆 盖 . 由 区 间 套 
定理 ,所 有 区 间 [a, ,5b,] 存在 一 个 公共 点 < ,并 且 

lima = limb, = c. 

象 Ta ,5] 里 的 其 它 点 一 样 ,点 < 薄 在 某 一 个 区 间 o 内 . 设 这 个 区 
间 是 go = Cae,B), 则 a < 之 cc < 8. 由 (5), 当 nn 充分 大 时 ,[a,,b,] CC 
《a,B). 这 样 一 来 ,有 一 个 区 间 就 盖 住 了 [a, ,5, ] , 故 导 致 牙 盾 .证 毕 . 
14.1.5 ”极限 恶 想 的 辩证 剂 析 

现在 我 们 稍稍 离开 严格 的 证 明 而 对 极限 思想 作 些 分 析 . 极 限 式 


lima, = 2 {5} 


都 有 吕 些 含义 呢 ? 
1) 有 限 与 无 限 的 相互 转化 . 从 左 向 右 看 (5) ,是 无 限 向 有 限 的 转 
化 .从 右 向 左 看 (5), 是 有 限 中 包含 着 无 限 . 下 面 是 元 个 例子 : 
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1 工 _ 
1 
1 ,l,l A 
1+i6T8I 3567 90 
1 i 1 A 
ltryt+2351+4+ 7 8 


在 学 习 极 限 的 时 候 , 我 们 较 多 地 注意 到 无 限 间 有 限 转化 的 这 个 
侧面 ,而 常常 忽略 有 限 包 含 无 限 这 个 和 侧面. 上面 的 三 个 式 子 告诉 我 
们 ,有 限 中 含有 于 窜 的 友 限 .x 有 许多 不 阿 的 展 式 就 是 - -个 很 好 的 说 
明 . 

2) 近似 与 精确 的 相 荆 转化, 对 任 一 个 具体 的 n ,{5) 的 左边 邦 尽 
右边 的 一 个 近似 值 .例如 


1 1 《= 33 7-… 
lL+ + 3 1715 0) ~ (= 1.2337…)， 


项 数 " 越 多 ,精确 度 就 越 高 . 

定 积分 是 一 种 和 式 的 极限 . 定 积分 的 近似 计算 就 是 用 有 限 和 坟 
替代 极限 值 ,利用 了 近似 与 精确 这 对 才 盾 的 转化 . 

如果 我 们 从 哲学 上 来 看 待 极限 概念 , (5) 志 有 丰富 的 含义 . 首 
先 : 它 表现 了 量变 质变 律 : 量 的 变化 引起 了 质 的 变化 .何如 .有 运 数 的 
译 齐 可 以 有 无 理 数 的 极限 ; 正 的 序列 可 以 有 0 的 极限 ,等 等 .还 有 近 
位 转化 为 精确 ,也 是 量变 引起 的 质变 . 其 次 , 它 表现 了 否定 之 信誉 待 ; 
有 限 一 无 限 一 有 限 .最 后 , 它 反 轴 了 对 立 统 一 律 : 有 有 限 与 左 限 的 对 
立 统 ;近似 与 精 铺 的 寻 立 统一 : 质 与 最 的 对 立 统一 :运动 与 静止 的 
对 立 统 一 ,等 等 - 

杰 限 概念 的 含义 是 丰富 的 , 它 的 多 种 应 用 就 藉 于 此 . 
14.1.6 苯 数 的 极限 

为 了 研究 函数 的 三 个 重要 性 质 , 我 们 简单 地 回顾 一 下 两 数 极限 
的 定义 . 


定义 假定 函数 f(x) 定义 在 点 a 的 邻 城内 ， 若 对 任意 的 
s >0, 存在 数 5 >0, 使 得 只 昔 1z -a| < 5, 就 水 远 有 
f(r}- A!<e, 
就 称 当 趋 于 wa 时 f(x) 以 a 为 极限 , 记 为 
limyf (x) = A. 


14.1.7 小结 

从 实数 理论 到 极限 ,我 们 证 明了 下 列 定 理 ; 

i. 戴 德 金 定理 :对 实数 集合 的 任何 分 划 4 |A' ,都 看 在 产生 这 个 
分 划 的 实数 a;a 或 者 是 上 类 中 的 最 小 数 ,或 者 是 下 类 中 的 最 大 数 . 

2. 确 欠 定理 :有 上 界 的 实数 集合 , 必 有 唯一 的 上 确 界 .有 下 界 的 
K 数 集合 . 必 有 礁 一 的 下 确 鼻 . 

3. 单调 序列 的 定 埋 :单调 有 界 祁 列 必 有 和 有限 极限 . 

4， 区 间 侠 定 埋 : 设 [a,.5,] 是 一 个 区 间 套 , 满 忠 

1) lim(b, as) = 0 2 a a 芭 Drs 
则 该 区 间 套 一 定 套 住 一 个 

5. 波 尔 查 诺 - 歼 尔 斯 竺 拉 斯 定理 : 从 任何 有 界 的 序列 中 总 能 选 
出 收 敏 于 有 限 极 限 的 子 序列 . 

6. 柯 贞 准 则 : 序 焉 ;ae,i 基 收 敛 的 , 当 且 羽 当 Ye >0,3N >0， 
使 得 当 .n > 只 时 . 永 有 

ia 一 avi <e. 

7. 有 限 覆 蔓 定 理 : 共有 界 闭 区 癌 [a,51 由 井 区 问 的 无 限 集合 
io: 敌 盖 , 则 从 1o!f 中 可 以 皮 出 有 限 子 集 il:cz ,ao 也 福 芝 
cab]. 

注 上 面 的 7 个 定理 构 威 了 整个 分 析 的 基础 .这 7 个 定理 起 彼 
兹 等 价 的 .为 此 ,我 们 作 如 下 让 明 : 确 好 定理 萄 会 戴 德 金 定 理 . 

证 设 41A 是 实数 集合 的 一 个 分 划 . 因 为 4 是 非 空 的 ,所 以 
起 是 有 上 界 的 集合 . 令 
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二 sup| 有 AA!， 
则 = 存在 . 它 是 一 个 实数 .由 于 分 划 4 14” 是 不 潮 的 ,所 以 w 必 局 十 
4 或 4 . 若 名 所 A, 则 它 是 A 中 的 最 大 数 ; 若 ww A . 则 它 是 从 中 
的 最 小 数 . 


S$14-2 函数 的 连续 性 


微 积 分 主要 是 研究 连续 函数 的 ,因而 对 连续 溺 数 的 性 质 需 要 有 
一 个 清楚 的 理解 和 严格 的 证 明 . 我 们 将 忽略 其 它 细 闻 的 讨论 ,集中 力 
量 考察 连续 函数 在 讲 区 间 上 的 一 个 性 质 . 这 就 是 最 大 .最 小 值 定理 ， 
中 向 值 定 理 和 关于 两 数 一 致 连续 的 定理 . 
14.2.1 中 间 值 定理 
我 们 先 给 出 函数 连续 的 定义 . 
定义 ” 称 画 数 /({x) 在 点 ru 是 连续 的 ,如 果 
lim fr) = (ro 


这 个 式 子 指 的 是 
lmf(7) = = Jim x) 


即 ,极限 号 可 取 到 函数 式 内 部 . 

定理 1 没 靖 数 f(x) 定 文 在 闭 区 间 [w .51 上, 并 沪 是 连 绪 的 、 
义 在 区 间 的 两 端点 处 取 异 号 的 数值 , 则 必 有 一 点 存在, < <b、 
使 得 

Fe) = 0 

注 ”这 个 定理 有 简单 的 儿 何 意义 :连续 曲线 从 轴 的 一 向 走 到 

一 侧 必 与 < 铀 相交 (图 14 - 2). 

证 ”我们 有 所 二 分 法 来 证 明 这 一 定理 . 为 确定 起 此, 我 们 假定 . 
fa)} < 0,f(p} >0. 
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NAD)>0 


图 14 -之 


用 分 点 放生 把 [a,61 分 成 两 半 . 着 fC 和 村 名) = 0, 则 取 < ~ 


和 二 和 ,<c 点 已 经 找到 . 设 F( 和 十) 入 0, 则 函数 必 在 区 间 [a .2 地 各] 


te] 的 两 端 处 取 异 号 的 值 , 并 且 在 左边 小 于 0, 在 右边 大 于 


0. 用 [a1,51] 表示 这 个 区 间 , 我 们 有 
flal) < 0.f(b) >0. 


再 用 分 点 他 名 和 Re 分 丰 再 若 六 生 寺 生 ) = 0, 出 可 < = 
生 寺 全， 点 已 经 找到 . 设 人 代 地 全) 关 0, 仿 上 ,用 [aa, 刀 ] 表示 使 


fai) < re >0 

的 区 间 . 

继续 这 种 构造 的 步骤 . 这 时 ,或 者 在 有 限 步 之 后 ,我们 会 遇 到 一 
个 分 点 ,在 这 一 点 函数 值 为 0, 定理 的 证 明 就 告 完成 ;或 者 我 们 得 到 
一 个 区 间 套 . 

我 们 来 讨论 后 一 种 情形 .对 第 ”个 区 间 [e.,p.], 我 们 有 ， 
bp-a 

27 


flar) < Of(b) >0. 并 且 6, ~ a, = 
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根据 区 提 佑 定理 ,在 在 实数 =, 潢 足 
- limaew， limb, — <. 
< 下 然 属 于 -oa.5 .我 们 来 证 明 c 满足 定理 的 要 求 、 
和 彬 据 是 数 的 连续 性 .我 们 有 ， 
fe = ina 0 = lim f(b,) 0). 
所 以 , 必 有 fc》= 0. 证 毕 
明 数 的 连续 性 是 个 本 质 的 条 件 . 若 责 数 不 是 连续 的 . 则 定理 不 
- 定 成 民 . 
定理 1 在 求解 代数 方程 的 根 上 十 分 有 用 . 今 举 - 例 . 
例 ”证明 奇 数 次 实 系 数 代 数 方程 
fy = tat a + tl 0 
他 少 存 -个 实 根 . 
解 “考虑 绝对 值 充分 大 的 :多项式 的 符 导 将 与 “的 符 异 桩 
问 . 当 * >0 时 ,多 项 式 的 符 导 为 正 之 0 时 ,多 项 式 的 符 全 为 角 
因为 多 项 式 是 连续 函数 .所 以 人 它 既 号 . 必 在 区 闻 的 基 一 点 处 地 0 
站 .所 以 奇数 次 实 系数 代数 方程 至 少 有 一 个 实 根 . 
定理 1 不仅 可 以 用 来 确定 根 的 存在 性 ,还 可 以 用 来 计算 根 的 近 
似 值 .前 页 代数 方程 式 部 分 已 经 作 过 介绍 . 
将 定理 1 稍 扣 推广 ,我 们 就 得 到 连续 两 数 的 中 间 值 定 惠 . 
定理 2 设 函 数 f(r) 定义 在 闭 区 间 [a ,64; 王 . 谋 月 是 连续 的 、 
又 在 区 间 的 两 端点 处 取 不 间 的 数值 
fa) A,f(b)= B, 
则 不 沦 忆 是 A 与 BB 之 间 的 怎样 的 数 , 必 有 一 点 < 存在 ,< < cc < 皮 ， 
使 得 f(c) = C 
证 ”为 确定 起 见 , 设 A 过 BB, 从 而 < C < BB. 作 辅助 氛 数 
8&5) = A(x) CC. 这 个 于 数 在 这 区 | 回 上 是 连续 的 ,并 且 在 它 的 两 个 
端点 处 取 不 同 的 符号 ; 
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gla}= fla)- C=A-C<0, 
g(tb)= (8) -C=B-C>0. 
出 定理 1, 在 a 与 8 之 间 可 以 找到 一 点 < ,使 得 glc) = 0, 即 
flc) -C= 0 或 f(c)= CC 证 毕 . 
14.2.2 ” 沙 数 的 最 大 、 最 小 值 定理 
我 们 首先 注意 到 ,在 闭 区 间 上 的 连续 函数 都 是 有 界 的 . 
定理 3 车 池 数 f(x) 定义 在 闭 区 间 [a ,5] 上 ,并 且 是 连续 的 ， 
则 它 在 该 区 间 上 是 有 界 的 , 即 存在 常数 mx 与 M ,使 得 
me f(z) AM 
证 ”用 反 证 法 -假定 消 数 在 区 河 fa,5b] 上 是 无 界 的 ,不 妨 设 它 
无 上 界 . 
这 时 ,对 每 一 个 自然 数 ,可 在 区 间 [a .5] 上 找到 一 个 数 伟 <。， 
使 得 


了 (ze) 六 于， {1) 
根据 $ 14.1 定理 3, 我 们 可 以 从 序列 | xn| 中 选 出 一 个 子 序列 |z |， 
它 收 敛 到 有 限 极 限 :z。 一 ro( 有 一 ce). 由 于 郊 数 在 [< ,6b] 上 是 连续 
的 ,所 以 

fra) f(xo). 
但 这 是 不 可 能 的 ,因为 由 (1) 式 , f(x。) 一 oo， 
这 个 矛盾 就 证 明了 定理 . 
定理 4 车 函数 f(x) 定义 在 闭 区 间 [a,b] 上 ,并 且 是 连续 的 ， 
则 它 在 该 区 间 上 达到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
证 令 . 
M = sup|f(x)i}, 
根据 定理 3, 这 是 一 个 有 限 值 .假定 f(x) 在 区 间 [a,6] 上 达 不 到 它 
的 上 确 界 M ,那么 必 有 f(x) < M. 这 时 ,我 们 考察 辅助 函数 


1 
5 Mo Fy 
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根据 假设 ,分 母 不 为 0, 所 以 这 个 函数 是 连续 的 ,因而 它 是 存 界 的 : 
2 NCN >0). 由 此 可 得 ， 


1 A ~ 1 
MF 裤 N=>M f(r) 汪 Ar 
即 fF)EM- 坟 . 


这 与 M 是 Ftx) 的 上 确 界 相 牙 盾 . 所 得 蔬 盾 就 证 明了 定理 :在 区 癌 
a 上 可 以 找到 x6, 使 得 f(r0) 一 M. 

同样 的 道理 可 以 证 明 关 于 最 小 值 的 断 导 . 

注 “这 又 是 一 个 纯粹 存在 性 的 证 明 ,人 在 证 明 过 各 中 没有 给 出 任 
们 求 最 大 .最 小 值 的 方法 .我 们 知道 , 求 最 大 .最 小 值 的 方法 是 借 田 微 
分 学 来 实现 的 . 

求 最 大 .最 小 值 的 方法 内 有 广泛 的 实用 价值 . 推 调 广 之 ,就 是 释 
优化 讨论 的 课题 ， 

有 了 定理 4 之 后 .我 们 就 可 以 定义 范 数 在 一 个 区 间 上 的 振幅 了 . 

蔡明 数 /7) 和 在 区 间 [e :61 上 是 有 界 的 , 则 它 伍 这 区 癌 内 的 工 
确 界 二 下 确 界 之 差 

RM pr 
叫 哲 它 在 这 人 芍 亲 内 的 振幅 . 

如 虹 函 数 的 值 城 是 [ xx, M] ,由 振幅 就 是 这 个 区 年 的 长 度 . 
14.2.3 一致 连续 性 

设 丽 数 f(x) 定 文 在 区 则 [a .5863 上 ,rn 基 区 癌 [a ,67 内 的 一 点 . 
若 f(z) 在 en 连续 , 即 

lm f(r) = feo). 
或 者 用 。 -5 讲 言 说 :对 于 在 意 给 定 的 e > 0. 总 可 以 找 公 这 样 的 数 
9 之 0, 使 得 只 要 | 一 zol < 6, 就 有 
Cr) fro| < ea. 
注意 ,函数 连续 性 的 定义 是 局 部 的 . 现在 假定 ,两 数 f(.e) 在 区 
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四 ER 
图 14 3 


闻 [a ,5] 的 每 … 点 都 连续 .于 是 对 于 区 间 内 的 每 一 点 ro, 根据 给 定 
的 s 可 以 求 得 相应 的 3. 当 xo 在 区 问 内 变动 时 ,即使 e 不 变 ,5 也 是 要 
改变 的 . 只 要 看 -看 图 14 - 3 就 会 明白 .在 旺 数 变化 做 的 地 方 $ 就 
大 ,在 函数 变化 快 的 地 方 3 就 小 .这 就 是 说 , 数 3 不 仅 依赖 于 e ,而 用 
也 依赖 于 zo- 于 是 出 现 这 样 一 个 问题 : 当 给 定 es 时 ,是 否 存在 这 样 的 
人 5, 它 适 甫 于 这 个 区 间 的 所 有 的 .ro 昵 ?不 … 定 .这 依赖 于 函数 .也 依赖 
于 区 间 的 类 型 . 如 果 存 在 这 样 的 8, 我 们 就 说 ,两 数 在 这 个 区 闻 上 是 
一 致 连续 的 ;否则 就 说 函数 在 区 间 上 不 是 一 和 伍 连 续 的 . 

定义 称 治 数 f(x) 在 一 个 区间 上 是 : 致 连续 的 , 从 任 给 
s > 0, 都 能 找到 一 个 8 > 0, 使 得 对 区 间 内 的 任意 两 点 cl ,es, 只 要 
in- za < 之 8, 就 有 | Ar f(xa)! <e. 

那么 ,一 个 孙 数 在 某 个 区 间 上 不 一 致 连续 如 何 定 义 ,需要 把 它 卉 
清楚 .许多 人 在 这 个 间 题 [常常 出 错 . 定 理 5 的 正明 中 将 使 用 反面 叙 
述 ,读者 应 仔细 阅读 . 

… 致 连续 的 概念 对 数学 分 析 具 右 重 大 的 意义 .连续 和 一 和 贫 连 续 
的 关系 是 什么 呢 ? 首 先 ,从 两 数 在 区 间 上 的 一 致 连续 性 可 以 推出 它 齐 
这 个 区 间 上 每 一 点 的 连续 性 . 这 一 点 毫 无 困难 . 用 准 之 点 是 逆 定理 : 
在 反 癌 上 上 的 连续 国 数 是 一 致 连续 的 吗 ?答案 依赖 于 区 隆 的 类 型 . 如果 
区 间 是 开 区 间 ,那么 一 般 说 来 , 赣 定 理 不 成 立 . 如 果 区 间 是 闭 区 间 , 则 
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道 定理 成 立 
定理 5 若 函 数 F(z) 在 区 问 -a .2] 上 是 连续 的 , 则 它 在 这 区 疝 
内 一 致 连续 . 
证 ”我们 用 反 证 法 证 明 . 假定 对 某 一 个 确定 的 数 s > 0. 不 存在 
有 一 致 连续 定义 中 所 说 的 数 8 > 0. 这 时 ,不 论 玛 怎 样 的 数 3 >0, 总 
可 在 区 间 [Ta ,5 上 找到 rr ,使 得 ,虽然 lx -< 3, 但 是 
1FCz》 一 Ar 1 se. 
现在 取 正 数 序列 181 ,使 5, -> 0. 根据 所 述 ,对 每 一 个 8, 可 以 在 区 间 
as.5] 中 找到 数 rr 虽然 r，- x < 之 5,, 但 是 
[flrn) 一 Ar) (2) 
根据 $$14.1 定理 3, 从 有 界 序列 !azi 内 可 以 取出 收敛 于 区 间 - wo] 
中 某 一 点 xo 的 子 序列 .为 简单 计 ,我 们 认为 序列 1x,; 本 身 就 收敛 到 
EE 
因为 r。- x 廊 0, 所 以 序列 1z ,i 也 收敛 于 xo, 由 函数 在 点 xn 


flrs) flro) f(r) -> f(x0), 
因此 ， 
flrs) — Fr)) -rr 0. 
但 是 这 与 (2) 相 了 矛盾 . 证 毕 . 

了 系 若 函 数 f(x) 在 区 间 [a.56] 上 是 连续 的 , 则 对 十 给 定 的 
< 之 0 可 求 得 这 样 的 $ > 0, 只 要 把 区 间 任 意 分 成 长 度 都 小 于 3 的 小 
区 果 .在 小 区 间 内 趾 数 的 振幅 都 会 小 于 。. 

证 ”对 于 给 定 的 6 > 0, 到 在 -- 致 连续 的 定义 中 所 得 的 那个 数 
作为 8, 则 在 长 度 小 于 5 的 小 区 闻 中 ,函数 的 任意 两 个 数值 之 差 按 绝 
对 值 都 小 于 .特别 地 , 哺 数 的 最 大 ,最 小 值 之 差 也 小 了 于:, 即 区 数 的 
振幅 都 会 小 于 .s 

这 个 系 将 在 讨论 函数 的 可 积 性 时 用 到 . 
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例 ”证明 函数 f(x) = 土 在 开 区 间 (0,1) 不 是 一 致 连续 的 . 

证 明 ”两 数 f(x) 的 连续 性 是 明显 的 , 我们 来 证 明 它 在 区 冶 
(0,1) 上 的 不 一 致 连续 性 . 根据 定义 ,我 们 要 证 明 对 某 个 给 定 的 。 > 
0, 找 不 到 相应 的 六. 

取 。 = 1, 不 论 怎样 的 8 > 0, 只 要 自然 数 充分 大 ,总 可 以 在 


(0,1) 上 找到 两 点 zu = 坟 ,x% = 万 上 -了 ;尽管 它 们 的 距离 小 于 6: 


n+t+l’™ 


= 
ltr i ar <o 


可 是 
[flixa}— flr)| = In- (r+1)|=1. 

这 就 是 说 ,对 于 。 = 1, 我 们 找 不 到 定义 要 求 的 8. 证 毕 . 

上 例 的 不 一 致 连续 性 出 在 0 附近 ,因为 函数 在 0 是 无 界 的 . 

这 此 ,我 们 完成 了 连续 函数 性 质 的 研究 ,有些 性 质 看 来 是 明显 
的 .如 连续 函数 的 中 间 值 定理 ;有 的 是 很 精细 的 ,如 上 面 的 一 致 连续 
性 定理 .这 些 定理 的 证 明 只 是 在 实数 理论 建立 之 后 才 有 了 严格 的 基 
础 . 


$14.3 黎 边 积分 


我 们 假定 读者 已 经 熟悉 初等 微 积 分 的 性 质 和 计算 , 因 市 这 里 只 
讨论 黎 曼 积分 的 存在 人 性 问题 .有 了 前 面 的 准备 后 ,我 们 可 以 研究 在 什 
么 条 件 下 一 个 函数 的 定 积分 存在 . 

14.3.1 黎 时 积分 

设 函 数 f(x) 定义 在 区 间 [a ,5] 上 .我 们 在 e,B 之 
分 点 ,将 区 间 任 意 分 为 n 段 : 

a=x0< < < zx, = 6b. 


EE 


插入 一 些 
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用 4 开 示 差 数 Azr; = 1 一 (7 = 二 0,1,2.…,n 一 1) 中 最 人 者 .在 
每 个 小 区 间 [x, ,xi.1] 上 上 任 取 一 点 与， 
in = 0,1,2, 7 1). 


作出 总 和 


= DY f(D AL,. 


这 个 和 称 为 积分 和 . 它 的 值 依赖 杆 我们 所 用 的 分 法 , 依 巾 于 点 & 的 
联 法 . 
声 在 我 们 米 建 立 这 个 有 限 和 的 极限 概念 : 
1 lime. 
定义 如 果 对 于 无 论 怎 样 小 的 。 > 10. 都 可 以 找到 这 样 -个 
5 > 0, 使 得 对 于 任意 的 分 法 ,只 要 < 之 少 , 不 管 怎样 选取 点 & .我 们 
散在 


lo-1 <e. 
那么 ,我 们 就 称 总 和 = 在 4 一 0 时 有 极限 .叫做 国 数 /sr) 在 区 间 
as] 上 的 定 积分 . 记 为 
Pcar (1) 
如 果 这 个 向 限 存在 , 则 称 渗 数 (x) 在 区 间 :a ,5 上 上 是 可 积 的 . 
这 个 股 的 定义 是 黎 晕 给 出 的 ,他 最 先 给 出 这 种 一 般 形式 ,并 研 
究 卫 它 的 应 内 范 几 .所 以 和 oa 称 为 黎 句 和 .但 为 强调 它 与 筑 分 的 关 
系 , 常 把 它 称 为 积分 各 . 柯 上 只 是 对 连续 函数 研究 过 积分 和 . 村 本 不 
连续 量 数 黎 晕 作 了 研究 . 
现在 我 们 问 :在 什么 条 件 下 ,积分 和 有 有 有限 极限 . 届 在 什么 条 什 
FF .积分 (1) 存在 ? 
我 们 首开 指出 .于 押 的 定义 只 适合 于 布 界 盯 数 .上 实 上 上 ,如 内 一 
个 是 数 (+) 在 区 间 La ,6 1; 内 是 尤 界 的 , 则 存 任 何 分 割 之 下 ,至 少 在 
一 个 小 区 间 里 灿 数 保持 无 界 . 于 是 在 这 个 小 区 间 果 总 可 以 选 到 ,使 
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xs) 连同 总 和 = 大 于 任何 事先 指定 的 数 .在 这 种 情况 下 ,种 o 不 可 
能 有 有 限 极限 .所 以 无 洽 两 数 是 黎 曼 不 可 积 的 - 
因此 ,我们 过 论 有 界 函 数 , 只 有 它们 才 可 能 是 黎民 可 积 的 ,并 约 


定 
a b mAr)M. 
14.3.2 ” 达 布 和 
作为 一 种 辅助 工具 ,我 们 引进 达 布 和 的 概念 . 
以 mr 和 Mr; 分 别 表示 困 数 疙 x) 在 区 间 [.ci ,ei4;] 的 上 确 界 和 下 
确 界 ,并 做 和 


= Dmanss = = Sas 
这 两 个 和 各 称 为 下 和 与 上 上 和 ， 或 达 布 和 . 

特别 地 , 当 f(z) 是 连续 两 数 时 ,这些 和 对 应 于 任 一 分 法 的 积分 
和 的 最 大 者 和 最 小 者 .因为 这 时 顷 数 f(x) 在 每 一 个 小 区 间 内 都 能 
达到 它 的 上 确 界 和 下 确 界 , 曾 点 名 可 以 这 样 取 , 使 得 Af($,) : zm, 或 
fl&) = M,. 

回 到 一 般 情 形 . 由 上 .下 确 界 的 定义 ,我们 有 
mi AE) EM. 


由 此 可 得 ， 
xs5. 

在 固定 的 分 割 之 下 s 和 S 都 是 常数 ,而 和 = 却 是 变化 的 ,因为 & 
可 以 往 意 选择 , 凭 & 的 选择 ,/(&) 的 值 可 以 随意 接近 于 24, .也 可 以 
随意 接近 于 Mi; ,这 就 是 说 ,和 可 以 随意 接近 于 :或 S. 这样-- 来 ,过 
布 和 s 与 S$ 是 积分 和 o 的 上 确 异 和 下 确 界 . 

14.3.3 达 布 和 的 性 质 
达 布 和 有 两 条 简单 性 质 . 
性 质 1 车 在 一 组 现 有 的 分 点 上 增加 一 些 新 分 点 , 则 达 布 上 和 


证 ”我们 只 需 看 增加 一 个 分 点 的 情形 就 够 了 . 设 此 点 沙 在 rr 
与 rrl 之 问 : 
rE 
今 用 S 表示 新 和 . 存 和 S 中 ,对 应 于 Lri ,ror1] 的 项 是 
Mi Cery ri). 
在 新 和 S 中 对 应 于 该 区 间 的 有 两 项 
Mr r+ BL 
这 里 MM 和 有 珊 , 分 别 为 浅 数 A{ xz) 在 区 条 Tx ,x 各 [exisl] 内 移 上 上 
确 界 . 吻 见 ， 


《Tert 7 ), 


从 洛 
M(x a) 
(zc 

出 此 得 到 ， 

Br a) rr 

笛 此 推出 ,S -下 各 的 证 法 与 此 类 似 . 

性 质 2 每 一 个 达 布 下 和 ,无 论 它 对 庶 于 怎样 的 分 割 法 ,部 不 大 

于 任 一 个 达 布 上 上 和 . 

证 “对 区 阿 :e ,5 做 任意 分 割 , 求 出 其 达 布 和 
5 区 号 1. 
对 区 浊 !a ,61 再 做 另 一 分 需 , 这 一 分 割 与 前 一 分 割 台 到 关系 .也 

求 出 奔 达 布 和 


sa 与 Si. 
我 们 要 证 明 ,st 所 S;. 为 此 我 们 把 黄 个 分 章法 的 分 点 并 在 一 起 ， 
而 得 到 第 三 个 辅助 的 分 割 法 , 它 的 相应 的 达 布 和 为 ss 与 S;. 
根据 性 质 1 :比较 第 一 分 割 法 与 第 三 分 割 法 ,我 位 有 
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51 E53. 
比较 第 二 分 割 法 与 第 三 分 割 法 ,我 们 有 

3 < 9 
但 ss 所 S3, 所 以 我 们 有 ,si 志 353 所 S; 扫 5,, 即 

s1 SS. 证 毕 . 

从 土 面 的 证 明 可 以 看 出 , 全体 下 和 的 集合 1si 是 有 上 界 的 , 例 
如 ,任何 一 个 上 和 S 就 是 它 的 一 个 上 界 , 所 以 这 个 集合 有 一 个 上 确 
界 
Ts = supls}, 


称 为 沙 数 在 区 间 [a,5] 上 的 下 积分 ,并 且 , 对 不 论 哪 个 上 和 S ,都 有 :… 


Tv. 守 S. 
由 此 又 可 知道 ,上 和 的 集合 1S1 有 下 界 . 这 样 一 来 ,上 和 的 集合 ;S1 
有 下 确 界 


1* = inffS}, 
称 为 函数 在 区 间 [a,b5] 上 的 上 积分 ,显然 ,我 们 总 有 下 面 的 关系 式 
<T. 生生 3 (2) 
14.3.4 ”积分 存在 的 条 件 
有 了 达 布 和 的 帮助 ,我 们 就 容易 给 出 积分 存在 的 条 件 了 . 
定理 1 定 积分 存在 的 充 要 条 件 是 
lim(S ->) = 0. (3) 
证 ”必要 性 .假定 积分 (1) 存在 ,我 们 要 证 ,对 任意 给 定 的 。 > 
0, 可 雇 找到 5 > 0, 使 得 只 要 Ax; < 5, 就 有 
ls-I|<sSOI-e<o<1l+te. 
不 论 总 在 相应 的 子 区 间 上 怎样 取 法 .但 是 ,我 们 知道 ,s 与 S 分 别 是 
积分 和 的 上 、 下 确 界 ,所 以 
T-esssS< 近 JI+e， 


这 就 是 
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极限 、 连 续 写 积分 
加 "ms 
从 而 (3) 成 立 ， 


充分 性 .假定 (3) 成 立 ,由 (2), 最 然 有 J。 一 1" . 以 工 表示 它们 的 
公共 值 , 则 


SS. 
如 果 把 a 理解 为 与 及 S 相应 于 同 -分割 法 的 积分 利之 一 , 则 我 们 有 


So 


按 条 件 43), 当 ar < 时 .SS 一 <e. 从 而 .我 们 有 


oIl<e. 
这 就 是 说 ,1 是 积分 和 og 的 极限 , 即 【是 定 积分 .证 毕 . 


如 果 用 w; 去 示 函数 在 第 ; 个 子 区 间 的 振幅 M, - mm 


局 则 我 们 有 
SA SS oa Sa 
因而 定 积分 在 在 的 条 件 (3) 可 以 写成 加 
lm Var, =0 (C4) 
这 种 形式 是 … 种 常用 的 形式 . 
14.3.5 可 积 医 数 类 


庆 击 上面 的 判别 法 ,我 们 来 确定 元 类 可 积分 的 国 数 


1) 若 消 数 fr) 在 区 间 [a ,21 于 是 连续 的 . 则 它 是 可 积 的 . 
证 ” 若 攻 数 Ar) 在 区 问 [a,h1| 上 上 连续, 则 它 在 该 区 间 上 -一致 
连续 .由 $14.2 定理 S 的 系 ,对 给 定 的 > 0. 疙 可 以 找到 这 样 的 
> 0, 使 得 在 区 间 wa .2 分 为 氏 度 Ax; 
Ln 


< 


之 8 的 小 区 间 时 ,cw < = 从 
a 1 

Sar < eA = elb— a). 

Eo 二 


注意 到 ,5 一 a 是 常数 ,而 可 以 任意 小 ,所 以 (4) 成 站 ,积分 存在 . 
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所 有 的 初等 函数 在 它们 的 定义 域内 才 是 连续 的 ,因而 在 其 定义 
域内 的 任何 闭 区间 上 ,初等 函数 都 是 可 积 的 - 

上 耐 的 论断 还 可 以 作 如 下 的 推广 . 

2) 若 函数 f(z) 在 区 间 [a ,5] 上 是 有 界 的 , 且 只 有 有 限 个 间断 
点 , 则 它 是 可 积 的 . - 

证 ”我 们 只 需 证 明 函 数 F(z) 在 区 间 [a,6] 上 有 一 个 间断 点 的 
铺 形 ， 设 间断 点 为 z'. 对 于 任意 给 定 的 。 > 0, 作 邻 域 
(rz 一 ex 二 E)( 图 14 一 4). 从 区 间 [a,5] 中 去 掉 这 个 邻 域 后 , 剩 下 
两 个 闭 区 间 , 术 数 在 这 两 个 闭 区 间 上 一 致 连续 .对 此 ,我 们 可 以 使 用 
8 14.2 定 理 5 的 系 .对 每 一 个 闭 区 间 都 可 以 找到 一 个 8, 使 得 在 插 一 
个 长 度 小 于 6 的 小 区 间 上 ,函数 f(xz) 的 振幅 都 小 于 .根据 * 所 得 到 
的 两 个 3 中 取 较 小 的 一 个 , 仍 记 为 3. 我 们 还 可 以 使 8 < 。. 

现在 对 区 间作 分 割 , 惩 得 全 部 Az; 都 小 于 3. 我 们 把 站 区 税 分 为 
两 类 ; 

(1) 间断 点 邻 域 之 外 的 小 区 间 . 在 这 种 区 间 里 , 函数 的 振幅 
wi ee. 

(2) 整个 小 区 间或 小 区 交 的 一 部 分 落 在 间断 点 的 邻 域内 . 


一 -一 (一 一 一 
a XE x Xe B 
图 14-4 


因为 函数 f(x) 是 有 界 的 ,所 以 耳 数 在 任何 小 区 间 里 的 振幅 都 
不 会 超过 它 在 整个 区 间 [a ,5] 上 的 振幅 89. 我 们 把 总 和 、 


了 > JarAr， 


分 成 两 个 : 
了 waAr 和 了 ) mAmi- 
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分 别 表 示 在 第 -类 区 间 上 与 第 二 类 区 间 上 的 和 .对 第 一 个 和 ,我 们 有 


一 


Do < ed Ar < el — a). 


至 于 第 二 个 和 ,我 们 注意 到 ,完全 落 在 间断 点 邻 城内 的 小 区 间 的 总 长 
不 超过 2e ; 落 在 间断 点 邻 域 的 端点 处 的 小 区 间 的 个 数 最 多 有 两 个 ， 
它们 的 总 长 度 是 23 < 2s 所 以 ， 
DwAx < Ar < 4e. 
这 样 一 来 ,我 们 有 
>oazi< s[( -a) +401. 
注意 到 方 括 弧 里 的 是 常数 ,se 可 任意 小 ,命题 得 证 . 
3) 单 测 好 数 f(x ) 是 可 积分 的 . 
证 ”我们 只 需 考虑 单调 增 瑞 数 , 单 油 减 聊 数 的 证 明 是 完全 一 样 
的 . 设 f(x) 单调 增 函 数 . 于 是 它 在 区 间 [r, ,x;,1] 上 的 振幅 尽 
wi = fxr) 一 Fr， 
对 任意 给 定 的 = > 0. 取 


当 Az, < 8 时 ,我 们 有 
Dadri < DEF) -Ar = Lf(5) -Ra)j = ee 
这 就 证 明了 单调 增 畏 数 是 可 积 的 . 

注 “可 积 函 数 在 有 限 个 点 上 的 两 数值 的 变化 不 影响 积分 的 存 
在 性 ,也 不 影响 积分 值 .这 是 因为 ,这 种 变化 只 涉及 到 总 和 中 的 有 限 
项 . 当 4 一 0 时 ,该 和 仍 趋 于 0. 至 于 积分 的 值 ,我 们 在 选取 名 时 ,总 呆 
避 开 那些 函数 值 - 

有 了 定 积分 的 存在 定理 . 定 积分 的 理论 就 建立 在 华 固 的 基础 上 
三 .有 没有 不 可 积 的 函数 呢 ? 如 果 没 有 不 可 积 的 函数 ,那么 我 们 就 没 
有 有 必 要 研究 可 积 函 数 类 了 .事实 上 ,存在 不 可 积 的 函数 . 今 举 一 例 . 
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例 ”考虑 狼 利 克 雷 函 数 D(z), 其 定义 如 下 : 

1,， TER 

Di)= 10, ser 
世上 表示 xz 是 有 理 数 ,x € 1 表示 x 是 无 理 数 .显然 ,D(z) 在 区 间 
[0,1] 上 是 有 界 的 ,但 它 却 不 可 积 .因为 ,无 论 把 区 间 分 得 多 么 细 , 在 
每 个 小 区 何 [x; , x,m] 中 总 有 有 理 数 ,也 总 有 无 理 数 ,于 是 , M, = 1， 

mi = 0,w; 二 1, 从 而 总 有 
S—s=1. 


由 定理 1, D(x) 不 可 积 . 

一 个 函数 是 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 鞭 贝 格 给 出 的 . 这 要 用 到 测 
度 的 概念 ,也 就 是 需要 对 点 集 论 作 精细 论述 . 这 超出 了 本 书 的 范 
定理 的 叙述 是 这 样 的 : 

定理 ( 勒 贝 格 ) ”函数 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 是 可 积 的 充分 且 必 
要 的 条 件 是 , 它 是 有 界 的 ,并 县 它 在 [a ,5] 上 的 不 连续 点 所 成 的 集合 
的 测 庆 为 0. 

粗 焰 地 说 , 即 果 一 个 函数 的 间断 点 ,不 管 有 多 少 (可 能 很 多 }》 ,都 
可 用 一 些小 区 间 盖 和 住 ,这 些小 区 间 的 总 长 度 可 以 任意 小 ,那么 这 个 函 
数 就 是 可 积 的 . 

现在 可 以 说 , 微 积分 已 经 有 了 产 密 的 逻辑 基础 
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的 地 步 
-二 哆 时 
型 志 能 帮助 我 们 更 好 地 理解 一 全 
i 弄 侍 被 迫 带 感 了 各 种 收 办 要 介 
不 含混 地 定义 了 所 有 的 概念 .并 且 区 分 了 重要 的 和 次 要 的 因素 ， -个 
数学 机 型 好 惩 避 击 了 与 符合 的 结 也 还 可能 是 有 价 信 的 ， 
国 为 一 个 模型 的 失败 可以 靖 助 我 们 去 半 找 更 好 的 模 
ws i 


-种 科学 有 内 有 在 成 功 地 运用 数学 时 . 才 算 达到 完 


其 全 一个 往 焰 的 数学 楼 
情况 ,办 为 我 们 在 试 呈 建立 数 


数学 模型 启 寺 应 用 数 掌 , 它 寂 及 到 纯 数 不 位 


在 是 二 为 


各 个 领域 中 的 和 冠 以 "数学 模 错 ”… 词 
它 已 成 为 应 州 数 -大 分 支 , 而 目前 下 处 于 薄 撮 发 展 的 时 期 . 它 的 
来 义 器 是 将 各 种 阁 样 的 实际 问题 化 为 数学 问题 


解决 实际 问题 前 此 本 分 为 以 下 力 个 阶段 : 
地 识别 与 遍 析 实际 问题 ; 

2) 形成 数学 模型 ， 

3) 求 解数 


尺度 使 用 计 竹 机 ， 

中 内 ,解释 结 此 . 

和 i 不 到 明显 的 作用 .起 作用 的 通常 是 套 究 这 
类 问题 的 - 积 帅 、 .上 企业 家 .下 十 这 些 人 认识 到 二 
问题 的 重 - 近 华 来 数学 的 应 用 已 
中 起 广汉 的 .及 以 常 和 是 这 梯 , 在 提出 系统 的 理论 以 前 ,有 关 数 
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据 的 收集 ,经 验 性 的 结论 已 完成 . 拟 欠 的 是 数学 家 的 介 和 人 ,数学 家 的 
介 人 将 会 使 问题 发 生 质 的 变化 . 

第 二 阶段 是 整个 建 模 过 程 中 最 困难 最 关键 的 部 分 . 它 最 富有 创 
选 性 , 常 由 具有 数学 知识 的 科学 家 参加 ,或 由 数学 家 与 科学 家 共同 参 
与 . 模 域 的 建立 由 仔细 地 理解 问题 ,区 分 主 次 和 选取 合适 的 数学 结构 
所 组 成 .模型 有 两 个 方面 ,一 是 数学 结构 ,一 是 实际 概念 与 数学 结构 
间 的 对 应 .在 建 模 过 程 中 ,必须 保留 原始 问题 的 本 质 特征 ,位 要 尽 可 
能 地 简化 .注意 ,简化 是 基于 科学 而 不 是 基于 数学 .简化 是 必须 的 ,以 
便 使 得 到 的 数学 体系 是 容易 处 理 的 .但 又 不 能 过 分 ,以 防 数学 定理 不 
能 旬 供 实际 情形 的 有 效 巴 测 .决定 什么 是 重要 的 ,什么 是 不 重要 的 ; 
哪些 简化 是 合理 的 ,哪些 简化 是 不 合理 的 ,需要 经 验 与 技巧 .需要 科 

基于 对 同一 问题 的 观察 和 研究 ,提出 的 数学 模型 可 能 有 儿 种 不 
同 数学 结构 .不 同 数学 结构 可 能 反映 问题 的 不 同 侧面 . 例如, 光 的 物 
理 模 型 有 两 个 ,一 个 是 波动 说 ,一 个 是 粒子 说 .它们 都 是 有 用 的 . 

第 三 个 阶段 是 求解 数学 问题 .这 个 阶段 的 研究 在 表面 上 与 纯 数 学 
的 研究 没有 区 别 , 只 是 动机 不 同 .但 是 ,这 里 的 数学 问题 与 实际 问题 有 
密切 的 联系 , 记 住 这 一 点 很 重要 .一 但 所 提问 题 由 于 数学 自身 的 原因 
需要 修改 时 ,必须 仔细 分 析 修 改 后 的 问题 与 实际 问题 之 间 的 关系 . 

看 来 简单 的 问题 引出 来 的 数学 问题 未 必 简 单 , 有 可 能 引出 极 难 
的 数学 问题 .常常 是 这 样 ,实际 问题 的 研究 为 数学 打开 了 一 个 全 新 的 
领域 ,导致 创立 新 的 数学 分 支 .有 时 某 些 问 题 能 自然 地 融合 进 我 们 熟 
悉 的 数学 瀑 题 中 ,这 自然 很 令 人 愉快 .我 们 下 面 讨论 的 模型 都 局 于 这 
种 情况 .读者 切 勿 错误 地 理解 为 数学 模型 都 是 这 样 .恰恰 相反 .更 多 
的 情形 不 是 这 祥 . 

第 四 阶段 的 计算 是 另 一 个 重要 的 阶段 .为 了 获得 对 原 问 题 的 理 
解 ,计算 的 结果 是 不 可 少 的 .由 于 实 蒜 问题 的 复杂 性 ,大 部 分 结果 是 
不 能 异 助 手工 来 完成 的 ,所 以 算法 的 研究 以 及 使 用 计算 机 是 必须 的 . 


-478 “ 第 十 五 章 ”数学 模型 


最 后 的 阶段 是 依照 原 问 题 去 解释 和 评价 所 得 结果 . 这 时 可 能 出 现 
各 种 情况 ,我 们 需要 作 仔 细 分 析 . 这 就 推动 我 们 去 进一步 完善 模型 、 

下 面 就 来 具体 介绍 几 个 典型 的 数学 模型 ,它们 分 别 来 自 政 菩 学 、 
考古 学 .人口 学 .运动 员 训练 ,以 及 经 济 学 等 不 同 领域 . 


$15.1 选票 分 配 


选举 问题 是 政治 学 研究 的 中 心 问 题 之 一 . 其 中 包括 民意 测验 ， 
选票 分 配 等 重要 问题 .我 们 从 著名 的 选举 悖 论 谈 起 ,为 此 , 先 简 单 谈 
谈 什 么 叫 导论. 
15.1.4 何谓 悖 论 

“ 迟 论 ' 这 个 词 的 含义 比较 丰富 , 它 包 括 一 切 与 人 的 直觉 和 日 常 
经 验 相 韦 盾 的 结论 . 迟 论 有 三 种 主要 形式 : 

10 一 种 论断 看 起 来 好 像 是 错 了 ,但 实际 上 却 是 对 的 .这 是 一 种 
似 非 而 是 的 论断 ( 伴 泌 ). 

2) 一 种 论断 看 起 来 好 像 是 对 的 ,但 实际 上 却 是 错 的 .这 是 一 种 
似是而非 的 论断 . 

3) 导致 双 辑 上 自 相 了 矛盾 的 论 晰 . 

性 论 具 有 重要 的 哲学 意义 和 数学 意义 .从 吉 和 希腊 的 芝 诺 提出 的 
迟 论 开始 ,一 直到 罗素 的 关于 集合 论 的 悖 论 ,都 对 数学 理论 的 发 展 起 
了 巨大 的 推动 作用 . 
15.1.2 选举 悖 论 

假定 有 张 , 王 .可 三 个 同学 竞选 学 生 会 主席 . 民 塌 测验 表明 ,两 两 
比较 ,选举 人 中 有 2/3 原意 选 张 不 愿 选 王 , 有 2/3 愿意 选 干 不 底 选 
李 . 问 :关于 张 和 李 我 们 应 该 得 出 什么 结论 呢 ? 是 不 是 狐 意 选 张 而 不 
愿 选 李 的 人 多 呢 ? 

管 案 是 :不 一 定 ! 如 果 选 举人 按照 表 15 -1 那样 对 候选 人 进行 排 
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序 ,就 会 引起 一 个 惊人 的 悖 论 , 
表 15 -1 


1 
张 
王 


3 
李 
张 
王 


染 | 机 |HIS 


李 


现 在 我 们 对 他 们 进行 两 两 的 比较 ， 

张 和 王 的 民意 测验 情况 是 : 张 有 两 次 排 在 王 的 前 面 ,而 王 上 只 有 一 
次 排 在 张 的 前 而 ,因而 张 可 以 说 ,选举 人 中 有 273 人 喜欢 我 . 

王 和 李 的 民意 测验 情况 是 : 王 有 两 次 排 在 李 的 前 面 ,因而 王 可 以 
说 ,选举 人 中 有 2/3 人 喜欢 我 . 

李 和 张 的 民意 测验 情况 是 : 李 有 两 次 在 张 的 前 面 ,而 张 只 有 一 次 
在 李 的 前 面 , 因 商 李 也 可 以 说 ,选举 人 中 有 2/3 人 喜欢 我 . 

这 就 出 现 了 一 个 令 人 惊讶 的 悖 论 :多 数 人 选举 人 选 张 优 于 
数 选举 人 选 王 优 于 李 ,还 是 多 数 选 举人 选 李 优 于 张 . 

在 日 常生 活 中 ,许多 关系 都 是 可 以 传递 的 .例如 ,大 小 关系 .A > 
B.B > C, 就 可 以 推出 A > C. 还 有 上 下 关系 ,前 后 关系 ,左右 关系 
等 等 . 所 有 这 些 关 系 都 具有 传递 性 . 这 就 使 人 们 以 为 “好恶 ” 关系 也 
是 可 以 传递 的 .但 实事 上 ,“ 好 恶 ” 关 系 是 不 可 以 传递 的 、 

这 个 悖 论 可 追 湖 到 十 从 世纪 , 它 是 一 个 非 传递 关系 的 典型 ,这 种 
关系 在 人 们 作 两 两 对 比 选 择 时 可 能 产生 . 

这 条 人 悖 论 有 时 称 作 阿 党 悖 论 , 肯 尼 思 … 阿 洛 曾 根 据 这 条 悖 论 和 
其 他 风 辑 理由 证 明了 ,一 个 十 全 十 美的 民主 选举 系统 是 不 可 能 实现 
的 .这 就 是 说 ,不 存在 公平 合理 的 选举 系统 .这 是 一 个 非常 深刻 的 结 
论 ,但 更 加 有 悖 于 常理 :天 下 竟然 无 公 ! 这 个 结论 告诉 我 们 , 只 碍 更 
公 , 没 有 最 公 . 阿 洛 因 此 分 享 了 1972 年 的 诺 贝 尔 经 济 学 奖 ， 
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王 , 多 


呈 


标 排 好 顺序 , 当 我 们 进行 西 两 比较 时 ,就 可 能 出 现 上 述 闻 盾 . 假 定 张 、 
正 , 李 是 向 一 个 姑娘 求婚 的 .: 个 人 , 毒 15 .1 所 示 的 排列 可 解释 为 这 
个 姑娘 就 一 个 方面 比较 这 三 个 人 的 优先 次 序 ,例如 第 一 是 学 位 ,第 -一 
是 容 角 .第 一 基 收 人 .如果 了 蝴 两 比较 ,这 个 可 怜 的 姑娘 就 会 发 现 她 觉 
得 张 比 王 好 , 王 比率 好 .村 又 比 张 好 1! 

这 个 悖 论 还 可 以 在 产品 检验 中 出 现 .一 -个 统计 学 家 也 许 会 发 现 ， 
2 妇 年 青 妇女 音 欢 润 肤 牢 4 越过 BB,2/3 年 青 妇 女 衣 鸡 湖 肤 漠 B 超过 
C .化 学 公司 得 知 这 -结果 后 也 许 就 将 润 肘 霜 C 作为 最 不 受 欢迎 的 
一 种 向 降低 产量 . 彝 不 知 |, 第 三 个 统计 串 能 会 表明 还 有 273 的 人 喜欢 
C 超 过 入 呢 . 
15.1.3 选票 分 配 问题 

选票 分 配 癌 题 属 十 民主 政治 的 范畴 .选票 分 配 是 雁 合 理 是 选民 
最 关心 的 热点 问题 之 这 一 问题 早 就 引起 西方 政治 家 与 科学 家 的 
关注 .并 进行 大 量 深入 的 研究 ,这 项 鲜 究 大 量 地 使 用 了 数学 方法 、 
本 节 以 学 生 会 选举 为 例 , 对 这 项 研究 作 一 初步 介绍 . 

我 们 知道 ,每 个 高 等 院 校 者 有 学 咎 会 ,学 牛 会 大 约 每 四 年 收 选 一 
次 .在 每 届 学 生 会 改选 时 ,都 需 竖 给 出 各 系 的 委员 分 配 名 额 . 邯 么 名 
额 念 么 分 也 才 算 合理 昵 ?按照 学 后 会 章程 规定 ,各 系 的 委员 数 按 学 生 
人 数 比例 分 配 . 

假定 某 大 学 的 学 生 会 由 w 名 委员 组 成 ,再 设 该 大 学 有 ;个 系 ,各 
系 的 学 牛 数 是 p, .i = 1,2,….s. 全 校 的 学 生 数 尽 


P= Pt pT + bh,. 
现在 的 问题 是 . 找 出 一 组 相应 的 整数 w1,n,,…. x,, 使 得 
PT nt 


其 中 zi; 基 第 ; 个 系 获得 的 委员 数 . 
按照 学 生 会 章程 ,一 个 简单 而 公平 的 分 配 委员 各 条 的 办 法 是 按 
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大 数 比例 分 配 . 记 


称 它 为 分 配 的 份额 .自然 有 


lt qt ta = a. 


如 果 2% 都 是 整数 ,分 配 不 会 出 现 问题 .但 是 更 经 常 发 生 的 情况 是 ,9i 
不 是 整数 ,而 名 秆 分 配 又 必须 是 整数 ,怎么 办 ?一 个 自然 想到 的 办 法 
是 “四 售 五 人 法 ”. 四 仿 五 人 的 结果 可 能 会 出 现 名 额 多 余 ,或 名 额 不 够 
的 情况 .我 们 举例 来 说 明 这 一 情况 .假定 某 学 院 有 三 个 系 , 总 人 数 是 
200, 下 面 三 个 表 说 明了 三 种 不 同情 况 : 按 四 会 二 入 法 , 表 15 -2 正好 
产 牛 20 个 委员 ; 表 15 -3 产生 19 个 委员 ; 表 15 一 4 产生 21 个 委员 . 


表 15 -2 
系 别 学 生 数 I 所 点 比例 (和 % ) 胺 比例 分 配 名 额 最 终 分 配 名 额 
甲 107 | 53.5 10.7 11 | 
| 59 _29.5 5.9 6 | 
_ 两 34 17 3.4 四 3 __ | 
总 和 200 i100 20 20 
表 15 -3 
系 别 学 生 数 ，| 所 占 比例 (% ) 蔷 比 枫 分 配 各 三 | 最 终 分 配 名 额 
四 104 52 | .10.4 :10 
乙 . 62 31 6.2 6 
丙 34 17 34 | .3 
总 和 200 100 20 19 
表 15 4 
系 别 学 生 数 所 占 比例 (% ) 胺 比例 分 配 名 钢 最 终 分 配 和 名额 
甲 105 52.5 .5 11 
乙 60 30 6 
两 | 35 3 二 
[总 和 200 100 21 
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三 张 表 表明 三 种 情况 .- 般 说 来 ,用 四 舍 开 入 法 很 难得 到 所 需要 
的 委员 数 . 这 说 明 四 命 五 入 法 有 缺陷 ,需要 改进 ,以 找 出 更 合理 的 分 
配 法 . 
15.1.4 亚 拉巴 马 悖 论 

下 因为 四 舍 要 入 法 有 这 一 评点 ,美国 乔治 . 华盛顿 时 代 的 财政 
部 长 亚历山大: 汉密尔顿 于 1790 年 提出 了 -- 种 解决 名 额 分 配 的 办 
法 ,并 于 1792 年 为 美国 国会 所 通过 .美国 国会 的 议员 是 按 州 分 配 . 汉 
密 尔 顿 方法 的 具体 操作 如 下 : 

1) 取 各 州 份 额 的 整数 部 分 [ g,1, 先 让 第 i 州 拥 [q;] 有 个 议员 . 


2) 然后 考虑 各 个 9 的 小 数 部 4q; 一 [gq;], 按 从 大 到 小 的 顺序 将 余 
下 的 名 额 分 配给 相应 的 州 ,直到 名 额 分 配 完 为 止 . 
下 表 是 按照 汉密尔顿 方法 进行 分 配 的 ;: 
表 15 -5 
系列 学 生 数 | 所 占 比 例 (% ) 陀 比 例 分 配 名 钢 最 终 分 配 名 烙 
甲 103 | 51.53 10.3 _ 10 J 
乙 63 | 31.5 6.3 6 
再 34 | | 17 3 4 
总 和 200 100 20 | 20 


汉密尔顿 方法 看 起 来 十 分 合理 ,但 是 仍 存 在 癌 周 .例如 在 表 15 - 4 中 
出 现 了 申 和 两 的 小 数 部 分 相同 的 情况 . 如 果 甲 系 和 丙 系 各 增加 一 个 
名 御 就 会 出 现 超出 预定 名 额 的 情况 ;如 果 两 系 都 不 增加 ,就 会 出 现 名 
额 不 满 的 傅 况 . 当然 在 选 旧 众多 的 情况 下 ,出 班 小 数 部 分 相等 的 情况 
是 十 分 罕见 的 ,换言之 ,概率 很 小 .但 是 下 面 提 到 的 亚 拉巴 马 悖 论 , 却 
是 必须 严 击 对 待 的 情况 

从 1880 年 起 ,美国 国会 就 汉密尔顿 方法 的 公正 合理 性 展开 了 和 争 
论 .原因 是 1880 年 美国 人 口 普 查 后 . 亚 拉巴 马 州 发 现 汉密尔顿 方法 
触犯 了 该 州 的 和 益 ,其 后 1890 年 和 1900 年 人 口 普查 后 , 缅 因 州 和 科 
罗拉 多 州 也 极力 反对 汉密尔顿 方法 .按照 常规 ,假如 各 州 的 人 口 比例 
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不 变 , 议 员 的 名 额 总 数 电 于 某 种 原因 而 增加 的 话 , 那 么 各 州 的 议员 名 
额 数 或 者 不 变 ,或 者 增加 ,至 少 不 应 该 减少 . 可 是 汉密尔顿 方法 却 不 
能 满足 这 一 常规 . 这 里 还 以 校 学 生 会 为 例 . 由 于 考虑 到 20 个 名 额 的 
成 员 在 表决 提案 时 可 能 会 出 现 10:10 的 结果 ,所 以 学 生 会 决定 下 属 
增加 一 个 名 额 . 按 照 汉 密 尔 顿 方法 分 配 名 额 得 到 表 15 - 6. 


囊 15 一 $6 
| 系 别 学 生 数 扩 占 比例 (% ) 按 比 例 分 配 名 额 最 终 分 配 名 略 
秆 103 51.5 10.815 四 
z 63 31.5 6.615 7 
页 34 17 3.576 3 
将 和 ”200 100 21 21 


计算 结果 表明 ,总 名 额 增加 一 个 ,再 系 反 而 减少 一 个 名 额 , 这 当 
然 侵 犯 了 丙 系 的 利益 . 亚 拉 巴 马 州 当 年 就 面临 这 种 情况 ,所 以 通常 把 
汉密尔顿 方法 所 产生 的 这 一 矛盾 叫做 亚 拉巴 马 悖 论 . 

这 个 悖 论 是 出 平 意料 的 , 它 是 在 实 匡 过 程 中 出 现 的 .不 是 运 辑 的 
产物 . 

因此 ,必须 进一步 改进 汉密尔顿 方法 ,使 之 更 加 合理 ,新 的 方法 
不 久 就 提出 来 了 ,并 消除 了 亚 拉 巴 马 迟 论 . 因 方 法 较 繁杂 ,这 里 不 再 
作 详 细 介 绍 .但 是 新 方法 又 引出 了 新 闻 题 ,新 问题 又 需要 消除 ,于 是 
更 新 的 方法 ,当然 是 更 加 公正 合理 的 方法 又 出 现 了 ,这 更 新 的 方法 也 
还 有 问题 .于 是 出 现 了 这 样 的 问题 :是 否 有 一 种 公正 合理 的 分 配方 法 
嘱 ? 

这 个 问题 从 诞生 之 日 起 ,就 一 直 吸 引 着 众多 政治 家 与 数学 家 去 
研究 .这 里 要 特别 提出 的 是 巴林 斯 基 和 扬 两 位 学 者 ,他 们 在 名 额 分 配 
的 研究 中 引进 了 公理 化 方法 ,并 于 1982 年 证 明了 关于 各 额 分 配 的 一 
个 不 可 能 定理 , 即 包 括 “ 不 产生 人 日 悖 论 ", “不 违反 ' 公 平分 配 " 原 
则 ”等 在 内 的 五 条 十 分 合理 的 公理 不 相 容 .换言之 ,满足 这 五 条 公理 
的 名 额 分 配方 法 是 不 存在 的 - 
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$15.2 ”体育 训练 问题 


用 现代 数学 方法 研究 体育 运动 是 从 20 扯 纪 70 年 代 开 始 的 . 
1973 年 ,美国 的 应 用 数学 家 了.B. 开 勒 发 表 了 赛 网 的 理论 ,并 用 他 的 
如 论 训 练 中 长 路 到 动员, 生得 了 很 好 的 成 绩 .几乎 阿 时 . 闫 国 的 计算 
专家 区 斯 特 运 用 数学 .力学 ,并 藉 助 计算 可 研究 了 当时 铁饼 投 锤 捧 只 
冠 匣 的 授 搓 技术 ,从 而 提出 了 他 自己 的 癸 究 理论 . 据 此 提出 了 收 再 授 
掷 技 术 的 训练 措施 ,从 而 使 这 位 世界 冠军 存 短 期 内 将 成 绩 
米 , 存 -- 次 奥运 会 的 比赛 巾 们 造 了 连 破 ;次 世界 纪 湛 的 辉煌 成 线 , 这 
些 例 子 说 明 ,数学 在 体育 训练 中 也 作 发 探 着 越 来 越 明 显 的 作用 .所 用 
到 的 数学 内 容 也 相当 深入 ,这 电 丰 可 能 作 详 细 介 细 .我们 园 拌 一 个 较 
为 简单 的 例子 作 一 说 明 . 

在 铅 球 投掷 的 讲 练 中 ,教练 关心 的 
核心 问题 是 投 搓 昨 离 . 如 所 周刊 ,距离 的 
远近 证 要 取决 于 两 个 因素 :速度 和 角度 . 
这 两 个 因素 市 哪个 更 重 费 呢 ? 为 此 ,我 们 
建立 一 个 数学 模型 来 讨论 这 一 问题 . 

我 们 在 这 一 模 征 中 不 考虑 铅球 运动 
员 在 投 艺 区 域内 身体 的 转动 ,只 考虑 锅 球 
的 出 于 速度 与 投射 角度 . 此 外 ,还 给 出 二 


条 航 定 : | 
1) 多 略 铅球 在 运行 过 程 中 的 空气 限 
力作 用 :; 


2) 授 射 角度 与 投射 初速 度 是 相互 独立 的 ; 

3) 将 铅球 视 为 一 个 质 只 

先 考虑 铅球 其 地 平面 以 初速 度 " 和 角度 投 狂 出 ,如 图 15 - 工 所 
大 ,铅球 在 PP 点 处 落地 .现在 我 们 来 求 铝 球 的 运动 方程 . 设 铅球 在 时 
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刻 : 的 动 点 坐标 为 (ztz),y(z)). 我 们 得 到 运动 方程 : 
[x = ucos ai 
1 = usin a .一 村 ki 
方程 中 含有 参 变 量 1 ,消去 :才能 得 到 关于 x ,y 的 关系 式 . 为 此 ,将 代 
2 = 工作 ucos ea) 人 中 ,得 
Gi 


了 二 一 一 -+ tan a. x. 
2v?cos: a 


这 就 是 运动 方程 .为 了 求 出 锅 球 落地 处 的 坐标 , 令 y = 0, 解 得 
Xx1= 0， 


2 = = 


加 在 EE 
其 中 zi 是 铅球 起 点 的 z 爸 标 ,x2 是 馈 球 落地 点 P 的 x 坐标 . 若 " 固 
定 , 则 投 拓 距离 是 投射 角 «的 函数 . 当 = 45° 时 ,sin 2a = 1, 投 毛 中 
离 达到 其 最 大 值 ,这 时 的 投 酵 距离 为 去 .这 就 是 说 , 按 4 角 投 搏 时 ， 
投 拷 的 虐 离 最 远 . 
但 实际 上 铅球 不 是 从 地 面 上 出 手 ,而 是 从 一 定 的 高 度 清 处 由 于 . 
因而 上 面 的 运动 方程 应 调整 为 


|*= = ucos a t, 


2v2sin acos a _ vsin2 a 


y= usin gt 一 二 gl? + 和 


将 = xAwcosa) 代入 yy 中 ,得 到 
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解 得 
an 二 Vtania + 4hg /2v costa) 
,= v. + UD 
1.2 豆 
2cos?a 
2 vi 二 
_ vsin2a ty {六 sin 26) 十- 22 osza 

2g 2g EE 


会 去 负 根 ,我 们 得 到 点 p 的 x 坐标 为 


2 了 2 本 
= (总 in 24) + hh -22 cosza， 
28 28 号 


利用 这 一 公式 ,列表 给 出 速度 与 角度 对 投掷 距离 的 影响 { 匈 表 
15 - 7). 


表 15- 7 
速度 Y( 米 “ 秒 ) 角度 a( 度 ) 距离 x( 米 】 
.5 | 47.5 14.929 
11.5 4 国 15. 103 
11.5 42.5 15. 182 
11.5 40 | 15.169 
5 38 - 15.092 
11.5 36 14.96 
11.5 41.2 - 15.187 
5 41.6 15. 189 
11 1 41.6 | | 14.032 | 
12 加 41.6 | | 16. 395 


从 表 15 一 7 中 可 以 看 出 , 当 w= 11.5 米 / 秒 时 ,最 佳 前 度 为 
41.6". 当 角 度 a 在 38" 到 45° 间 变化 时 ,产生 的 时 离 差 是 0.097 米 . 角 
度 的 16% 的 偏差 引起 距离 的 0.06% 偏差 .速度 从 11 米 / 秘 变 到 12 
米 / 秒 引 起 了 肛 离 从 14.032 米 7 秘 到 16.395 米 / 秘 的 偏差 ,这 就 是 
说 ,速度 9% 的 增 如 导致 了 距离 16.8 上 % 增加 .这 个 结果 表明 ,教练 在 
训练 运动 员 时 ,应 集中 主要 精力 来 增加 投 指 的 初始 速度 . 
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上 面 的 模型 比较 粗糙 ,还 有 许多 问题 没有 考虑 到 ,例如 运动 员 的 
身体 转动 问题 , 投 据 者 的 手 辟 长度 ,肌肉 的 爆发 力 ,铅球 的 质量 等 ,还 
有 其 它 的 因素 .加 上 以 上 诸 因素 后 ,得 出 的 公式 自然 会 更 精确 , 当然 
也 会 复杂 得 多 . 这 里 不 再 作 深入 介绍 .铁饼 与 标枪 的 投 拂 问题 ,链球 
投篮 问题 也 属于 类 似 的 模型 ,可 用 类 似 上 面 的 方法 进行 研究 .目前 在 
国外 ,运用 数学 方法 研究 体育 项 目的 训练 问题 已 经 深入 到 体育 运动 
的 各 个 领域 .这 很 值得 我 们 借鉴 . 


$15.3 ”指数 增长 与 衰减 问题 


15.3.1 一 个 简单 的 微分 方程 

在 实际 生活 中 有 许多 量 , 它 随时 间 的 变化 率 正 比 于 它 的 大 小 . 例 
如 ,银行 的 存款 按 一 定 的 利率 增加 ;世界 的 人 口 按照 一 定 的 增长 率 增 
加 - 当然 还 有 别 的 例子 ,下面 将 陆续 介绍 . 

在 数学 上 怡 有 一 个 函数 能 描述 上 述 现象 ,这 就 是 指数 函数 . 指 
数 函 数 关 于 自 变 量 的 变化 率 正比 于 它 的 大 小 : 


车 ,y = Ce*, 则 = hy(k 是 常数 ). 《1) 


因此 ,用 指数 函数 来 措 述 上 还 现象 我 们 将 不 会 惊讶 .事实 上 , 满 
足 方 程 (1) 的 函数 一 定 是 指数 函数 - 


定理 若 旦 = Ey; 则 y = Ce* ,这 里 C 是 任意 常数 . 


证 由 (1), 世 一 大 ， 
从 而 [ae = ax, 


Iny= kr+ C1, 


3 = eto = ectetr = Cew(C = ei). 
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定理 得 赴 . 
这 群 一 来 ,我 们 证 明了 
= ev = Ce 


我 们 刚才 解 的 方程 (1) 是 一 个 含有 函 数 的 导数 的 方程 ,人 们 称 
这 种 方程 为 微分 方程 . 微分 力 程 的 解 是 孙 数 ,而 不 是 数 ,这 蚌 与 代数 
方程 不 同 的 地 方 . 

例 ”一 种 细节 按 这 样 的 方式 增加 :在 每 个 时 细 它 按 修 时 计算 的 
增长 率 等 于 它 现 有 总 量 的 两 倍 . 问 ，- 个 小 时 后 这 种 细 师 的 总 量 是 多 
少 . 

解 ”细菌 的 增长 是 离散 的 ,而 不 是 连续 的 .因为 它 的 总 基 很 大 ， 
可 以 当 作 连续 量 来 处 理 仍 有 很 高 的 近似 度 . 设 细菌 在 时 刻 + 的 总 明 
为 y(t) . 依 题 没 它 满足 微分 方程 


dy 
dt 


丹 设 组 薄 的 初始 总 量 是 y,. 因 此 解 为 y = Ce 但 (0) 一 .所 以 
w= Co CO. 
从 而 解 为 ，= ye . 当 +z = 1 工时， 
oem.4w0- 

这 样 一 来 ,一 小 时 后 ,细菌 的 总 量 将 是 原 有 量 的 7.4 倍 
15.3.2 人口 模型 

人 Tl 间 题 是 一 个 极 关 生变 的 问题 . 它 强烈 地 影响 着 -个 地 区 、- 
个 民族 或 个 国家 的 经 济 发 展 , 坝 在 已 引起 了 拭 界 各 同 的 普遍 关 计 
我 国 是 此 界 土 人 1 最 多 的 国家 ,对 人 口 问题 也 极为 关注 .研究 大 口 增 
长 的 规律 ,对 制定 经 济 政策 二 分 重要 .我 国 的 人 口 政策 是 ,提高 人 
质 基 .控制 人 口 数量 . 

用 数学 来 描述 人 号 增长 的 设想 至 少 可 以 追溯 到 18 世纪 .近代 人 
口 向 题 研 究 的 先驱 是 英国 的 经 济 学 家 马尔 萨 斯 (Malthus,T.R 1766 


= 2y 
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一 1834).1798 年 他 发 表 了 《人 口 论 ) .引起 了 广泛 的 注意 .他 认为 ,人 
宫 增 长 的 趋势 永远 人 快 于 生产 的 增长 .如 朵 不 加 限制 ,人 口 总 是 按 几 何 
级 数 增 长 .而 生产 资料 总 是 按 算术 级 数 增长 . 当 人 口 扩张 到 生产 资料 
仅 能 维持 生存 的 极限 时 ,就 会 出 现 饥 饶 ,战争 和 疾病 .马尔萨斯 的 理 
论 主要 有 两 个 错误 ,一 是 按照 他 的 模型 ,人 口 的 数量 将 趋 于 无 穷 ;二 
是 人 口 的 增长 将 引起 饥 禾 ,战争 和 疾病 . 因此 ,他 的 理论 受到 了 批评 
和 修正 .五 十 年 代 末 ,我国 著名 的 经 济 学 家 马 实 初 先生 提出 了 《新 人 
口 论 》, 引 起 了 广泛 的 注意 ,对 我 国人 口 政策 的 制定 有 重要 影响 ， 

我 们 从 马尔 萨 斯 的 模型 谈 起 .马尔 萨 斯 对 人 口 的 增加 作 了 两 条 
假定 :1) 人 口 数量 是 连续 变化 的 量 ;2) 人 口 增长 的 瞬时 速度 与 人 口 
当时 的 数量 成 正比 .尽管 人 口 的 增加 或 减少 是 离散 的 ,但 在 人 吕 量 很 
大 的 情况 下 ,作为 连续 量 来 处 理 仍 能 很 好 地 符合 于 客观 情况 .这 样 我 
们 可 以 假定 人 口 是 时 间 的 连续 哨 数 ,其 至 它 是 :的 可 微 函 数 .由 此 ， 
我 们 就 可 以 得 到 人 口 方程 . 

设 ?( 表示 上 时刻 某 地 区 的 人 口 数 , 则 y (zt) 就 表示 人 可 数 随 
时 间 的 变化 率 . 用 &(t) 表示 出 生 率 和 死亡 率 的 差 .如 果 该 地 区 的 人 
口 孤 立 的 , 即 没有 移 进 移出 的 移民 , 财 人 口 的 变化 率 y (1) 等 于 
Ry(t) -在 大 多 数 情 况 下 ,可 以 假定 上 是 常数 , 即 不 随时 间 变 化 .这 样 
一 来 ,我 们 又 得 到 方程 


这 一 方程 在 大 口 学 中 十 做 马尔 萨 斯 定律 .前 面 已 指出 .其 解 为 
3 = Ce ,ec 为 任意 常数 . 
如 果 存 时 , 某 地 区 的 人 已 数 为 yo, 则 
wo = Cesn = woe to, 
代入 前 一 方程 ,得 
yt) = ype (2) 
这 个 解 明确 而 莘 单 ,但 需要 考察 一 下 它 且 可 符合 实际 情况. 我 们 来 看 
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看 全 此 界 人 口 增长 的 情况 - 

其 1960 年 到 1970 年 世界 人 口 的 平均 年 增长 率 是 2% .我 们 从 这 
年 的 中 间 一 年 ,1965 年 1 月 等 起 .根据 美国 财政 部 的 估计 ,这 峙 全 
世界 的 人 人 口 总 数 是 33.4 亿 .因而 10 = 1965.v = 33.4 亿 ,=0.02， 
于 是 

St》 = 33,4 x 108e0 020 1965) . 
检查 这 一 公式 的 办 法 之 一 是 ,计算 世界 人 口 翻 - 番 所 需要 的 时 间 , 并 
与 观察 值 35 年 做 一 比较 
根据 公式 (2), 若 工 年 后 地 球 的 人 三 翻 一 番 , 则 
2yo = 3oe OT, 
cor 2, 
0.02T - ln2， 
T = 50ln2 ~ 34.6( 年 ) 
这 个 值 与 过 去 的 观察 值 是 十 分 相近 的 . 

尽管 如 此 ,我 们 还 希望 用 这 个 公式 预见 一 下 更 还 的 未 来 .根据 公 
式 , 色 2515 年 址 界 人 将 是 2000 000 忆 ,和 到 262s 年 将 是 18 000 000 
亿 , 到 2660 年 将 是 36 000 000 亿 . 这 些 天 文 数 宇 的 意义 很 难 玛 解 . 整 
个 地 球面 大 约 80% 为 水 所 覆盖 .假定 我 们 也 床 意 在 船 本 生活 ,那么 
到 2515 年 每 个 人 将 私有 0.87 半 方 米 ; 到 2625 年 每 个 人 将 仅 有 0.09 
平方 米 ; 到 2660 年 ,每 个 人 启 上 还 得 站 两 个 人 . 

看 来 这 个 模型 还 有 不 合理 处 ,似乎 应 把 它 抛弃 掉 .但 是 , 尘 慢 . 因 
为 这 个 公式 与 过 去 的 事实 是 非常 由 符 的 ,所 以 我 们 不 能 轻率 地 就 将 
它 抛弃 .向 卫 , 我 们 看 到 了 ,许多 实例 部 说 明 人 口 确实 按 指 数 增长 .过 
而 我 们 的 任务 是 修改 模型 ,这 将 在 下 别论 述 ， 

15.3.3 ”再 论 人 口 模型 

在 人 口 数 量 不 很 大 的 时 候 ,方程 (1) 还 是 很 精确 地 反映 了 人 口 

增长 的 实际 情况 .但 是 当 人 口 数 量变 得 很 大 时 ,这 一 方程 的 精确 程度 
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就 降低 了 .因为 这 时 人 口 数 量 将 受到 环境 因素 的 很 大 影响 . 这 些 环境 
因素 包括 自然 资源 .食物 .居住 条 件 以 及 战争 、 癌 疫 等 ,特别 地 .也 包 
括 估 口 的 白 我 控制 .这 样 一 米 ,我 们 的 方程 里 应 该 有 一 项 反映 这 一 环 
境 因素 .统计 结果 告诉 我 们 ,在 方程 中 应 当 加 -项 - by?, 这 下 5 >0 
是 一 个 常数 .因此 ,我 们 考虑 修改 后 的 方程 


dy 
= bv” (3) 


个 方程 虽 人 口 增长 率 方程 .& ,5 叫 敌 生命 系数 . 它 是 1837 年 首先 
由 荷兰 的 数学 一 生物 学 家 弗 尔 哈 斯 特 (Verhulst) 引进 的 .常数 汶 相 
对 于 下 而 言 是 一 个 很 小 的 数 ,所 以 当 y 不 很 大 的 时 候 , - by? 这 一 项 
与 ky 相 比 可 以 怨 略 .但 是 当 > 很 大 时 , - by? 这 一 项 就 不 容 忽 略 了 ， 
它 降 低 了 人 口 增长 的 速度 .不 必 说 ,工业 化 程度 越 高 的 国家 ,生存 空 
介 就 越 大 ,食物 就 越 丰 语 .常数 5 就 越 小 . 

现在 我 们 应 用 这 一 方程 去 预测 人 口 的 增长 . 设 to 时 的 人 口 数量 
是 y ,时 刻 上 的 人 口 数量 是 y(z) .于 是 我 们 有 初 值 问题 


dy 一 有 py 
已 - by (4) 


y(to) = yo. 
现在 我 们 面临 两 上 任务 ;1) 解 方程 (4) ;2) 用 得 出 的 解 去 预测 林 来 的 
人 口 发 展 .为 了 求 出 它 的 解 , 将 方程 变形 为 
dy 
ky — by 


= dz. 
两 边 对 上 积分 ,可 得 


上 a- a = ‘5) 
为 了 求 出 左边 的 积分 ,需要 把 被 积 畏 数 分 解 为 更 简单 的 函数 . 为 此 ， 
设 
1 _ 1 _A._8B 
Ry by (RE 一 ay》 y Kk-oby’ 


《6》 
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其 中 A ,B 居 待 定常 数 ,只 要 求 出 A,B 的 值 ,分 解 式 就 得 人 了 . 上 式 
两 边 乘 y ,得 


1 By 


kb 三 入 to py py 
令 = 汪 得 出 及 = 十 .再 用 (& 一 加) 乘 (6) 两 边 ,得 
1 -Ap py)+B 
~ YY 
令 = 大 人 ,可 得 下 6 佣 .这 样 A,B 部 已 定 出 .由 此 我 们 有 
入 dy 1f 1 wl” _l 
= = y+ dy 
DE py) Rl Yt El RB 
= 


-byl 
- km + tn 二 pg 
= 证 In 阅 . 
Yo 
同色 (5) ,我 们 得 出 
R22) = lu 过 - 和 人 


洱 7 > 66 时 ,上 式 看 边 为 在 限 正 数 ,所以 pw 天 0 由 许可 知 半 
by 无 堆 点 (分 人 隔 不 会 为 0). 这 样 -来 
bw(7) 不 会 政变 符 夺 . 妈 


因此 


加 
= 了 A 
R(t 一 40)》 一 ny Rb 


两 进取 指数 ,可 得 
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et 一 Sk by0) 
yo By) 
或 yolk — By)ee tm = y{k — Doyo)。 


把 含 y 的 项 移 在 左边 ,我 们 有 
[一 byo + bnett 0 ]yC2) = woctte 
因此 


四 
(一 


-一 一 一 一 TD 7 
byo 二 (并 一 yo)e Uo) 57) 


图 15-2 


现在 我 们 对 (7) 作 一 考察 ,看 看 它 对 人 口 发 展 作 了 一 种 什么 样 的 预 
测 . 
先 看 长 期 效果 . 当 1 一 % 时 ,会 出 现 什么 情况 呢 ? 由 (7) 可 推 得 ， 


y(t) 一 让 


这 样 一 来 ,不 管 人 口 的 初始 值 是 什么 , 它 总 是 趋向 于 一 个 概 限 信和 入 . 
曲线 y(1) 的 形状 如 图 15 -2 所 示 . 这 条 草 线 则 做 S 形 曲线 或 人 口 数 
量 增长 曲线 . 这 条 曲线 以 y= 外 为 水 平 渐 近 线 . 

其 次 ,从 图 15 - 2 我们 还 可 以 看 出 下 面 的 事实 :人 口 的 数量 始终 
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基 增 加 的 :开始 增加 得 慢 , 然 后 逐渐 加 快 ,在 = 考 附近 增加 得 最 
快 .以 后 义 减 缓 下 来 , 趋 于 一 个 极限 
现在 我 们 对 上 面 的 开 伍 结论 给 以 分 析 的 证 明 . 
活 数 vy(1) 的 递增 性 是 明显 的 , 兴 为 e“( "0 是 上 的 单调 减 函数 . 
上 骨 者 ,方程 


A 


= 
的 两 边 对 + 求学 ,得 
Fy pd pd dy _ kp. py)y 
2 6) Ck bv)y. 
由 此 可 见 
EE dy dy . 
yp > 0 5 
dy 
> ”35 了 dz 7 0s 
,> dy 
y>67 0 


于 是 ,y= 去 是 一 个 转折 点 .从 图形 我 们 可 以 得 色 这 样 的 结论 ,在 人 
蝇 达 到 其 极限 值 的 一 半 之 前 ,是 加 速 增长 时 期 . 过 了 这 一 点 ,人 口 的 
增长 率 就 减低 ,这 是 减速 增长 的 时 期 ,人 人 口 的 增长 率 最 后 趋 于 0. 

为 了 利用 我 们 的 结果 去 预测 地 球 上 林 来 的 人 口 数量 ,我 们 必须 
估计 方程 中 的 生命 系数 入. 某 些 生态 学 家 估计 大 的 自然 值 是 
0.029. 我 们 已 经 知道 , 当 大 口 总 数 为 3.34x 10 时 ,人 口 的 增长 率 是 
2 党 .人口 的 增长 率 是 指 w“y- 出 


ldy 
de 


= hk bv. 


我 们 有 
0.02 = ko 68(3.34) x 10? = 0.029 -3.346 + 10° 
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因此 ,5 = 2.695 x 410 了 .这样 一 来 ,地 球 上 的 总 人 数 将 趋 于 极限 什 


下 0.029 四 
b 2.695x102 107.5 亿 . 


根据 这 一 预测 ,世界 大口 仍 处 在 加 速 增长 时 期 . 

1998 我 们 曾 利用 公式 (7》 预测 地 球 上 到 2000 年 将 会 有 多 少 人 
口 . 令 上 =0.029.5 = 2.695 x 10 1,y, = 3.34 x 10°,t% = 1965, 
z = 2000. 我 们 有 


9 
y(2000) = 0.029 x 3.34x 10 


0.009 + 0.02e 00 


29 x 3.34 
= 5 200 i105 X 10° = $59.6 亿 . 


15.3.4 三 论 人 口 模型 

在 人 口 模型 中 ,参数 的 选取 也 是 一 个 很 重要 的 问题 .要 通过 各 种 
实例 反复 检验 才能 确定 它们 . 上面 的 ,6 的 选取 看 来 还 需要 政 进 . 
因为 按 上 面 的 取 法 ,2000 年 世界 人 口 总 量 将 是 59.6 亿 .这 个 估计 保 
守 了 . 那 时 估计 到 1999 年 中 期 世界 人 口 总 量 将 达到 60 亿 . 实 味 上 ， 
1999 年 10 月 12 日 被 宣布 为 “世界 60 亿 人 口 日 ” 

对 人 口 增长 作 近 期 估计 ,更 好 的 办 法 是 用 最 小 二 乘法 找 经 验 公 
式 .为 此 , 先 简单 地 介绍 最 小 二 乘法 .在 实际 工作 中 常常 需要 根据 测 
量 所 得 的 一 组 数据 来 找 出 函数 关系 , 即 经 验 公式 .最 小 二 乘法 就 是 一 
种 寻找 经 验 公式 的 方法 .我 们 先 通 过 一 个 简单 实例 来 说 明 它 ， 

例 ”已 知 金属 棒 的 长 度 /与 温度 :有关 .车 用 16 表示 0 时 金 
属 棒 的 长 度 , 则 金属 棒 的 长 度 i 随 温度 : 的 变化 规律 是 

£= loll + ct) {8) 
这 里 < 是 金属 的 膨胀 系数 . 

公式 {8) 称 为 理论 公式 .要 确定 它 只 需要 定 出 常数 zn 与 “. 今 测 

得 金属 棒 的 长 度 上 与 温度 1 之 向 有 如 下 五 组 数据 
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温度 1 (人 ) 20 30 40 50 _60 
长 度 ( 毫 米 】” 1000.36 1000.53 1000. 74 1000.91 |1001.06 


试用 这 五 组 数据 找 出 与 c 的 最 佳 秆 . 
解 今 a = 10,6b = toc, 则 (8) 可 写 为 
{=atet (9) 

因为 测量 总 有 误差 ,因此 把 上 面 的 数据 代入 (9) 时 ,得 到 匹 个 方 

而 只 有 了 帅 个 未 知 数 ,一 般 不 会 有 准确 解 .办 而 我 们 把 目标 放 在 找 
最 佳 近似 解 上 . 

把 二 人 = 1,2,3,4,5) 的 值 代 人 (9), 得 到 五 个 理论 值 a + 6ri, 它 
们 和 观测 值 i, 都 有 误 差 ,误差 为 11; -< -bi| .我 们 要 找 一 组 最 佳 的 
值 使 总 吝 莽 最 小 , 即 各 个 误差 的 和 最 小 .但 是 绝对 值 不 便 作 人 微分 运 
算 ,所 以 我 们 将 绝对 值 改 为 平方 .这 种 根据 各 个 误差 的 平方 和 为 最 小 
的 条 件 来 确定 系数 的 方法 , 称 为 最 小 二 篆 法 . 


于 是 问题 化 为 求 函 数 S = D1 一 a - bt;)* 的 最 小 值 点 


(4 .6). 由 极 值 的 必要 条 件 强 = 0, 强 = 0 得 
235)(1 -a- be) = 0, 
-2> (0 - a- bt)t, = 0. 
整理 后 得 
Sa + (2 2 )6 = - 


人 or 村 C10) 


把 有 关 数 据 代入 方程 计算 出 来 ， 得 到 
Sa + 2005 = 5003.6, 
200a + 9 0005 = 200 161.8. 


对 15.3 指数 增长 与 赛 减 “497 - 


解 得 a = 1 000.01,2 = 0.001 78. 由 此 得 到 公式 
{ = 1000.01+0.017 8t， 
并 可 算出 金属 棒 的 膨胀 系数 < = 0.000 017 8. 
上 面 是 利用 最 小 二 乘法 求 直线 型 经 验 公式 的 例子 ;有 时 数据 间 
的 关系 不 是 一 次 函数 ,而 是 二 次 函数 ， 等 函数 或 指数 西数 ， 在 这 种 情 
况 下 仍 可 以 用 最 少 二 乘法 求 经 验 公 式 . 
现在 回 到 主题 , 仍 考 虚 人 口 问题 . 我们 已 经 知道 ,人 人 口 的 增长 规 
律 是 指数 型 函数 ,所 以 可 以 设 
一 et (11) 
根据 直 组 数据 (2;,y)(i = 1,2,…,n})} 可 雇用 最 小 二 飞 法 求 出 a 和 
前 最 佳 值 .事实 上 ,我 们 可 以 在 公式 (11) 两 边 取 对 数 , 得 
lIny=at+b 
这 时 数据 {1;,y;) 应 换 为 (z; ,lnyi) ,然后 借助 最 小 二 乘法 求 出 = .6 的 
最 佳 值 . 
例 “” 据 统计 ,20 世纪 60 年 代 世 界 人 口 增长 情况 如 下 表 : 


年 1960 | 1961 | 1962 | 1963 | 1964 | 1965 | 1966 | 1967 | 1968 
人 口 亿 29.72]30.61|31.51|32.13|32.34|32.85|33.56 ,34.20|34.83 


试 求 出 最 佳 拟人 台 曲 线 ,并 预测 公元 2000 年 时 的 世界 人 口 . 
解 “利用 最 小 二 乘法 ,我 们 求 出 a,b 的 最 佳 值 是 ， 
a 一 一 26-4258,5 = 0.01757 


最 后 ,我们 得 到 
v= 二 Ee 26.4258+0 01757¢ 
2000 年 世界 人 口 总 数 的 盾 测 值 50.8876 亿 . 
这 个 结果 可 能 比 实际 人 口 多 一 点 :显然 .用 80 年 拒 的 人 口 数 据 
作 预 测 ,结果 会 更 准确 : 
在 人 只 学 中 还 有 许多 其 它 问 题 需要 研究 ,例如 ,妇女 人 口 的 增长 


规律 ,老年 人 口 的 分 布 情况 等 等 ,这些 问题 对 于 制定 一 个 茵 家 的 经 济 
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计划 都 有 重要 的 影响 . 


习 题 


1. 设 瑞士 人 口 以 每 年 0.2% 的 连续 增长 率 按 指数 函数 规律 增 
长 ,并 设 1988 年 的 人 口 总 量 为 6.6 自 万 . 试 写 出 人 口 作为 时 间 ( 以 年 
为 单位 》 的 函数 表达 式 . 

2. 组 万 的 增长 率 与 它 的 总 数 成 正比 .车 细菌 总 数 在 24 小 时 内 由 
100 万 增长 为 400 万 . 间 , 前 12 小 时 后 的 总 数 是 多 少 ? 

3. 流行 病 的 传染 速度 问题 . 着 处 这 种 情况 :一 个 人 一 旦 被 感染 ， 
与 他 直接 接触 的 人 也 立刻 被 感染 .如 果 人 口 作 正常 的 流动 ,那么 我 们 
可 以 假定 ,流行 病 传 染 的 速率 详 比 于 被 感染 的 大 口 数 (他们 是 传播 细 
蔚 者 ) ,同时 也 正比 于 未 被 感染 的 人 口 数 ， 


如 果 被 感染 的 人 数 在 人 金 体 人 口 总 数 中 所 占 的 比例 由 3 增加 到 
所 需要 一 个 月 的 时 间 . 试 疝 再 过 一 个 月 ,病人 占 多 大 比例 ? 


15.3.5 ”新 产品 销售 模型 

一 种 新 产品 面 节 ,厂家 和 商家 总 要 采取 各 种 措施 ,包括 大 做 广告 
等 ,促进 销售 .他们 都 希望 对 产品 的 销售 速度 与 销售 数量 做 到 心中 有 
数 , 以 便 用 于 组 织 生产 ,安排 进货 . 

我 们 的 目的 是 安排 一 个 数学 模型 来 找 述 产品 推销 速度 ,并 由 此 
分 析出 有 用 结果 .以 指导 生产 与 销售 . 

我 们 讨论 耐用 商品 ,这 种 商品 可 以 长 期 使 用 ,价格 较 高 ,一 般 不 
会 废弃 和 重复 购置 ,价格 一 般 也 相对 稳定 .这 一 类 型 的 新 产品 ,例如 
微波 炉 . 电 饭 召 等 , 刚 进入 市 场 时 ,人 们 对 其 功能 尚 不 熟悉 ,所 以 销售 
速度 较 慢 . 随 着 销售 数量 的 增加 ,人 们 对 于 它 的 熟悉 程度 就 会 增加 ， 
销售 连 度 也 增加 ,但 当 这 类 商品 销售 到 一 定数 量 时 ,因为 人 们 不 会 重 


习题 499 . 


复 购置 ,而 使 销售 速度 碱 慢 -假设 需求 量 有 一 个 上 恰 M ,用 zz) 表 
示 时 间 # 已 售 出 的 产品 数量 , 则 尚未 购置 的 数量 大 约 为 M - 工 (有 
社会 调查 表明 ,产品 的 销售 速度 生 与 销售 量 z(:) 和 M - z(1) 的 乘 
积 成 正比 ,车 比例 系数 记 为 , 则 


dr 加 
Tr = CM — x). (12) 


这 个 方程 实质 上 与 方程 (3) 一 样 ,只 是 系数 稍 有 不 同 .用 同样 的 方法 
可 解 得 


M 


一 (13) 
其 中 C 是 任意 常数 . 它 的 图 形 与 图 15 - 2 一 样 . 
对 (12) 求 导 , 得 
3- 至 CNM-z)- 习 至 (14) 


当 芝 二 M2 时 ， 


dre? 
从 {13)》 ,可 求 出 to, 和 使 xz(i0) = M2. 
由 此 可 做 如 下 分 析 : 
1) 当 上 < tw 时 ,x (1) > 0, 因 此 x (1) 单调 土 升 ; 
2) 当 上 > 二 时 ,x (1) < 0; 因 此 zx“(1) 单调 下 降 . 
这 样 一 来 ,x'(1) 在 上 = io 时 达到 最 大 值 . 这 表明 ,在 销售 重 小 
于 最 大 销售 量 的 一 半 时 ,销售 速度 是 不 断 增 大 的 ,销售 量 达到 最 大 销 
售 量 的 一 半 时 ,产品 最 为 畅销 ,其 后 销售 速度 开始 下 降 . 
15.3.6 牛顿 冷却 定律 


现在 我 们 研究 一 个 来 自 热学 的 问题 :物体 冷却 的 定律 :和 后 辆 经 过 
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长 期 的 实验 和 观察 得 到 下 面 的 定律 . 

牛顿 冷却 定律 ”物体 的 冷却 率 正 比 于 物体 温度 与 房间 温度 的 
益 . 

与 物体 相 比 , 若 房 间 非 常 大 时 ,可 假定 房间 的 温度 保持 不 变 , 即 
保持 常温 (这 等 价 于 假定 物体 不 是 火炉 一 样 的 东西 , 它 不 会 改变 房间 
的 温度 ) ,也 就 是 物体 对 房间 温度 的 改变 可 以 忽略 不 计 . 

狠 定 房间 的 温度 是 4, 物体 在 上 时 刻 的 温度 是 y(t). 再 设 
yw = y(0). 依 和 牛顿 冷 却 定律 ,我们 有 下 述 形 式 的 微分 方程 

dy 


kA 3)， (15) 
再 令 B 一 a 一 yo, 旭 方 程 (15) 满足 初始 条 件 的 解 为 
y= 入 -Be *. (16) 


把 (16) 代 人 (15) 直接 验证 就 知道 它 是 解 . 我 们 还 屁 推 针 一 下 .为 此 
引进 -个 新 的 变量 ww -A - vy, 于 是 


du _dy_ y= 
= 人 (A -y=- hu, 


即 新 变量 x 满足 方程 
du 
dz 


其 初始 条 件 为 wx(0) = A - yo = 5, 因 此 , 解 为 
u = Bo *. 

从 而 y=A-w”A- Be*. 

在 使 用 公式 (16) 时 . 常 将 它 化 成 下 述 形式 : 


= ku, 


和 站- ， 
nn (17) 
A-y yo 一 和 A 


例 ”用 开水 去 泡 速 淤 咖啡 ,3 分 钟 后 咖啡 的 温 虚 是 85 人 .如 果 
房间 的 温度 是 20C , 癌 多 少 分 钟 后 ,咖啡 的 温度 降 到 60 刀 ?( 忽 略 杯 
子 的 冷却 影响 .》 


$15.4 ”在 考古 学 中 的 应 用 


”S01 » 


解 我 们 有 A= 20,yo = 100. 以 及 


dy - 国 
di = *(20— yy), 


这 里 > 是 时 刻 : 的 嘱 罪 的 温度 .因为 
yo -A=100-20= 80. 


由 (17)， 
-_ ny=20 
Rt 一 一 jn 80 
当 : 上 = 3 时 ,y = 85. 这 时 yy -20 = 65. 因 此 
__1,y-20_ 1,65_ 1,16 
< tn 7 Sm sh 
当 y = 60 时 ,y -20 = 40. 这 时 
= 42-20_. .3 in 和 
t= Fi 0 = "80 
13 
3 六 
= 一 in2 和 10( 分 ). 
In a 
13 


哇 罪 从 100C 降 到 85 花 了 3 分 钟 . 降 到 60 花 10 分 钟 .因而 从 


85T 降 到 60 忆 需 花 7 分钟. 


§15.4 ”在 考古 学 中 的 应 用 


15.4.1 放射 性 年 龄 测定 法 


测定 考古 发 气 物 年 龄 的 近代 方法 与 本 世纪 初 发 现 的 放射 现象 密 


切 相关 .物理 学 家 卢 瑟 福 (Rutheford) 和 他 的 同 导 


射 性 ” 元 率 的 原子 是 不 稳定 的 ,在 给 定 的 一 段 时 


了 们 证 明了 ,一些 “ 放 
闻 内 ,有 一 个 固定 比 


例 的 原子 自然 晓 变 而 形成 新 元 素 的 原子 . 卢 瑟 福 证 明了 ,一 种 物质 的 
锐 变 率 正 比 于 该 物质 现 有 的 原子 数 .因此 ,如 果 用 N(:) 表示 上 时 刻 
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的 原子 数 , 册 9 表示 单位 时 间 内 原子 的 蜡 变 数 ,并 且 它 与 N 成 正 
比 , 即 

dN 

dr = AN, (1) 


这 里 4 是 一 个 正常 数 , 称 为 该 物质 的 训 变 常数 . 自然 ,4 越 大 ,物质 赔 
变 的 趋 快 . 奖 量 一 种 物质 赔 变 率 的 一 个 尺度 是 它 的 半衰期 .半衰期 定 
义 为 给 定数 量 的 放射 性 原子 赔 变 一 半 所 需要 的 时 间 . 

现在 我 们 代 助 * 来 计算 物质 的 半衰期 . 为 此 , 设 在 上 = te 时 
Ntro)》 = No 于 是, 癌 题 化 为 求 


NN) = No (2) 
的 解 . 初 值 问题 (2) 的 解 是 
N= Ne (3) 


读者 一 定 注意 到 了 ,这 一 问题 的 解 与 人 口 问题 的 解 是 一 样 的 . 
《3) 等 价 于 


两 边 取 对 数 ,可 得 
A (4) 
利用 (4) 我 们 可 以 很 容易 地 找 出 半 训 期 与 4 的 关系 .如 果 用 了 表示 
某 种 放射 性 物质 的 半衰期 ,在 (4) 中 令 N = 去 No, 则 
T= 寺 In 2 或 X= 二 in 2， 


这 样 一 来 ,物质 的 半衰期 是 tin 2 除 以 衰变 常数 * ,4 的 量 岗 是 时 间 的 
倒数 .例如 , 磋 - 14 的 半 误 期 是 5568 年 , 铀 - 238 的 半 训 期 是 4.5x 
10 年 .对 碳 - 14 而 言 ， 


$15.4 ”在 考古 学 中 的 应 用 - 503 “ 


“放射 性 测定 年 龄 法 ”的 主要 根据 是 方程 (4), 如果 to 是 物质 最 初 形 


成 或 制造 出 来 前 时 间 , 则 物质 现在 的 年 龄 是 十 In 站 + to. 在 大 多 数 
情况 下 ,衰变 常数 是 已 知 的 , 而且 N 的 值 是 容易 算出 的 . 因此 知道 
了 ,就 能 确定 物质 的 年 龄 .下 面 我 们 来 介绍 一 种 年 龄 测定 法 . 
测定 考古 发 气 物 年 龄 的 最 精确 的 方法 之 一 是 大 约 在 1949 年 双 

利 贝 (Libby) 发 明 的 厂 - 14(1#C) 年 龄 测定 法 .这 个 方法 的 依据 令 人 
愉快 地 简单 .地 球 周围 的 大 气 层 不 断 受 到 宇宙 射线 的 秘 击 -这 些 宇 宙 
射线 使 地 球 中 的 大 气 产 生 中 子 ,这 些 中 子 同 氢 发 生 作用 而 产生 1C. 
因为 *C 会 发 生 放射 性 衰变 ,所 以 通常 称 这 种 碳 为 放射 性 碳 . 这 种 放 
射 性 碳 又 结合 到 二 氧化 碳 中 在 大 气 中 漂 动 而 被 植物 吸收 .动物 通过 
吃 和 植物 又 把 放射 性 碳 带 人 它们 的 组 织 中 .在 活 的 组 织 中 ,*C 的 摄取 
率 正好 与 1C 的 衰变 率 相 平 衡 .但 是 , 当 组 织 死 亡 以 后 , 它 就 停止 接 取 
MC, 因 此 1C 的 浓度 因 "*C 的 衰变 而 减少 .地 球 的 大 气 被 宇 尖 射线 这 
击 的 速率 始终 不 变 ,这 是 一 个 基本 的 物理 假定 . 这 就 意味 着 ,在 像 木 
炭 这 样 的 样品 中 ,“C 原 来 的 嫩 变 速率 同 现在 测量 出 来 的 锐 变 过 率 是 
一 样 的 (不 得 不 提 到 的 是 ,20 世纪 50 年 代 中 期 以 后 .核武 器 试验 使 得 
大 气 中 放射 性 碳 的 数量 显著 增加 了 ). 有 了 这 个 假设 我 们 就 能 够 测定 
木 想 样品 的 年 龄 了 . 设 N(z) 表示 在 时 刻 上 样品 中 存在 的 54C 的 数量 ， 
No 表示 在 时 刻 上 = 0 时 样品 中 的 数量 , 即 样品 形成 时 的 数量 . 若 4 是 
4C 的 衰变 常数 ("4C 的 半衰期 是 5568 年 ), 则 由 (3) ,我 们 有 

Nt) = Noe *. 
由 此 得 到 样品 *C 中 目前 的 暗 变 率 N’(1): 

RE =- AN(t) =— ANoe*™ 

而 原来 的 说 变 率 是 N (0) = - 4No. 因 此 

NE) -a 

NO 
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NO) -15m NO 63? 


所 以 如 果 我 们 测 出 木 谋 中 2C 目前 的 晓 变 率 N 4) ,并 注意 到 
(0) 必须 等 于 相当 数量 的 活 的 树木 中 1C 的 鲍 变 率 , 那 本 ,我 们 就 
能 算出 木炭 的 年 龄 . 

例 试 确定 马 王 堆 一 号 幕 的 年 代 . 

解 ” 长 沙 马 王 堆 一 号 墓 于 1972 年 8 月 出 土 ,当时 曾 引起 国内 炸 
的 丢 动 .现在 我 们 使 用 碳 - 14 年 代 测 定 法 来 测定 它 的 年代 . 

开 医 时 测 得 木 庶 中 碳 - 14 的 平均 原子 赔 变 数 是 29.78 次 /分 . 
新 水 炭 的 平均 原子 晓 变 数 是 38.37 次 “分 .把 这 些 数据 代 人 (5) 就 可 
以 求 出 该 蔓 的 大 致 年 代 . 事 实 上 ,N 0) = 38.37,N’(1) = 29.78 ,了 
= 5568, 从 而 


= 3568|, 38.37 _ 
= 本 站 -让 = 2036( 年 ). 


这 样 就 估计 出 马 王 堆 号 章 的 大 致 年 代 是 2000 御前 (西汉 末年 ). 
15.4.2 范 ' 米 格 伦 擅 造 名 画 案 工 

二 次 世界 大 战 期 间 ,在 比利时 解放 以 后 ,荷兰 保安 部 开始 搜捕 纳 
粹 同谋 犯 .在 曾 把 大 量 艺 术 品 卖 给 德国 人 的 某 商 号 的 档案 中 ,他 们 发 
现 了 一 个 银行 家 的 名 字 ,这 个 银行 家 曾 充当 把 17 世纪 荷兰 名 画家 杨 
- 弗 美 尔 (jan Vermeer,i632 一 1675) 的 油画 “捉奸 ” 卖 给 戈 林 的 中 间 
人 .这 个 银行 家 又 泄露 ,他 是 第 三 流 荷兰 画家 日 A， 范 - 米 格 伦 
(Van Meegeren) 的 代表 ,因此 范 . 米 格 伦 因 通 敌 徘 于 1945 年 5 月 29 
号 被 捕 . 同 年 了 月 范 . 米 格 伦 在 牢房 里 家 布 ,他 从 未 把 * 提 好 ” 卖 给 戈 
林 , 并 说 ,这 幅 画 和 非常 著名 ,非常 美丽 的 " 埃 件 斯 的 门徒 " .以 及 其 它 
四 幅 冒 充 带 美 尔 的 油画 和 两 幅 冒 充 德 胡 斯 (de Hooghs,17 世纪 荷兰 


D 本 入 内 容 引 自 M.Braun 的 Diferential Equations and their Applications 一 书 
(Springer- Verlag,1993, 第 4 版 ) 一 作者 
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画家 ) 的 油画 都 是 他 自己 的 作品 . 这 件 事 霸 停 了 全 世界 .但是 许多 人 
部 认为 范 ， 米 格 伦 不 过 是 在 撒谎 ,以 免 被 定 为 叛国 罪 . 范 . 米 格 伦 为 
了 证 实 他 所 说 的 话 , 他 在 监狱 里 开始 伪造 弗 美 尔 的 油画 “耶稣 在 医生 
们 中 间 ”, 向 怀疑 者 们 证 实 ,他 是 伪造 弗 美 尔 作品 的 高 手 . 当 这 项 工作 
几乎 要 完成 的 时 候 , 范 - 米 格 伦 获 悉 , 通 敌 罪 已 改 为 伪造 罪 . 因此 ,他 
拒绝 最 后 完成 这 幅 油 画 , 并 使 它 变味 ,以 使 满怀 希望 的 检查 者 们 不 能 
发 现 他 使 锣 造 品 变 陈 的 秘密 .为 了 澄清 这 -问题 ,由 一 些 卓 越 的 化 学 
家 ,物理 学 家 和 艺术 史学 家 给 成 的 国际 专门 小 组 受命 调查 这 一 事件 . 
他 们 用 X 射线 检查 画布 上 是 否 曾经 有 过 别 的 画 . 此 外 ,他 们 分 析 了 
颜料 ,考查 了 画 中 有 没有 经 访 岁 月 的 痕迹 . 

不 过 , 范 ， 米 格 伦 是 很 晓得 这 些 方法 的 . 为 了 避免 别人 发 觉 ,他 
从 不 很 值钱 的 古本 上 刑 去 颜料 而 只 用 画布 ,然后 设法 用 弗 美 尔 使 用 
过 的 颜料 . 范 . 米 格 伦 也 知道 , 陈 年 颜料 是 很 坚硬 的 ,而 且 不 可 能 洲 
解 .因此 他 很 机 灵 地 在 芯 料 里 摊 了 一 种 叫 酚醛 类 人 工 树脂 的 化 学 药 
品 , 这 在 油画 完成 后 在 炉子 上 上 烘 蓝 时 就 硬化 为 酚醛 树脂 - 
但 是 , 范 . 米 格 伦 的 伪造 工作 有 几 点 玖 拉 之 处 ,使 专家 个 组 找到 
了 现代 颜料 儿 兰 的 痕迹 , 此 外 ,他 们 在 几 幅 画 里 检验 出 20 世纪 初 才 
发 明 的 酚醛 类 人 工 树脂 .根据 这 些 证 据 , 范 ' 米 格 伦 于 1947 年 18 月 
12 日 被 确认 为 伪造 罪 , 判刑 一 年 . 服刑 期 间 他 次 心 胜 病 发 作 而 
死 于 1947 年 12 月 30 日 . 

但 是 ,即使 知道 了 专家 组 收集 的 证 据 之 后 ,许多 人 还 是 不 肯 相 信 
“ 埃 牢 斯 的 门徒 " 旦 范 . 米 格 纶 伪造 的 .他 们 的 论据 是 ,其 它 所 谓 的 伪 
造 品 以 及 范 - 米 格 伦 最 近 完 成 的 "耶稣 在 医生 们 中 间 ”质量 都 是 很 低 
的 ,他们 肯定 ,美丽 的 * 埃 件 斯 门徒 ”的 作者 不 会 画 出 质量 如 此 之 低 
的 作品 来 .事实 上 ,“ 埃 件 斯 的 门徒 ” 曾 被 著名 的 艺术 史学 家 A 布雷 
天 斯 (Bredius) 监 定 为 弗 美 尔 的 真迹 ,并 且 被 伦 布 兰 特 (Rembrandr) 
学 会 以 170 000 美元 的 高 价 购 去 . 专家 小 组 对 和 剑 疑 者 的 答复 是 ,由 于 
范 - 米 格 伦 曾 因 他 在 艺术 界 没有 地 位 而 十 分 诅 均 , 他 决心 绘 出 " 埃 伴 
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斯 的 门徒 ”以 证 明 他 高 于 第 三 流 画家 . 当 创作 出 这 样 一 幅 杰 作 之 后 ， 
他 的 志气 消退 了 . 而 且 , 当 他 看 到 “ 埃 寻 斯 的 门徒 ” 多么 容易 卖 掉 以 
后 ,在 泡 制 后 来 的 仿制 品 时 就 不 太 用 心 了 .这 种 解释 不 能 使 怀疑 者 们 
感到 满意 .他 们 要 求 一 个 完全 科学 的 ,判定 性 的 证 明 , 指 出 “ 埃 牟 斯 的 
门徒 ”的 确 是 伪 制 品 . 卡 内 基 . 米 伦 大 学 的 科学 家 们 在 1967 年 做 到 
了 这 一 点 ,现在 我 们 来 叙述 他 们 的 工作 . 

测定 油 一 依旧 需要 放射 性 的 知识 . 我们 从 中 学 化 学 所 熟知 的 事 
实说 起 ,地 壳 中 几乎 所 有 岩石 都 含 少 量 的 负 . 岩石 中 的 铀 晓 变 为 另 一 
种 放射 性 元 素 ,而 该 放射 性 元 素 又 虹 变 为 一 系列 其 它 元 素 , 最 后 变 为 
无 放射 性 的 铅 . 铀 的 半 训 期 是 4.5 x 10? 年 , 它 不 断 为 这 一 系列 中 后 
面 的 各 元 豪 提 供 来 源 , 使 得 当 它 们 晓 变 后 就 有 前 面 的 元 素 予 以 
补充 ， 

所 有 的 油画 中 都 含有 少量 的 放射 性 元 素 铅 - 210(*?Pb), 还 有 
更 少量 的 镭 - 226(2*Rad) ,因为 两 千 多 年 来 画家 用 的 颜料 铅 白 , 即 氧 
化 铅 都 含有 这 种 元 素 . 铬 白 是 从 金属 铅 治 制 成 的 ,而 金属 锅 又 是 从 铅 
而 石 中 提炼 出 来 的 .在 提炼 过 程 中 ,矿石 中 的 铅 - 210 随同 金属 铅 一 
起 被 提炼 出 -但 是 ,90% ~ 95% 的 镭 以 及 它 晓 变 的 后 商 则 随同 其 它 
废料 作为 矿渣 而 被 除去 . 这 样 , 铅 - 210 的 绝 大 部 分 来 源 被 切断 , 它 
便 以 22 年 的 半 赛 期 非常 迅速 地 虹 变 .这 个 过 程 一 直 进 行 到 雏 白 中 的 
铅 -210 辣 所 余 少 量 的 镭 再 度 处 于 放射 性 平衡 为 止 ,这 时 铅 - 210 的 
蝇 变 恰好 被 镭 的 赔 变 所 补足 而 得 到 平衡 . 

现在 让 我 们 利用 这 一 信息 ,根据 制造 向 白 时 的 诛 有 铬 - 210 的 
含量 来 计算 铅 - 210 现在 在 样品 中 的 含量 . 设 y(t) 是 在 时 刻 上 每 克 
钠 白 所 售 错 ~ 210 的 数量 . yo 是 制造 时 间 to 的 每 克 铅 白 所 含 铝 - 210 
的 数量 ,r(+) 是 时 刻 上 每 克 铅 白 中 的 镭 - 226 每 分 钟 晓 变 的 数量 .如 
果 4 是 铅 ~ 210 的 衰变 常数 , 则 我 们 有 下 面 的 方程 ; 


yy) = yo (6) 


$15.4 ”在 考古 学 中 的 应 用 507 - 


为 我 们 关心 的 时 间 至 多 300 年 ,而 镭 - 226 的 半衰期 是 1600 年 ,我 
门 可 以 想 定 镭 - 226 保持 不 变 , 所 以 >(t) 是 一 个 常数 r. 这 样 (6) 变 


为 
YY Ay y(t) = yo 07) 
我 们 现在 来 求解 这 一 初 值 问题 . 先 求 方程 的 一 般 解 .我 们 有 
dy 
= di 
—Ay+r 
dy 
两 边 积分 ， [= |. 
求解 得 : -Tinliy -rl= eto, 
inlay -rr1= ~ at — AC1, 
[Ay -= eic er 


liy—r= Ce *, 


y= 和 e+ 二， C8) 


这 就 得 到 了 方程 的 一 般 解 .为 了 求 出 特 解 , 利 用 条 件 y(to) = yo 来 
定 出 常数 C: 


代 人 (8) ,得 出 特 解 
y= 让 (1 ~ eM) + yoe A, (9) 
现在 就 从 这 个 公式 出 发 来 判别 油画 的 真 伪 . y(z) 和 r 可 以 很 容易 地 


测量 出 来 .因此 ,如 果 我 们 知道 了 y。, 就 能 利用 (9) .来 计算 + -a, 由 
此 我 们 就 可 确定 油画 的 年 龄 .但 是 ,我 们 不 能 直接 测量 yo, 克服 这 一 
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困难 的 方法 之 一 是 利用 下 述 事 实 ; 在 用 来 提炼 金属 铅 的 矿石 中 , 铅 一 
210 的 原始 含量 与 较 多 的 错 - 226 处 于 放射 平衡 .因此 ,证 我 们 取 不 
矿石 的 样品 ,并 计算 各 矿石 中 每 分 钟 铺 - 226 暗 变 的 原子 数 .对 不 
矿石 所 做 的 结果 列 在 表 15 -9 中 -这 些 数 在 0.18 到 140 之 问 变 化 . 
9 此 ,在 刚 生 产 出 来 时 ,每 克 铝 白 中 所 含 铅 - 210 每 分 钟 晓 变 的 原子 
数 在 0.18 到 140 之 间 变 化 . 这 意味 着 w 也 在 一 个 很 大 的 范围 内 变 
化 ,内 为 锁 - 210 赔 变 的 原子 数 同 它 存 存 的 数量 成 正比 .这样 一 来 ， 
我 们 还 是 不 能 利用 {9) 得 到 油画 年 龄 的 精确 估 值 ,此 至 也 不 能 得 到 


可 可 


粗略 的 入 值 . 
表 15 一 9 矿石 和 精 选 矿石 样品 (所 有 赔 变 率 按 每 克 铝 白 计 算 } 
玉石 种 类 和 产地 每 分 钟 Ra* 赔 变 的 原子 数 
精 选 矿石 ( 俄 克 拉 何 马 - 堪萨斯 ) 4.5 
破碎 的 原矿 石 ( 密 苏 持 东南 部 ) | 2.4 
精 选矿 石 (密苏里 东南 部 ) | 0.7 
精 选矿 石 ( 爱 达 荷 ) 2.2 
精 选矿 石 ( 爱 达 荷 ) 0.18 
精 选 矿 汪 (华盛顿 》 140.0 
精 选 矿石 《不 列 凑 哥 伦比 亚 ) 1.9 
精 选 矿石 (不列颠 哥伦比亚 》 0.4 
精 选 矿石 (玻利维亚 } 16 
精 选矿 石 (澳大利亚 ) 1.1 


我 们 需要 换 一 种 方法 利 放 (9) 来 区别 17 捧 纪 的 油画 和 现代 的 良 
品 .这 是 根据 下 述 的 简单 事实 : 如 果 颜 料 的 年 头 比 起 铅 的 半衰期 22 
年 老 得 多 ,那么 颜料 中 铅 - 210 的 放射 量 几乎 等 寺 颜 料 中 镭 的 放出 
量 . 另 一 方面 ,如 果 油 画 是 现代 作品 , 璧 如 是 20 年 上 下 的 作品 , 那么 
铅 - 210 的 放射 量 就 比 镭 的 放射 量 大 得 多 . 

我 们 把 这 一 论点 作 如 下 的 精确 分 析 . 所 考察 的 油画 或 者 是 很 新 
的 ,或 者 有 300 年 之 久 .在 (9) 中 令 + 一 az = 300( 年 ), 我 们 有 ， 
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98) = FT eM) + yoe M0, 


Ay{1) = rl -e302) + Ayoe 0 

于 是 ， Xo = My(t)e -re 1). (10) 

如 果 这 帧 油画 是 古代 作品 ,ay 就 不 大 , 妞 果 它 的 确 是 现代 的 伪 
造 品 ,那么 就 会 大 得 出 奇 . 为 了 确定 怎样 才 算 大 得 出 奇 ,我 们 注意 到 ， 
如 果 在 当初 制造 颜料 时 ,每 克 铅 白 中 所 含 铝 - 210 每 分 钟 的 赔 变 数 
是 100 个 原子 ,那么 提炼 出 它 的 那 种 矿石 大 约 含 0.014% 的 铀 .这 个 
铀 的 变 度 是 相当 高 的 ,因为 地 过 岩石 中 销 的 平均 含量 约 为 2.7 x 
10“*. 另 一 方面 ,在 西半球 有 些 极 罕见 的 矿石 中 含 负 量 达 2% 一 3% . 
为 保险 起 见 , 如 果 每 克 铅 白 中 所 含 铅 - 210 的 晓 变 率 超 过 每 分 钟 
30 000 个 ,那么 这 样 的 晓 变 率 就 肯定 是 大 得 出 奇 . 

要 计算 ye, 必须 计算 此 刻 铅 - 210 的 晓 变 率 Xy , 镭 - 226 的 赔 
变 率 上 和 e" . 因 为 外 - 210(Po2 0) 的 毁 变 率 等 于 锅 - 210 若 二 年 后 
的 暗 变 率 , 而 针 -= 210 的 赔 变 率 较 容易 测量 ,所 以 我 们 用 针 - 210 的 


赚 变 这 代 珍 错 ~ 210 的 晓 变 率 .由 (4) .4 = 时 >, 因 此， 


3004 一 e300n 222 一 2150711 . 


e 
对 于 油画 * 埃 件 斯 的 门徒 ”和 其 它 几 帧 疑 为 伪 制 品 的 画 .测量 出 外 一 
210 和 镭 - 226 的 赔 变 率 , 列 在 表 15 一 10 中 . 

表 15 - 10 ”作者 有 疑问 的 油画 


{所 有 赔 变 率 按 每 克 铬 和 白 每 分 钟 计算 } 
油画 名 称 Po 说 变 的 原 于 数 Ra 晓 变 的 原子 数 
埃 华 斯 的 门徒 8.5 0.8 
温 足 12.6 0.26 
看 乐谱 的 女人 10.3 0.3 
演奏 坚 陀 琳 的 女人 8.2 0.17 
上 花边 织 工 1.5 1.4 
上 笑 康 52 6.0. | 
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现在 ,如 果 我 们 对 于 油画 " 埃 华 斯 的 门徒 ”中 的 铅 握 ,由 (10) 算 

出 之 值 ,就 得 到 
Ayo = 8.5 x 2150041 一 0.8(215001 — 1) 
= 98 050. 

这 个 数 大 得 难以 置信 . 因此 ,这 幅 画 一 定 现代 的 伪 制 品 . 类 似 地 分 析 
无 可 和 争辩 的 证 明了 ,油画 " 汉 足 ”",“ 看 乐谱 的 女人 ”, “演奏 曼 陀 琳 的 女 
人 ”都 不 是 弗 美 尔 的 作品 . 另 一 方面 "花边 织 工 ” 和 " 笑 女 ”都 不 可 能 
是 现代 的 伪 制 品 ,因为 在 这 啊 旺 画 中 ,外 - 210 和 镭 - 226 都 非常 接 
近 放 射 性 平衡 


小 结 


1. 疯 备 知识 .这 里 需要 的 知识 主要 是 微 积分 . 奖 熟 悉 微 分 法 和 
基本 积分 法 ,对 简单 的 微分 方程 及 其 解法 要 有 -~- 些 经 验 . 

2. 一 个 好 的 模型 需要 满足 两 个 条 件 :一 是 .用 到 的 假设 要 尽量 地 
少 , 用 到 的 数学 要 尽量 地 简单 ;二 是 , 它 不 仅 对 过 去 的 观察 现象 作出 
精确 的 描述 ,而 且 变 对 未 来 作出 预测 . _ 

3. 构 造 数学 模型 在 整个 建 模 过 程 中 扮演 了 主角 - 典型 的 建 模 过 
程 包括 将 实际 问题 理想 化 .近似 化 .这 就 是 用 一 个 更 简单 的 ,但 却 保 
持 了 康 问 题 本 质 特征 的 问题 去 代替 原 问 题 . 建 模 的 要 点 就 是 选择 
种 合适 的 数学 结构 ,使 实际 问题 中 的 概念 和 关系 与 数学 系统 中 的 概 
念 和 关系 有 效 地 对 应 起 来 . 

开始 建 模 时 ,常用 -一 个 简单 的 模型 来 研究 间 题 .其 好 外 是 ,简单 
模型 易于 作 数 学 处 理 .然后 在 此 基础 上 ,每 次 增加 一 个 或 几 个 新 的 假 
设 ,使 模型 逐步 完备 起 来 .在 人 口 问题 中 ,我们 选取 的 第 一 个 模型 是 


dy - 
= hy. 


这 个 模型 与 过 去 的 观测 值 有 很 好 的 近似 ,是 一 个 相当 好 的 模型 .这 个 


小 绪 “511 ~ 


模型 药 缺 点 是 , 它 不 能 解决 人 口 数量 的 长 期 预测 .于 是 我 们 又 增加 了 
环境 因素 对 人 口 增长 的 影响 ,而 得 到 第 二 个 模型 .第 二 个 模型 满足 了 
世界 人 口 的 数量 不 能 无 限 增长 的 事实 , 比 第 一 个 模型 更 加 合理 . 

所 以 建 模 过 程 是 一 个 逐渐 演化 的 过 程 ,又 是 一 个 逐渐 优化 的 过 
程 .一 般 说 来 ,任何 模型 都 不 可 能 包罗 万 象 . 所 以 有 时 有 几 个 模型 ,每 
个 模型 说 明 回 题 的 某 些 方面 . 

4. 县 体 过 程 .一 个 实际 问题 常常 涉及 到 一 个 量 y, 它 是 时 间 :的 
函数 . 要求 建立 一 个 联系 »,y 和 时间: 的 方程 , 它 在 任何 时 刻 都 成 
立 . 对 这 个 方程 积分 就 得 到 一 个 只 含有 y 和 上 .而 不 含 y 的 新 方程 ， 
这 全 新 方程 中 含有 任意 常数 ,并 且 对 任意 特定 的 : 仍然 成 立 .这 就 是 
方程 的 通 解 . 实际 问题 中 给 出 了 在 特定 时 刻 成 立 的 信息 ,这 个 信息 用 
来 计算 积分 常数 ,或 其 它 参 数 .最 后 .我 们 得 到 函数 y(z). 

5. 注 意 事项 . 

1) 转化 .在 实际 同 题 中 有 许多 表示 “导数 ”的 常用 词 , 如 “速率 ”、 
“速度 ”“ 衰 变 ”等 . 雪 实 际 问题 中 出 现 * 改 变 "* 变 化 "“ 增 加 ”…“ 减 
少 " 时 ,就 是 可 能 出 现 导数 的 信号 .所 以 ,转化 的 第 一 步 是 把 实际 问 
题 中 的 概念 变 为 数学 概念 . 

转化 的 第 二 步 是 实际 问题 中 的 规律 ,如 物理 定律 ,生物 定律 ,经 
济 规律 等 转化 为 数学 方程 ,这 种 方程 常常 是 微分 方程 . 

2) 微分 方程 .微分 方程 是 一 个 在 任何 时 刻 都 必须 正确 的 瞬时 表 
达 式 .这 是 数学 问题 的 核心 .下 面 的 模式 是 常常 用 到 的 : 

纯 变 化 率 = 输入 率 - 输出 率 . 

3) 单位 .一 旦 确定 了 哪些 项 进入 微分 方程 中 ,你 必须 确保 每 一 
项 都 采用 相同 的 单位 .这 样 才 能 保证 最 后 的 工作 是 可 用 的 . 

4) 给 定 的 条 件 . 这 是 系统 在 某 一 个 特定 时 刻 的 信息 ,它们 独立 
于 微分 方程 . 在 微分 方程 解 出 后 ,利用 它们 去 确定 有 关 的 常数 ,其 中 
包括 比例 常数 ,积分 常数 ,以 及 微分 方程 中 的 其 它 参 数 . 

5) 框架 . 把 你 解 题 的 总 框架 写 下 来 ,这 能 帮助 你 抓 住 整个 解 题 
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过 程 中 的 主要 步骤 .并 且 , 别 人 也 能 看 人 备 你 的 工作 . 主要 步骤 是 : 
转化 .实际 概念 转化 为 数学 概念 ;有 关 定 律 转 化 为 数学 方程 . 
建立 微分 方程 . 
选 好 单位 . 
与 出 给 定 的 条 件 . 
解数 学 问题 . 

到 实际 问题 中 去 . 


日 


习 题 


1- 负 -238 经 过 一 系列 过 程 赔 变 为 铅 -206, 不 再 具有 放射 性 . 
铀 -238 的 半衰期 图 4.5x 10? 年 ,现在 有 一 块 岩 右 ,经 分 析 它 含有 铀 
一 238. 也 含有 铅 -206. 铀 的 含量 是 铝 的 2 倍 . 问 这 块 岩 石 有 多 老 ? 

2. 镭 的 半 误 期 是 1622 年 , 间 锐 变 出 25% 需要 多 长 时 间 ? 

3- 将 室内 一 支 读 数 为 华氏 60 度 的 温度 计 放 到 室外 .10 分 种 后 读 
数 为 70 度 .又 过 了 10 分钟 读数 为 76 度 . 先 不 用 计算 ,推测 一 下 室外 
的 温度 .然后 用 和 牛顿 伶 却 定律 计算 出 正确 的 答案 . 
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一 种 好 的 记号 可 以 使 头脑 摆脱 不 必要 的 负担 和 约束 ,使 思想 集 

中 于 新 的 问题 ;这 就 事实 上 增加 了 人 脑 的 能 力 . 
A.H.Whitehead 

数学 公式 有 其 自身 的 独立 存在 性 与 智慧 ,它们 比 我 们 联 明 ,甚至 
比 它们 的 发 现 者 也 聪明 ,并 且 我 们 从 它们 中 得 到 的 比 原 来 注 人 的 要 
多 . 

H. Hertz 

这 部 分 的 内 容 实质 上 属于 流 形 上 的 微 积 分 . 我 们 只 介绍 一 些 最 
初步 的 知识 ,以 求 扩 大 眼界 .因而 我 们 的 着 眼 点 不 是 数学 上 的 严格 ， 
而 是 希望 对 外 微分 形式 有 一 个 较为 直观 的 了 解 . 由 此 ,对 微 积分 的 内 
容 可 获得 一 个 比较 深入 的 本 质 的 认识 , 弄 清楚 在 高 维 空间 中 微分 和 
积分 这 对 了 矛盾 是 如 何 体现 的 . 

在 一 元 微 积 分 中 .牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 是 最 重要 的 公式 , 它 鞍 
立 了 微分 学 和 积分 学 之 间 的 联系 .在 多 元 微 积 分 中 它 的 类 似 物 是 什 
么 呢 ? 我 们 就 来 回答 这 一 问题 .在 引入 外 微分 形式 后 ,就 会 看 得 很 清 
楚 . 

外 微分 形式 是 一 种 很 好 的 数学 符号 和 运算 ,用 它 可 以 统一 处 理 
多 元 微 积 分 的 有 关内 容 ,如 场 论 中 的 三 个 公式 及 积分 换 元 法 . 
16.1.1 场 论 前 三 个 基本 公式 

在 场 论 中 有 三 个 重要 的 基本 公式 ,它们 将 线 、 面 .体积 分 联系 了 
起 来 .这 三 个 公式 是 

1) 格林 公式 


二 避 
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中 ,Pdr + Qdy = ES ja dy 


这 里 刀 基 一 个 平面 区 域 , 工 是 它 的 边界 .P,Q 都 是 rz,y 的 函数 ,在 万 
内 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 . 
2) 高 斯 公式 


凶 sdvd= + Qdzdx + Rdrdy 


| 
这 里 是 让 辣 业 画图 对 的 宝 间 区 上 .局 只 是 丽 呈 数 . 在 
区 域 V 内 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 . 

3) 斯 托 克 斯 公式 


中 Pdr + Qdy + Rd 
了 


= (如 - a: + ES - 奴 jazax 
+ 2 - 名)dzdy 


这 里 闭 曲 线 是 曲面 S 的 边界 ,P,Q,R 具有 连续 的 一 阶 偏 微 商 . 

这 三 个 公式 有 联系 吗 ? 能 不 能 用 一 个 统一 的 公式 将 它们 概括 起 
来 ?可 不 可 以 将 其 推广 到 更 高 维 的 情况 ? 
15.1.2 曲面 的 定向 

我 们 在 学 习 曲 线 积分 和 上 曲面 积分 的 时 候 已 经 注意 划 , 线 积分 , 面 
积分 的 区 域 都 是 有 方向 的 ( 指 第 二 种 曲线 积分 和 曲面 积分 ,以 下 者 是 
如 此 ). 一 重 积分 和 二 重 积分 可 以 视 为 曲线 积分 和 曲面 积分 的 特殊 情 
形 . 因 而 它们 的 积分 区 域 也 是 有 方向 的 .同样 ,对 三 重 积分 的 区 域 也 
本 以 定向 . 

为 了 对 区 域 的 定向 有 个 初步 的 了 解 , 我 们 以 曲面 为 例 , 稍 作 说 
明 . 
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一 般 说 来 ,一 张 平 面 或 一 个 曲面 都 有 两 侧 . 例如 ,一 张 平 放 着 的 
平面 有 上 下 两 侧 . 再 如 , 闭 球 面 有 内 外 丙 储 ,等 等 . 

怎样 给 一 张 平面 定向 呢 ? 我 们 指定 一 侧 为 正 , 则 另 一 侧 为 负 . 通 
常 我 们 在 平面 上 选 定 一 侧 为 正 侧 ,并 用 它 的 法 线 方向 来 表示 这 一 侧 . 
然后 ,在 其 上 一 出 直角 坐标 系 . 件 出 你 的 右手 ,如 果 从 x 轴 向 y 轴 握 
手 , 你 的 大 拇指 指向 平面 的 法 线 方 向 ,那么 这 个 坐标 系 就 称 为 右手 
系 , 谷 则 , 称 为 左手 系 .因而 ,我 们 可 以 用 右手 系 代表 平面 的 正 侧 ( 图 
16— 1). 
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图 16-1 图 16 一 2 


对 三 维 欧 氏 空间 ,我 们 也 用 空间 右手 坐标 系 来 规定 它 的 正 向 . 

对 曲面 来 说 ,我们 用 则 面 在 一 点 的 法 方向 来 表示 山 面 的 亚 操 . 

是 不 是 所 有 的 曲面 都 有 两 侧 呢 ? 不 是 的 . 确 有 这 样 的 此 面 , 它 只 
有 一 侧 , 俩 如 莫 比 乌 斯 曲面 就 是 单 侧 时 面 (图 16 - 2). 莫 比 乌 斯 带 是 
这 样 作成 的 : 取 一 条 纸 带 ,把 它 扭 半 转 ,然后 将 两 端 业 起 来 . 
16.1.3 外 乘积 

通过 平面 和 空间 的 例子 ,我 们 引进 外 乘积 的 概念 . 

先 看 平面 情况 . 设 ai; = (ait*ait),az = 《azi,422) 是 两 个 平面 
向 量 .我 们 在 这 两 个 向 量 之 间 定 义 一 种 运算 : 


all 212 
al 人 as= 


Q21 G22 


它 有 明显 的 几何 意义 :表示 由 向 量 al az 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 有 
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向 面积 (图 16 - 3)“ 有 调 ” 是 指 ,这 个 面积 具有 正 负 号 .如 果 改 变 向 
量 si .ca 的 次 序 ,面积 就 改变 符号 - 借助 行列 式 的 性 质 , 容易 验证 运 


算 “A” 具 有 下 面 的 性 质 : 


3 


四 


图 16 -3 图 16 一 4 


1)》 反 交换 性 wa 六 太一 内 ai 
2) 线 性 aA(C+c)=aAab+aAc， 


人 aa) A 人 b= a 人 (45) = 4la Ab) (4 是 实数 ). 
再 看 空间 的 情形 . 设 a; = (an,an,43)(i = 1,2,3) 是 空间 中 的 三 个 


向 晤 .我 们 定义 : 
Qi 2 | 
arAasAus= ja ea 223j 
Ha 232 33 


它 也 有 明显 的 雹 何 意 义 , 就 是 由 向 量 ci ,aa,es 所 张 成 的 平行 六 面体 
的 有 向 体 积 (图 16 - 4) .借助 行列 式 的 性 质 ,容易 验证 这 里 定义 的 运 
算 "*A” 也 具有 上 反 人 交换 性 和 线性 的 性 质 . 

有 了 这 些 直观 背景 后 ,我 们 引 人 外 乘积 的 概念 . 

如 果 在 空间 中 (我 们 只 考虑 n = 2,3 的 情况 ) 定义 了 一 种 运算 
“A”, 使 得 任意 大 个 向 量 cl,-…,as 上 共有 下 面 网 条 性 质 : 

1) 反 交 换 性 


AaAarA = (Aa A a A); 
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2) 线性 A aact pa A = a A a A)+ 
pl A ap A ee), 

我 们 就 称 这 一 运算 为 外 乘积 ,这 里 2 ,y 是 实 常数 . 

例 ” 设 cl,es 是 平面 上 两 个 线性 无 关 的 向 量 ,因而 可 以 看 成 平 
面 上 的 一 组 基 . 于 是 平面 上 任意 两 个 向 量 a1,4; 可 以 用 e1,e; 线 性 表 
出 : 


al 二 allel+ Qtaez， 42 = Qzel +t Ae2. 
利用 外 乘积 的 性 质 ,我们 首先 注意 到 
el 六 ez 一 一 ez 人 el， 


由 此 自然 有 ， 
eiAel=eAe=0. 
于 是 我 们 有 下 面 的 计算 
al A az= (arer + al2e2) A (aztel 士 42262)》 
= atel A (ue + azzez) 十 alzez A (a21er + a22e2) 


= anezael A ez + al2az2le2 Mel 


enezzel A 人 ez 一 cazd2lel Nes 


Ci 312 


el A e2. 


&21 422 
注意 到 ai A ez 和 el A ez 的 几何 意义 ,我 们 可 将 上 面 的 公式 用 几何 
语言 表达 出 来 :由 向 量 a1,42 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 有 向 面积 与 由 
向 量 ei ,ez 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 有 向 面积 的 比 是 


CH a 


221 422 
这 个 行列 式 是 面积 的 放大 系数 . 当 行 列 式 大 于 零 时 ,向 量 a1,a; 与 
eis2 有 相同 的 定向 ; 当 行 列 式 小 于 零 时 ,向量 el ,az 与 e1,e2 有 相反 
的 定向 (图 16 - 5). 

这 个 例子 启发 我 们 去 考虑 二 重 积分 的 换 元 公式 . 
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a ~ a 一 
(1 


图 16- 5 


例 ” 设 e1,ez;e3 是 空间 中 三 个 线性 无 闫 的 向 量 ,41,4，.a3 是 空 
间 中 另外 三 个 任意 向 量 , 于 是 向 量 a ,42,43 可 以 用 el,e2,e3 线 性 表 
出 : 


dr ae + ge t dat (i = 1,.2.3) 
利用 外 乘积 的 性质 可 以 算出 (其 体 计算 留 给 读者 ): 


| < 2 13 


al NaryAas= jaa a “23|e1 A ea A #3. 
J, ca 33l 
友 端 的 行列 式 是 悼 积 放 大 系数 . 


现在 我 们 来 研究 它们 在 重 积分 中 的 应 用 . 考虑 一 重 积分 
用 fer ,wardy. 作 室 晶 符 换 


T= ae 

N= yu,u). 
我 们 假定 变换 函数 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 . 求 出 x+ 和 y 的 全 微分 
笃 dv + 全 dodv = Dau + Pao. 
注意 到 ,drdy 是 由 dzr 和 dy 所 张 成 的 小 平行 四 边 形 ( 实 际 上 是 短 形 》 
的 面积 ,所 以 这 里 出 现 的 乘积 是 外 乘积 . 记 着 ， 

dr Ady=— dyAdr; drAdr=adyAdy=0， 

作 外 乘积 ,我 们 得 到 ， 


dz = 
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Bz 8Bz ay Oy ) 
dz A dy= (这 du + 侨 dv (Sax + do 
jar au 
Bx BD 
= | ?dw A dy = Lg A dv, 
By ay BCu, vo) 
总 如 


这 个 行列 式 就 是 我 们 所 熟知 的 雅 可 比 行列 式 . 当 行 列 式 大 于 0 时 .xy 
下 商 与 ww 平面 有 相同 的 定向 ; 当 行 列 式 小 于 0 时 ,zy 平面 与 xv 平面 
有 相反 的 定向 . 

我 们 记得 .积分 变换 公式 是 这 样 的 


机 fx,y)drdy 
Db 


| 


= ft su, on) | Eldar. 


其 中 行列 式 取 了 绝对 值 ,这 是 因为 两 个 坐标 系 都 取 的 是 正定 向 ,为 了 
保证 面积 元 素 是 正 的 ,所 以 取 绝 对 值 .但 是 在 已 经 定向 的 曲面 上 积分 
时 ,面积 本 来 可 正 可 负 , 因此 就 没有 必要 对 雅 可 比 行列 式 取 绝 对 值 
了 .此 时 


| fe, waxdy 
= ft ,yo)) BE) dudu. 


例 ” 求 极 坐标 下 的 雅 可 比 行列 式 - 
解 由 x = rcos 89,» = rsin0, 得 
dx= cos gdr + r dcos 6 = cos Gdr — r sin 0d0 
dy= sin dr + r dsin 0 = sin Gdr + + cos pdb. 
注意 到 ,dr A 49 =-d9 信 drsdr 入 dr=d98 人 d9 = 0, 我 们 有 
dr A dy= (cos Gdr ~ r sin 9d0) A (sin Gdr + r cos 9d9) 
= rcoszgdr A dO ~ rsim bd9 A dr 
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= rf(eos29 + sin Odr Adg = rdr A dg 

这 就 算出 了 

az 

DCr,B ” 
这 个 结果 是 大 家 熟知 的 ， 

三 重 积 分 的 情形 也 一 样 . 考虑 三 重 积分 用 tr， 

zx)drdydz. 作 变量 替换 

= 

y= Flu, vw), 

Ca 
我 们 假定 变换 两 数 有 连续 的 一 阶 篇 导数, 求 出 +,y,x 的 全 微分 


dr= rdu + rdv + rudew, 
dy= ydu + ydv + yd , 


dr= zdu 十 zdv + zedro, 


ze xo wl 
ye ye ye du A dv A dw 


| | 


dz AdyA dz= 


BCrsyz) ， 
= Bd A dv A dem. 


这 就是 三 重 积 分 变量 变换 中 体积 元 素 的 表达 式 . 这 里 的 雅 可 比 行 询 
式 是 有 正 负 号 的 .其 符号 表明 了 两 个 空间 的 定向 . 

nn 重 积分 也 有 类 似 的 公式 . 
16.1.4 ”微分 形式 和 它 的 外 微分 

任何 积分 运算 实质 上 都 是 微分 运算 ,因而 对 微分 式 作 特别 的 讨 
论 是 必要 的 .以 下 的 讨论 限定 在 三 维 空间 . 

设 和 ,B,C, 昌 ,P,Q,R 为 ty 的 函数 ,或 ,yz= 的 函数 .我 打 
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称 画 数 
wo 一 了 (yz) 
为 零 次 微分 形式 , 称 
wi = Adr + Bdy + Cdz 
为 一 次 微分 形式 , 称 
m= Pdy Ndz + Qdz Adr+ RarA dy 
为 二 次 微分 形式 . 称 
as = Haz A dy 人 dz 

为 三 次 微分 形式 . 

对 二 维 情况 ， 

co 一 fr,y) 
ai 三 Adr + Bdy 
w= Pdz A dy 
例 下面 是 元 个 微分 形式 的 例子 : 
xdzr + sinzdy + yrdzizdr A dy + xdy A dz + ydzr A dr; 
(w+ vt wdu Adv A dw. 

我 们 在 微分 形式 上 定义 外 微分 运算 d 如 下 : 

1) 零 次 微分 形式 ,在 2 维 情况 下 ,了 = f(x ,wv) ,定义 

df = Bdr + Bay 
在 3 维 情况 下 ,f = fr,y,z), 定 义 
df = Badr + ay + Bde. 

这 就 是 说 , 零 次 微分 形式 的 外 微分 运 等 就 是 普通 的 全 微分 算 子 ,其 结 
果 是 一 个 一 次 微分 形式 . 

例 w= r+ y ,du = dri+dy = 2rdr +2ydy. 

u = yd = d(xyz) = yedr + rzdy + rydz. 


2) 对 一 次 微分 形式 .在 2 维 情况 , 设 w = Pdr + Qdy. 定 义 
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dw= {dP} A dr+tdaQ) Ady 


182 oP aQi， ,23Q ， 
= (GE 4 中 dy)^ dz + [2 dr + Ray) A dy 


ap 
中 dy Adzr+ 29ur A dy 


= (名 于]az A dy. 


注意 .这 正 是 格林 公式 中 的 右 迪 积分 的 被 积 项 . 
在 3 维 情况 下 ， 
wi = Adr + Bdy + Cds. 
外 微分 的 相应 定 文 为 
dol= (4A) A dr + (dB) A dy + (dC) A dz 

= Adir + Aydy + Adz)} A dr 

+ (Bdr + Bdy + Bdz) A dy 

+ (Cdr) + Cdy+t Cde) A de 
CB: — A,dr A dy 
(C,. - Bdy A dz 
(A - Cdz A dz 
id Adz dzAdr dz 六 dyl 
1 8 a a | 
| ar ay Es | 
1 A B C 1 
这 是 一 个 二 次 微分 形式 , 正 是 斯 托 克 斯 公式 下 右边 积分 的 被 积 项 . 

3) 二 次 微分 形式 
wi = Ady Adz+ Bdz Adr+CdrzAdy 
的 外 微分 定义 为 
dws= (dA}dy A dz + (dB)dz A dx + (dC)dr A dy 
= (Aidr + Asdy + Adz)jdy A dz 


+ + 
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+ (Bdr + Bdy+ Bdz)de A dz 

+ (Cdr+CdytiCdr)dr Ady 

= (A, + B,+ Cde A dy A dz, 
这 是 一 个 二 次 微分 形式 .二 次 微分 形式 

ay = Hdxr A dy A dx 
的 外 微分 定义 为 
das= (dH) A dr Adw A dz 
= (Hdz + Hdy + Hidz) A dr Ady A dz=0, 
即 
dwa = 人， 


这 是 因为 每 一 项 中 至 少 有 两 个 微分 是 相同 的 .因而 在 三 维 空间 中 任 


何 三 次 微分 形式 的 


外 微分 都 是 0. 在 这 些 规 定 下 ,外 微分 算 子 d 与 普 


通 微 分 算 子 是 一 样 的 , 即 对 每 一 项 进行 运算 ,在 每 一 项 中 分 别 对 铬 一 


个 因子 进行 运算 , 


其 余 因 子 不 动 ,然后 将 所 得 的 各 项 相 加 .不 同 的 只 


是 外 微分 算 子 d 在 运算 之 后 进行 外 乘 ,而 普通 微分 算 子 是 运算 之 后 


进行 通常 的 乘积 . 


16.1.5 在场 论 中 的 应 用 


场 论 中 的 三 个 公式 可 以 用 微分 形式 和 它们 的 外 微分 作 统一 处 
理 . 由 此 我 们 就 可 以 说 清楚 在 高 维 空间 中 微分 和 积分 如 何 成 为 -- 对 
牙 盾 了 . 先 看 格林 公式 


Pazr+ Qdy = | fa -Yaray. 
工 nh 


如 果 我 们 取 一 次 微 


则 它 的 外 微分 是 


ar By 
分 形式 
w= Pdr+ Qdy, 


aQ _ 2p 


d= 


jax A dy. 
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于 是 格林 公式 可 以 写成 


$ oa. 
27 Lp 
线 积分 的 曲线 工 是 区 域 DD 的 定向 边界 ,我 们 用 3D 来 表示 (图 16 一 6). 
再 看 高 斯 公式 
0 Pdydz + @Qdzdzr + Raxdy 


SP ,3Q ,esR 
Wl ,{ 关 + 名 + 如 jardvaz: 
我 们 取 二 次 微分 形式 
mm Pdy A de Qdz A dr + Rax A dy. 
它 的 外 微分 是 
dm = (Er A dy A dz, 


于 是 高 斯 公式 可 以 写成 


£L-ap 上 


钳 16 看 图 16-7 图 16 8 


3V 是 包 国 VW 的 闭 出 面 ,其 定向 如 图 16 - 7 所 示 . 


最 后 看 斯 托 克 斯 公式 
中 Pas + Qdy + Rdz= (区 dyde 
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+ 


3 3 Br By 
到 一 次 微分 形式 
w= Pdr + Qdy + Rdz, 
它 的 外 微分 是 
=- {SR _ sad 
du = (过 如 )m ds 
ap _ aR 
+ (名 - 2 ja Ad 
aQ _ af 
+ ( 强 一 站 jd A dy, 
于 是 斯 托 克 斯 公式 可 以 写 为 


2 a, 


其 中 3S 是 曲面 S 的 定向 边界 (图 16 一 8). 
这 样 一 来 , 场 论 的 三 个 基本 公式 统一 成 了 个 共同 的 形式 


[Ja 


我 们 称 这 个 公式 为 广义 的 斯 托 克 斯 公式 ,其 中 aD 是 DD 的 边界 .| 表 
示 区 域 的 维 数 是 多 少 ,积分 的 重 数 就 是 多 少 . 

王 面 的 公式 可 以 推广 到 高 维 空间 中 去 ,可 以 推广 到 更 一 般 的 流 
形 上 去 .这 个 一 般 的 公式 抠 示 了 在 高 维 空间 中 微分 和 积分 是 如 何 成 
为 一 对 了 矛盾 的 - 这 对 矛盾 的 一 方 是 外 微分 形式 dw. 男 一 方 是 线 . 面 、 
体积 分 ,高 次 的 外 微分 形式 dw 在 某 区 域 上 的 积分 等 于 低 一 次 的 外 
微分 形式 w 在 该 区 域 的 低 一 维 的 空间 的 边界 上 的 积分 .外 人 微分 运算 
与 积分 起 了 相互 抵消 的 作用 .在 一 维 空间 中 就 是 微 积分 基本 定理 


Paf = ro -Ha 
就 是 这 里 的 区 同 [4,6],8D 就 是 赠 点 4 和 5 


1 计算 下 列 外 乘积 : 
1) (dr +3dy) A (2dz + 4dy); 
2) (rzdr + zdy) A (2ydr -cos rdy zdz); 


3) (dr Ady+3drAdz)A(dr+2dy+ds). 


2 计算 下 列 外 微分 
1) d(sin wda + cos day); 
2) dlsidr Ady rydr A dz). 
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数学 的 终极 基础 和 终极 意义 尚未 解决 ,我们 不 知道 沿 着 什么 方 
间 可 以 找到 最 终 答 案 ,或 者 甚至 于 是 否 有 希望 找到 一 个 最 终 的 .客观 
的 答案 . 


五 . 魏 尔 

… 至 今 已 有 25 个 地 纪 之 久 的 这 段 时 期 ,数学 家 们 一 直 在 改正 他 
们 的 错误 ,而 且 看 到 了 这 门 学 科 欣 欣 向 荣 ,而 不 是 枯竭 衰败 . 这 使 他 
们 有 权力 对 未 来 充满 希望， 

布尔 巴 基 

我 们 必须 知道 ,我 们 将 会 知道 . 

希 尔 伯 特 
17.1.1 数学 的 证 明 与 科学 的 证 明 

数学 的 证 明 与 科学 的 证 明之 闽 存 在 着 深刻 的 差别 . 这 种 差别 是 
理解 自 毕 达 哥 拉 斯 以 来 每 个 数学 家 工作 的 关键 之 点 . 

经 典 数学 的 证 明 方法 是 ,从 一 系列 公理 .定义 出 发 ,通过 逻辑 论 
证 ,一步 一 步 地 得 到 某 个 结论 .如 果 公 理 是 正确 的 ,逻辑 又 没有 缺陷 ， 
那么 得 到 的 结论 将 是 不 可 否定 的 .这 个 结论 就 是 一 个 定理 . 

数学 证 明 依 靠 这 一 逻辑 过 程 ,而 且 一 个 定理 一 经 证 明 就 永远 是 
对 的 .为 了 正确 判断 这 种 证 明 的 价值 ,应 该 将 它们 与 科学 证 明 作 一 比 
较 . 在 物理 学 中 ,一 个 假设 被 提出 来 ,用 以 解释 某 一 类 物理 现象 . 如果 
对 物理 现象 的 观察 与 这 个 假设 相符 ,就 成 为 这 个 假设 成 立 的 证 据 . 进 
而 .这 个 假设 不 仅 能 描述 已 知 的 现象 ,而 且 能 预 抑 新 的 结果 .如 果 它 
再 次 威 功 , 那 么 就 有 更 多 的 证 据 支 持 这 个 假 设 . 最 终 ,证 据 的 数量 可 
能 达到 上 压倒 的 程度 ,这 个 假设 就 作为 一 个 理论 而 被 接受 . 
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科学 的 证 明 依 赖 于 观察 .实验 和 理解 力 ,而 这 两 者 都 是 容易 出 错 
的 ,从 而 它 只 能 提供 近似 真理 的 概念 .即使 人 们 最 为 普遍 地 接受 了 的 
科学 证 明 中 也 总 存在 着 可 疑 的 成 分 . 而 在 另外 -- 些 场合 .这 种 理论 最 
终 会 被 证 明 是 错 的 ,这 就 导致 科学 工 的 革命 ,用 一 种 新 的 理论 去 蔡 代 
原 以 为 正确 的 旧 理 论 .这 种 新 理论 可 能 基 原 有 理论 的 深化 ,也 可 能 与 
原 有 理论 完全 相反 .例如 对 物质 基本 粒子 的 探索 ,使 得 每 一 代 物理 学 
家 都 推翻 或 重新 修改 他 们 前 辈 的 理论 . 

数学 证 明 却 与 此 不 同 .数学 证 明 具 有 绝对 的 意义 ,是 元 可 怀疑 
的 . 毕 达 和 芭 拉 斯 公元 前 500 年 让 组 的 定理 ,今天 依然 正确 . 数学 不 依 
赖 于 容易 出 错 的 实验 证 据 , 而 蚌 立 足 于 逮 辑 . 

数学 证 明 与 科学 证 明 有 着 质 的 不 同 . 但 是 ,数学 真理 就 是 绝对 真 
型 吗 ? 公 理化 方法 欧 地 位 是 稳 如 泰山 ,而 无 懈 可 击 吗 ? 
17.1.2 数学 的 公理 化 

虽然 古 希 腊 人 对 数学 作出 过 许多 贡献 ,但 他 们 对 此 学 科 和 作出 的 
最 大 贡献 或 许 是 弛 们 用 公理 化 方法 对 数学 所 作 的 整理 .此 后 的 两 千 
年 中 ,公理 化 方法 没有 得 到 进步 的 发 展 .直到 19 世纪 ,数学 发 展 中 
的 三 个 重大 事件 才 导 致 数学 家 们 对 公理 化 方法 作 深 一 步 的 研究 . 这 
二 个 重大 事件 是 , 非 欧 几何 的 发 现 , 非 交 接 代 数 的 发 现 ,以 及 以 分 析 
的 算术 化 为 顶峰 的 实数 理论 的 建立 . 
由 于 19 志 纪 许多 数学 家 的 工作 ,公理 化 的 方法 逐渐 变 得 清晰 而 
精细 . 希 尔 伯 特 的 4 几 休 基础》 对 欧 几 里 得 几何 公设 作 了 通俗 而 勾 严 
格 的 发 展 , 于 1899 年 发 表 , 为 重建 公理 化 方法 作出 了 重大 责 献 . 希 尔 
伯 特 把 公理 化 思想 明确 而 严格 地 确立 了 下 来 - 他 对 公理 化 提出 了 一 
些 有 逻辑 上 的 要 求 : 

1) 完备 性 .完备 性 指 ,所 有 的 定理 都 可 以 从 这 组 公 埋 中 推导 出 
来 . 

完备 性 的 要 求 出 现 得 很 自然 ,每 门 科学 都 有 这 一 要 求 ,因为 人 们 
总 希望 科学 能 回答 一 切 问 题 . 数 学 也 不 例外 .负数 的 引进 ,无 理 数 的 
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引进 ,以 及 复数 的 引进 都 是 为 了 满足 完备 性 的 要 求 . 若 一 组 公理 是 完 
备 的 ,那么 所 有 的 定理 就 都 能 从 这 组 公理 中 推导 出 来 .要 是 从 中 去 掉 
一 个 公理 ,一 些 定理 将 得 不 到 证 明 . 

2) 独立 性 . 称 一 组 公理 中 的 一 个 公理 是 独立 的 , 如果 它 不 是 其 
它 公理 的 逻辑 推论 ;整个 公理 组 是 独立 的 ,如 果 它 的 每 一 个 公理 都 是 
独立 的 . 

数学 史上 关于 公理 的 独立 性 的 最 著名 的 研究 是 关于 欧 几 里 得 的 
平行 公设 的 研究 . 前 面 我 们 曾 做 过 详细 介绍 .我 们 知道 ,最 后 证 明 欧 
几时 得 的 平行 公设 的 独立 性 的 是 罗 巴 切 夫 斯 基 非 欧 几 何 的 发 现 及 其 
相 容 性 的 证 明 . 

独立 性 的 证 明 不 是 绝对 必要 的 .一 组 公理 显然 不 会 因为 缺少 独 
立 性 就 成 为 无 用 的 .但 数学 家 们 偏爱 独立 性 ,因为 他 们 要 把 他 们 的 理 
论 建立 在 最 少 的 假定 之 上 .一 组 不 独立 的 公理 集 自然 不 满足 这 一 要 
求 


有 些 著名 的 公设 集 在 最 初 发 表 时 , 人 们 并 不 知道 它 包 含 了 不 独 
立 的 公设 .例如 , 希 尔 伯 特 起 初 为 欧 几 里 得 几何 安排 的 公设 集 就 是 如 
此 .后 来 发 现 , 这 组 公设 集中 有 两 条 公设 就 昔 含 在 其 它 公 设 中 . 这 两 
条 不 独立 的 公设 的 发 现 并 没有 使 希 尔 伯 特 的 公设 失去 效力 ,只 不 过 
把 这 两 条 公设 变 成 定理 罢了 . 

3) 相 容 性 . 其 含义 是 ,从 这 些 公理 出 发 不 能 推出 相互 矛盾 的 定 
理 来 .这 是 一 组 公理 集 的 最 重要 .最 基本 的 性 质 . 没 有 这 条 性 质 , 这 组 
公理 集 就 毫 无 价值 . 

17.1.3 “天 衣 有 缝 

微 积分 的 发 现 把 无 限 引 入 了 数学 ,同时 也 引出 了 第 二 次 数学 危 
机 .到 19 世纪末, 分析 的 严格 化 问题 得 到 了 解决 . 柯 西 建 立 了 严格 的 
极限 理论 , 魏 尔 斯 特 扩 斯 引进 了 e -6 语言 , 戴 德 金 、 康 托 尔 等 又 将 实 
数理 论 严密 化 .分 析 有 了 可 靠 的 基础 和 完整 的 体系 .第 二 次 数学 危机 
终于 过 去 了 .这 样 ,1990 年 在 巴黎 举行 的 第 二 次 国际 数学 家 大 会 上 ， 
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府 加 莱 高 兴 地 指出 : 

“我 们 最 终 达 到 了 绝对 的 严密 吗 ? 在 数学 发 展 前 进 的 每 一 阶段 ， 
我 们 的 前 人 都 坚信 他 们 达到 了 这 一 点 ,如果 他 们 被 蒙 严 了 ,我 们 是 不 
是 也 像 他 们 -… 料 被 蒙蔽 了 ?…… 如 果 我 们 不厌 其 烦 地 严格 的 话 , 就 
会 发 现 只 有 二 段 论 或 归结 为 纯 数 的 直觉 是 不 可 能 欺骗 我 们 的 .今天 
我 们 可 丹 富 称 , 完 爹 的 严格 性 已 经 达到 了 ?” 

于 时 , 绝 大 多 数 数 学 家 其 有 和 庞 奶 某 相 同 的 看 法 ,他 们 为 数学 所 
达到 的 严 审 性 硬 欢 砍 鼓舞 .但 位 陈 上 , 洪 风 十 正在 床 要 .屋外 云 涛 一 
滚 , 山 璀 欲 来 ,数学 史上 的 -- 场 新 的 危机 正在 降临 . 

当时 . 述 是 有 --- 些 数学 家 已 经 清醒 地 认识 到 ,数学 基础 中 的 漏洞 
并 没有 完全 博 仁 -在 这 次 会 议 上 和 希 尔 伯 特 提 出 了 他 认为 尾数 学 发 展 
中 最 重要 的 23 个 问题 . 希 尔 伯 特 的 第 一 个 问题 就 是 康 托 尔 的 连续 统 
基数 问题 ,这 引出 了 1963 年 数学 家 科恩 的 重要 工作 .在 第 二 问 
题 中 他 提出 了 上 相 容 性 这 个 双关 重要 的 问题 . 这 两 个 问题 都 涉 太 到 数 
学 的 基础 是 否 稳 同 .可 异 , 许 多 数学 家 者 没有 意识 到 这 个 问题 .即使 
希 尔 伯 特 也 没有 预见 到 ,这 个 问题 将 会 在 怎样 的 广度 各 深度 上 席卷 
数学 基础 . 

17.1.4 和希 尔 伯 特 和 他 的 23 个 问题 

硕 尔 伯 特 是 20 世纪 最 伟大 的 数学 家 之 -- ,他 于 1862 年 1 月 23 
日 生 干 德国 的 让 尼斯 堡 .他 一 直 在 家 乡 上 学 .14884 年 获 哥 尼斯 堡 大 
学 博士 学 位 .1895 年 担任 著名 的 哥 廷 根 大 堂 的 教授 .1930 年 退休 . 
1943 年 去 此 . 他 在 数学 的 各 个 领域 内 者 作出 了 有 具有 深远 影响 的 上 
作 . 

第 二 次 国际 数学 家 大 会 于 1900 生 8 月 6 日 由 著名 数学 家 庞 加 莱 
宣布 开幕 . 希 尔 伯 特 的 演说 本 来 是 安排 在 开幕 式 上 做 的 ,由 于 他 的 迟 
疑 和 而 改 在 8 月 8 H 上午. 这 大 上 午 , 年 仪 38 岁 的 希 尔 伯 特 登 上 了 讲 
坛 ,发 表 了 那 篇 影响 深远 的 演说 .这 -一 演说 成 为 数学 史上 的 -- 个 重要 
的 里 程 碑 ,为 20 世纪 的 数学 发 展 敏 开 了 光辉 的 第 一 页 .对 20 世纪 数 
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学 的 发 形 起 了 巨大 的 推动 作用 .现在 是 20 世纪 的 木 期 ,2i 此 纪 即 将 
米 临 .在 世纪 交替 之 际 .回顾 这 篇 演说 具有 特 妹 的 意义 . 

项 尔 伯 特 朴素 盛 华 , 他 沉着 的 气度 和 卓 栈 的 才 稼 吸引 着 答 个 
是 众 .他 说 : 

“我 们 当中 有 谁 不 想 的 开 未 来 的 帷幕 ,看 一 看 存 今后 的 世纪 里 我 
们 这 门 学 科 发 展 的 前 最 和 奥秘 呢 ? 我 们 下 一 代 的 主要 数学 思潮 将 追 
求 什么 样 的 特殊 日 标 呢 ?人 在 广阔 调 丰 富 的 数学 思想 领域 ,新 世纪 将 会 
带 来 什么 样 的 新 方法 和 新 成 果 ? 

上 志 史 教导 我 们 ,科学 的 发 展 具 有 连 绪 性 .我 们 知道 ,每 一 个 时 代 
部 有 它 自 己 的 问题 ,这 些 问 题 后 米 或 者 得 以 解决 .或 者 因为 瑟 听 神 准 
市 被 扫 到 … 边 ,并 为 新 的 问题 所 楚 代 .如 果 我 们 想 对 最 近 的 将 米 数学 
知识 的 可 能 发 展 有 一 个 概念 , 堵 就 必须 回 丘 一 下 当今 科学 提出 的 .期 
思 在 将 来 能 够 解决 的 问题 . 现在 , 当 此 世纪 交替 之 际 . 我 认为 正 适 于 
对 问题 进行 一 番 这 样 的 检阅 .因为 . :个 伟大 时 代 的 结束 ,不 促 促使 
我 们 追 半 过 去 ,而且 把 我 们 的 思想 引出 那 未 知 的 将 来 .“ 

接着 他 指出 ,问题 存 数 学 发 展 中 的 重要 性 . 他 说 : 

“ 菜 类 问题 对 于 一 般 数 学 进展 的 深远 意义 以 及 它们 存 人 研究 洛 个 
人 的 虐 作 中 所 起 的 重要 和 作用 是 不 可 否认 的 .只 雪 一 1 门 村 学 分 支 中 先 
满 大 量 问题 . 它 就 充满 了 生命 力 : 缺 乏 问 题 糯 示 着 独立 发 展 的 问 广 或 
终止 .正如 大 类 的 每 种 事业 都 为 了 达到 某 种 最 终 目 的 一 样 . 数 学 研究 
也 需要 自己 的 问题 .下 足 遂 过 解决 这 些 辣 题 .研究 各 锯 炼 自己 的 意 
志 力 ,发现 了 新 方法 和 新 观点 ,达到 更 为 广阔 和 自由 的 境界 .“ 

那么 .如何 剂 断 个 隔 题 有 无 价值 呢 ? 判 断 的 标准 足 什 么 呢 ? 他 
说 : 

“要 想 了 顶 先 正确 判 断 一 个 半 题 的 价值 是 困难 的 ,并 且 常 常 是 不 可 
能 的 ,因为 最 终 的 判断 取决 于 科学 从 该 问题 得 到 的 收益 .尽管 如 此 . 
我 们 仍然 要 问 ,是 省 存在 一 般 的 准则 ,可 几 它 鉴别 出 好 的 数学 问题 . 
一 位 法 国 老 数学 家 曾经 说 过 : 如 果 你 不 能 向 大 街 上 遇 到 的 第 一 个 人 
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解释 清楚 你 的 数学 型 论 ,那么 ,你 的 理论 就 不 能 认为 是 完善 的 "我 以 
为 ,他 对 数学 理论 所 坚持 的 清晰 性 和 易 慌 性 ,应 当 作 为 一 个 堪 称 完善 
的 数学 问题 的 要 求 .因为 ,一 个 清晰 易 民 的 问题 会 引起 入 们 的 兴趣 ， 
而 复杂 的 问题 俩 人 们 望 而 千 旦 . 

其 砍 ,为 了 具有 了 吸引 力 , 一 个 数学 问题 应 该 是 困难 的 ,但 又 不 应 
是 完全 不 可 解决 的 ,而 使 我 们 劳 而 无 功 . 在 通 向 那 隆 藏 的 真理 的 曲折 
道路 上 , 它 应 该 是 指引 我 们 前 进 的 一 玫 明 灯 ,最终 并 以 成 功 的 肖 悦 作 
为 我 们 的 报 偿 .” 

简 而 言 之 , 希 尔 伯 特 认为 :个 问题 有 价值 ,如 果 它 满足 啊 个 条 
件 :1) 清晰 易 懂 性 ;2) 难 奏 又 可 解决 .我 们 前 面 介 绍 的 许多 著名 问题 
都 具有 这 一 特色 .例如 ,古代 几何 三 大 难题 ,跑马 大 定理 , 哥 德 巴赫 问 
是 等 者 是. 

特殊 难题 具有 什么 样 的 价值 昵 ? 希 尔 伯 特 说 : 

“以 往 的 数学 家 习惯 于 以 巨大 的 热情 去 致力 于 解决 邦 些 特殊 的 
难题 . 他 们 翌 得 困难 问题 的 价值 . 我 只 提醒 大 家 注意 伯 努 利 提 出 的 
“最 速 降 线 问题 ”. 在 公布 这 - :问题 时 , 伯 努 利 说 :' 经 验 告 诉 我 们 , 正 
是 摆 在 面前 的 那些 困难 同时 而 又 有 用 的 问题 ,引导 着 有 才能 的 人 们 
为 让 富 人 类 的 知识 商 奋 斗 ”.……… 这 个 问题 好 比 - 块 试金石 ,分 析 人 学 
家 可 以 检验 自己 方法 的 价值 ,衡量 他 们 的 能 轧 . 变 分 法 的 起 源 应 归功 
于 伯 努 利 的 这 - - 丫 题 和 类 似 的 一 些 问题 . 

如 所 周知 . 费 马 曾 断言 丢 番 图 方程 

2 y= (rv ,x 为 整数 ) 
除去 菜 此 白明 的 情况 外 是 不 可 角 的 ， 让 明 这 种 不 可 解 性 的 尝试 提供 
了 一 个 很 好 的 例子 ,说 明 这 样 - -个 非常 特殊 .似乎 不 十 分 更 区 的 问题 
会 对 科学 产生 怎样 令 人 鼓舞 的 影响 . 受 费 马 问 题 的 启发 , 库 默 尔 引 进 
了 理想 数 ,并 发 现 了 把 一 个 循环 域 的 数 分 解 为 理想 索 因 子 的 唯 - -分 
解 定理 ,这 一 定理 今天 已 由 戴 德 金 和 克 罗 内 克 推 广 到 任意 代数 戚 ,并 
在 近代 数论 中 占有 中 心 的 地 位 ,其 意义 远 远 起 出 数论 的 范围 而 深入 
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到 代数 和 商 数 论 的 领域 中 去 了 . 

说 到 另 一 个 很 不 相同 的 研究 领域 ,请 大 家 注意 三 体 问题 .由 庞 加 
莱 引 进 到 天 体力 学 中 的 那些 卓有成效 的 方法 和 影响 深远 的 原则 , 今 
大 也 被 实用 天 文学 家 所 确认 和 应用 ,而 它们 正 是 起 因 于 变 加 菜 对 一 
体 问 题 的 研究 :他 重新 研究 了 这 个 困难 问题 并 使 它 更 接近 解决 . 

在 回顾 了 问题 在 数学 中 的 一 般 重 要 性 之 后 ,我 们 现在 要 转向 这 
样 一 个 问题 :数学 这 门 科学 究竟 以 什么 作为 其 问题 的 源泉 昵 ?在 每 个 
数学 分 支 中 ,那些 最 初 . 最 老 的 问题 肯定 是 起 源 于 经 验 , 是 出 外 部 的 
现象 世界 提出 的 .整数 的 运算 法 则 就 是 以 这 种 方式 在 人 类 文明 的 时 
期 被 发 现 的 ,与 今天 的 儿 章 通过 经 验 的 方法 来 学 习 运 用 这 些 法 则 一 
样 .对 于 最 初 的 几何 问题 ,诸如 自古 相传 的 立方 倍 积 问 题 ,化 圆 为 方 
问题 等 等 ,情形 也 是 如 此 . 同样 的 还 有 数值 方程 的 解 、 曲 线 论 . 微 各 
分 . 傅 里 叶 级 数 和 位 势 理论 中 那些 最 初 的 问题 ,更 不 用 说 更 大 量 的 属 
于 力学 .天 文学 和 物理 学 方面 的 问题 了 . 

但 是 , 随 着 一 门 数学 分 支 的 进一步 发 展 . 人 类 的 智力 由 于 受 旬 成 
急 的 喜 三 ,开始 意识 到 自己 的 独立 性 , 它 自身 独立 地 发 展 着 ,通常 并 
不 受 来 良 外 部 的 明显 的 影响 ,市 是 借助 于 逻辑 组 合 ,一 般 化 和 特殊 
化 .巧妙 地 对 概念 进行 分 析 和 综合 ,提出 新 的 富有 成 果 的 问题 ,因而 
它 自己 就 以 一 个 真正 提问 者 的 身份 出 现 . 这 样 就 产生 出 素数 问题 以 
及 伽 罗 矶 的 方程 式 论 .代数 不 变量 理论 . 阿 贝尔 陶 数 和 白 守 隧 数 等 方 
面 的 一 系列 问题 . 懈 实 ,近代 数论 和 鲨 数论 中 几乎 所 有 较 深入 的 问题 
都 是 以 这 样 的 方式 提出 的 . 

其 间 , 当 纯 思 维 的 创造 力 进 行 工作 时 ,外 部 世界 勾 重新 起 作用 ， 
通过 实际 现象 向 我 们 提出 新 的 问题 ,开辟 新 的 数学 分 支 . 而 当 我 们 试 
图 征服 这 些 新 的 .属于 纯 思 维 下 同 的 知识 领域 时 ,常常 会 发 现 过 去 林 
曾 解 决 的 间 题 的 答案 , 这 同时 就 极 有 效 地 推动 着 老 的 理论 . 据 我 看 
来 ,数学 家 们 在 他 们 这 门 科学 各 分 支 的 问题 提 法 ,方法 和 概念 中 所 经 
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常 感觉 到 的 那 种 令 人 惊讶 的 格 拟 性 和 仿佛 事先 有 所 安排 的 协调 性 ， 
其 根源 就 在 于 患 维 和 之 问 这 种 反复 出 现 的 相互 作用 . 

下 面 , 我 想 对 在 数学 问题 中 常常 遇 到 的 两 礁 各 克服 这 些 困难 的 
办 法 作 一 些 分 析 . 

在 解决 一 个 数学 问题 时 .如 果 我 们 没有 获得 成 功 ,原因 常常 在 于 
我 们 没有 认识 到 更 - 般 的 疯 点 , 即 眼 下 要 解决 的 问题 不 过 是 一 连 吊 
有 关 问 题 中 的 一 个 环 字 . 采 上 收 这 样 的 观点 以 后 ,不 仅 我 们 研究 航 问 题 
会 容易 地 得 到 解决 ,同时 还 会 狂 得 一 种 能 应 几 于 有 关 问 题 的 普遍 方 
法 . 柯 西 在 定 积分 理论 中 引进 复 积 分 路 径 . 库 默 尔 在 数论 中 引进 “ 埋 
想 " 的 概念 ,就 是 这 样 的 例子 .这 种 寺 求 一 般 广 法 的 途径 肯定 明 晤 行 
得 通 的 ,也 基 好 可 靠 的 :手中 没有 明确 的 问题 而 去 陪 求 一 般 方 法 的 
人 人 ,他们 的 工作 多 六 是 劳 而 无 功 的 . 

在 讨论 数学 门 题 时 ,我们 相传 特殊 化 比 一般 化 起 着 更 为 重要 的 
作 骨 .中 能 在 大 和 多数 场合 ,我 们 寻求 一 个 冲 题 的 答案 而 未 能 成 功 的 原 
内 是 ,有 :- 些 比 手 头 的 问题 更 简单 ,更 容易 的 问题 还 没有 完 企 解决 . 
或 完全 没有 解决 .这 时 ,一 切 都 有 赖 于 找 出 这 些 比 较 容 易 的 站 是 ,并 
使 用 尽 可 能 完 状 的 方法 和 能 够 推广 的 概念 来 解决 它们 , 这 种 方法 足 
克服 数学 央 难 的 最 重复 的 杜 轩 之 一 ,我 认为 人 们 是 经 常 使 用 它 的 , 虽 
然 由 许 并 不 自觉 . 
有 时 会 友 到 这 种 情况 :我 们 是 在 不 充分 的 前 提 下 或 不 正确 的 意 
义 上 哥 求 问题 的 解 符 ,因此 不 能 效 得 成 功 . 于 是 就 产 牛 子 这 样 的 任 
务 : 证 明 在 所 给 的 前 提 和 所 考虑 的 意义 下 原来 的 问题 是 不 可 解 的 -这 
样 一 种 不 可 能 性 的 证 明 古 人 就 已 实现 例如 ,他 们 证 明了 ,等 腰 直 和 角 
三 角形 的 斜 边 与 肯 角 边 的 比 是 无 理 数 .在 后 米 的 数学 中 ,个 可 解 的 问 
是 起 着 重要 的 作用 .这 样 .我 们 领悟 到 : - 些 古 老 而 困难 的 问题 ,诸如 
平行 公理 的 证 明 , 化 加 为 方 ,或 用 根 式 解 互 次 方程 等 ,已 经 得 到 令 人 
满意 和 严格 的 解决 .尽管 是 在 与 原先 的 企图 不 同 的 另 一 种 意义 上 . 

也 许 正 是 这 … -值得 注意 的 事实 加 上 其 它 哲学 上 的 因素 ,给 人 们 
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以 这 样 的 信念 (这 信念 为 所 有 数学 家 所 共有 .但 迎 今 没有 一 个 人 能 给 
以 证 明 ): 每 一 个 数学 问题 都 应 该 得 到 明 人 兢 的 解答 .或 者 成 芒 地 解答 
所 给 问题 .或 者 证 明 该 问题 不 可 解 , 即 指 出 解答 该 问 丁 的 一 切 银 力 邦 
将 归于 失败 .…… 

这 种 相信 每 一 个 数学 问题 都 可 以 解决 的 信念 ,对 于 数学 家 足 
种 巨大 的 鼓 琶 .我们 之 中 常常 听 到 这 样 的 呼声 :这 里 有 一 个 数学 问 
题 , 找 出 它 的 答案 ! 你 叮 以 通过 思维 找 出 它 的 答案 .因为 数学 中 没有 
不 是 和 其. 

数学 问题 的 宝库 大 无 穷 无 尽 的 ,一 个 问题 -电解 决 ,无 数 新 的 阅 
题 就 代 之 而 起 .下 面 请 允许 我 尝试 善 提出 一 些 特定 的 癌 题 ,它们 来 源 
于 数学 的 不 同 分支 . 通 过 这 些 问题 的 讨论 .我 们 可 以 期 待 入 法 的 进 


下 面 是 希 尔 伯 特 提 出 的 23 个 问题 ， 

1 让 时 "连续 统 假设 ", 即 证 明 任 一 实数 集 或 者 能 与 自然 数 集 建 
立 -对 应 .或 者 能 与 全 体 实数 集 建 立 - -对 

2 研究 算术 公理 的 相 容 性 . 

3 册 个 等 底 等 高 的 四 面体 的 体积 相等 . 

4 直线 作 为 项 点 问 最 短 取 痪 的 问题 . 

5 李 (S.lic) 的 连续 寿 概 念 ,不 要 和 定义 群 的 琐 数 的 可 和 祯 性 假设 . 

6 物 才学 的 公理 化 . 

7 某 些 数 的 无 理性 利 超越 性 . 

8 素数 问题 . 

9 在 任意 数 域 中 证 明 最 一 般 的 五 反 举 律 . 

10 竺 副 冬 方程 的 可 解 性 、 

11 系数 为 任意 代数 数 的 二 次 型 . 

12 阿 贝尔 域 上 的 克 岁 内 克 定 坦 在 任意 代数 有 理 域 上 的 推广 . 

13 不 可 能 用 仅 有 两 个 变数 的 明 数 解 一 般 的 七 次 方程 . 

14 证 明 某 类 完全 郴 数 系 的 有 限 性 . 
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15 概 们 特 (Schubert] 计数 演算 的 此 格 基 础 . 

16 代数 曲线 与 代数 曲面 的 拓扑 问题 . 

17 正定 形式 的 平方 和 表 上 和. 

18 用 全 等 多 面体 构造 空间 . 

19 正则 变 分 问题 的 解 一 证 是 解析 的 吗 ? 

20 一 般 边 值 问题 . 

21 具有 指定 单 值 群 的 线性 微分 方程 解 的 存在 性 证 明 . 

22 通过 自 守 哆 数 使 解析 关系 单 值 化 . 

23 变 分 法 的 进一步 发 展 ， 

在 报告 的 最 后 , 希 尔 伯 特 说 :数学 的 有 机 的 统一 是 这 门 科学 男 
有 的 特点 ,因为 它 是 -- 切 精确 的 自然 科学 知识 的 基础 .为 了 呵 满 地 实 
现 这 个 月 标 , 让 新 世纪 给 这 门 科学 带 来 天 才 的 大 师 和 无 数 热 情 的 信 
徒 吧 !” 
17.1.5 ”罗素 的 悖 论 和 第 三 次 数学 危机 

从 古 希 腊 到 现代 数学 史 的 研究 指出 ,数学 的 基础 曾 受 到 王 次 危 
机 的 困扰 .每 一 次 都 是 这 样 ,大 部 分 被 人 们 认为 确 诺 无 疑 的 数学 受到 
质疑 ,并 且 必 须 改造 . 

数学 基础 的 第 一 次 危机 起 源 于 公交 前 五 世纪 .数学 作为 一 门 演 
绎 的 科学 最 中 是 从 泰勒 斯 开始 的 ,所 以 这 种 危机 不 可 能 出 项 得 更 早 . 
这 次 危机 是 由 Y2 的 发 现 引起 的 ,前 而 我 们 已 作 过 详细 的 介绍 . 共 结 
果 旺 使 数学 逐渐 走 上 了 演 缂 科学 的 道路 ,为 数学 采用 公 昔 化 芮 定 了 
基础 . 

数学 基础 的 第 二 次 危机 是 十 七 世纪 随 着 牛顿 和 莱 布 尼 菠 发 现 微 
积分 而 产生 的. 起初, 他 们 的 后 继 者 为 这 门 新 数学 的 契 力 和 应 用 市 陶 
醉 , 他 们 大 租 前 进 ,而 不 管 基础 是 奋 可 党. 随 着 时 间 的 推 称 , 逆 古 和 性 
论 越 来 越 多 ,数学 基础 的 第 二 次 危机 出 现 了 . 人 们 开始 认识 到 ,分 析 
大 厦 庶 来 是 建筑 在 沙滩 上 的 . 柯 西 为 解决 这 次 危机 还 出 了 第 一 步 : 用 
精确 的 极限 论 代 替 了 模糊 的 无 穷 小 法 . 接着, 魏 尔 斯 特 拉 斯 及 其 迫 随 
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者 们 实现 了 分 析 的 算术 化 .这 时 ,一 般 认 为 ,数学 基础 的 第 一 次 存 机 
已 经 克服 ,并 且 , 数 学 的 整个 结构 已 被 恢复 ,数学 已 立 于 无 懈 可 测 的 
基础 之 和 了. 

到 19 世纪 未 , 康 托 尔 的 集合 论 已 经 得 到 数学 家 们 的 承认 .集合 
论 成 荔 地 上 应用 到 了 其 它 的 数学 分 支 -集合 论 是 数学 的 基础 ,由 于 集合 
论 的 使 用 ,数学 似乎 已 经 达到 了 "绝对 的 严 赂 ”但 是 ,正当 大 家 兴 商 
采 烈 地 庆贺 数学 的 绝对 严格 时 ,数学 主 国 的 大 地 爆发 了 另 一 次 强烈 
的 地 震 . 

数学 基础 的 第 三 次 危机 其 由 1897 年 的 突然 冲击 而 出 现 的 .这 次 
危机 旦 由 于 在 康 托 尔 的 一 般 集 合 论 的 边缘 发 现 的 人 迟 论 造成 的 . 因为 
那么 多 数学 分 支 都 建立 在 集合 论 的 基础 上 .所 以 集合 论 中 迟 论 的 发 
项 自然 引起 了 对 数学 的 整个 昧 本 结构 的 有 效 性 的 怀疑 . 

1897 年 意大利 数学 家 福 蒂 (B.Forli) 揭示 了 集合 论 中 的 第 一 个 
昼 论 . 他 的 悖 论 的 实质 可 以 用 球 托 尔 在 末 年 以 后 发 现 的 很 相似 的 迟 
论 来 撒 述 . 康 托 尔 曾 证 明了 :对 于 任意 给 定 的 趣 限 数 , 总 存在 一 个 比 
它 大 的 超 限 数 ,所 以 不 存在 最 大 的 超 限 数 . 现在 考 虚 这 样 -- 个 集 从 
它 的 元 素 是 所 有 可 能 的 集合 .肯定 地 ,没有 个 集合 含 的 元 素 个 数 比 
这 个 集合 的 元 素 的 个 数 多 .但 是 ,如 果 情 况 果 真如 此 ,怎么 可 能 有 -- 
个 超 限 数 比 这 个 集合 的 超 限 数 大 呢 ? 

福 带 和 康 托 尔 的 悖 论 用 到 集 人 台 论 的 深入 引 果 ,但 英 同 数学 家 久 
素 (Russell Bertrand 1872 一 1970) 于 1902 年 发 现 了 一 个 悖 论 . 它 
集合 概念 本 身 外 不 震 昌 别 的 概念 .在 描述 罗素 悖 论 之 前 ,我们 # 
而 的 事实 : 一 个 集合 或 普 是 它 本 身 的 成 员 , 或 者 不 基 它 本 映 的 成 员 
例如 ， 

例 1 抽象 屋 念 的 集合 本 上身 是 抽象 概念 ,但 其 .所 有 人 的 集合 不 
是 一 个 人 . 

例 2 所 有 集合 的 集合 本 身 是 一 个 集合 ,但 是 ,所 有 星 的 集合 不 
是 一 个 星 . 
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我 们 以 M 才 示 是 它们 本 身 的 成 员 的 所 有 集合 的 集合 ,而 以 六 
本 示 不 是 它们 本 身 成 苋 的 所 有 集合 的 集合 . 现存 我 们 问 :集合 N 是 
奋 是 它 本 身 的 成 员 . 如果 N 是 他 本 身 的 成 员 , 则 NN 是 MM 的 成 员 , 而 
不 是 N 的 成 员 , 于 是 NN 不 是 它 本 身 的 成 员 . 另 一 方面 如 果 NN 不 是 它 
本 和 吴 的 成 员 , 则 N 是 NN 的 成 员 ,而 不 是 M 的 成 员 , 于 是 N 是 它 本 身 
的 成 员 . 悖 论 在 于 ,无 论 是 那 .种 情况 ,我们 都 得 到 耶 盾 . 

罗素 迟 论 曾 以 多 种 形式 通俗 化 .这 些 形式 中 最 著名 的 是 罗素 在 
1919 年 给 出 的 , 称 为 理发 师 悖 论 . 某 村 的 一 个 理发 师 宣称 ,他 给 所 有 
不 给 亡 己 副 脸 的 人 刊 闵 .于 是 再现 这 样 的 用 境 : 理 发 病 是 各 给 自己 弄 
脸 呢 ?如 果 他 给 和 已 研 验 , 那 他 就 违背 了 自己 的 了 原则 ;如 果 他 不 给 自 
己 刮 脸 , 那 他 就 应 该 为 启 己 副 脸 - 

罗素 的 迟 论 在 数 常 中 引起 了 真正 的 麻烦 .罗素 将 他 的 停 沦 写 信 
告诉 了 数理 加 辑 的 先驱 弗 雷 格 , 而 卓 雷 格 正 好 完成 他 的 关于 算术 基 
钊 的 二 汰 下 著 . 弗 雷 格 接 到 信和 后 ,在 其 普 作 的 未 尾 伤心 地 写 到 ;一 个 
科学家 遇 到 的 最 不 愉快 的 事 莫 过 于 , 当 他 的 工作 完成 时 ， 崩塌 
了 . 当 本 节 的 印刷 快要 完成 时 , 岁 泰 先生 的 信和 就 使 我 陷 人 这 样 的 境 
地 .” 这样 就 出 现 广 数学 史上 的 第 次数 学苑 机 . 

第 三 次 数学 仑 机 使 数学 家 们 意识 到 ,应 当 建 立 基 种 公理 系统 来 
对 集合 论 作出 必要 的 规定 ,以 排除 “罗素 悖 论 ”和 其 它 擦 沦 . 于 是 数 
学 家 们 便 忙 怪 起 米 .不 久 就 抽 声 了 好 几 种 公理 系统 . 
康 托 尔 的 集合 论 产 后 舍 论 的 原因 之 一 是 , 康 托 尔 的 集合 论 中 有 
“一 切 集 合 的 集 台 ”的 概念 为 了 不 产生 导论 , 策 梅 洛 (E.Zermelo、 
1871 一 1953) 住 1908 年 提出 一 种 公理 系统 ,这 种 公理 系统 由 弗 拓 克 
尔 ( 闪 -全 .Fraenkelb 在 1921 年 加 以 改进 ,形成 了 日 前 公认 的 彼此 无 于 
对 的 公理 系统 .简称 ZF 公理 系统 . 

第 三 次 数学 危机 从 整体 看 来 还 没有 解决 到 令 人 满意 的 程度 . 
17.1.6 20 世纪 初 的 一 场 大 辩论 

ZF 公理 系统 昌 然 避 开 了 已 知 的 悖 论 ,但 很 多 数学 家 对 此 并 不 满 
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意 , 人 们 对 ZF 公理 系统 的 逻辑 基础 还 有 怀疑 , 康 托 尔 的 连续 统 假设 
还 没有 解决 ,对 选择 公理 的 使 用 还 有 怀 禾 ,除去 这 些 问题 外 还 有 一 个 
大 问题 :数学 的 基础 是 什么 ?围绕 这 些 问 题 ,由 于 哲学 观点 不 同 ,西方 
逐渐 形成 了 导 辑 主义 . 鼎 觉 主义 和 撒 式 主义 三 太 深 别 . 他 们 之 间 产 生 
了 - 场 大 辩论 ,并 把 数学 推 向 了 一 个 新 阶段 . 

逻辑 主义 学 派 的 代表 人 人 物 是 罗素 和 怀特 海 (A.N.Whitehead 
1861 一 1947). 他 们 两 人 合作 写 了 名 著 《 数 学 原理》 二 着 ,在 1910 年 
一 1913 年 出 版 .他 们 的 基本 观点 是 ,数学 即 逻辑 .罗素 说 :多 辑 是 数 
学 的 末年 时 代 , 数 学 是 逻辑 的 壮年 时 代 ”. 只 要 不 容许 “集合 的 集合 " 
这 种 还 辑 语 上 放出 现 . 惊 论 就 不 会 发 生 . 

直觉 主义 党派 认 为 , 数 党 理论 的 真 伪 只 能 用 人 的 真 觉 去 判断 .这 
一 派 的 最 早 的 代表 人 物 是 点 罗 内 克 . 他 只 承 试 潜 无 限 的 概念 ,而 不 未 
愉 实 无 限 的 概念 .他 们 认为 全体 实数 ”是 不 可 接受 的 概念 ,一切 
集合 的 集合 ”的 概念 寅 是 不 吓 埋 解 .不 承认 这 些 概念 的 合理 性 ,“ 必 
论 ” 就 自然 不 会 出 更 . 

第 三 派 是 形式 主义 . 它 的 代表 人 物 是 希 尔 伯 特 . 他 们 认为 , 光 论 
是 数学 的 公 埋 系统 或 逻 和 辑 的 公理 系统 ,其 中 的 基本 概念 者 是 没有 意 
义 的 .公理 只 是 一 行 行 符号 ,无所谓 真 假 , 只 要 能 够 证 明 公 于 系统 是 
相 容 的 ,这 个 公理 系统 使 得 到 承认 , 它 便 代 表 一 种 真理 . 悖 论 是 公理 
系统 不 由 容 的 ~- 种 表现 . 

希 尔 伯 特 和 他 的 学 生 们 在 1920 到 1930 年 间 发 展 了 希 尔 伯 特 的 
证 明 论 或 元 数学 .这 是 建立 任何 形式 系统 的 相 容 性 的 -- 种 方法 .从 这 
个 种 息 出发 , 希 尔 位 特 打 算 把 整个 数学 都 公理 化 ,并 证 明 它 的 无 矛盾 
性 .这 - -每 望 后 来 被 可 德尔 打破 了 . 希 尔 伯 特 的 形式 主义 计划 时 然 没 
有 可 能 全 部 实现 ,但 他 创立 的 “元 数学 ” ,已 经 成 为 一 个 重要 的 数学 分 
支 . 

迄今 为 止 ,这 场 争论 尚 未 停止 ， 
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17.1.7 哥 德 尔 的 不 完全 性 定理 

1931 年 在 《数学 物理 月 刊 》 上 发 表 了 一 篇 是 为 " 论 《 数 学 原 埋 》 和 
有 关系 统 中 的 形式 不 可 判定 命题 ”的 论文 .论文 的 作者 是 年 仅 25 岁 
的 奥地利 数学 家 和 逻辑 学 家 哥 德 尔 (Kurt Godel 1906 一 1978) , 他 当 
时 看 维也纳 大 学 .论文 发 表 时 并 没有 受到 重视 ,但 仅仅 过 了 几 年 .就 
受到 了 专家 们 的 普遍 重视 ,被 认为 是 数学 和 逻辑 的 基础 方面 的 划 时 
代 文献 . 

亲 德 尔 的 论文 指出 了 公理 化 过 程 的 局 限 性 ,这 是 人 们 所 始 料 末 
及 的 .他 的 论文 的 主 时 影响 有 由 个 方面 : 

1) 它 摧毁 了 数学 的 所 有 重要 领域 能 被 完全 公理 化 这 一 强 侈 的 


信念; 
2) 它 扑 火 了 沿 着 希 尔 伯 特 曾 设想 的 路 线 证 明 数 学 的 内 部 相 容 
性 的 全 部 希望 ; 

3) 它 使 得 人 们 不 得 不 必须 重新 评价 普遍 认可 的 数学 哲学 ; 

4) 它 把 一 个 新 的 . 强 有 力 且 内 容 丰 当 的 分 析 技 术 引 到 了 基础 研 
究 之 中 

20 世纪 早期 公 二 化 方法 有 了 靳 勃 的 发 展 , 人 人们 期 户 , 数 学 的 行 
个 分 支 都 能 建立 完全 的 公设 集 . 例如, 一般 认为 , 皮 亚 诺 关 于 自然 数 
系 建立 的 公设 集 是 完全 的 .但 是 , 哥 德 汞 的 论文 动摇 了 这 些 期 望 . 责 
德尔 证 明了 下 面 的 定理 : 

哥 德 尔 第 一 定理 ”对 于 包含 自然 数 系 的 任何 相 容 的 形式 体系 
全 , 仓 在 下 中 的 不 可 判定 命题 ; 即 仔 在 广 中 的 命题 $. 使 得 S 和 医者 
不 是 在 下 中 可 证 的 . 

由 此 得 到 , 自然 数 系 的 任何 公设 集 , 如 果 是 相 容 的 就 不 让 完全 
的 .换言之 ,不 管 我 们 能 为 自然 数 采 弄 什么 样 的 相 容 的 公设 集 . 总 存 
在 类 于 和 白 然 数 的 命题 S ,使 得 S 和 非 S 都 不 能 从 从 这 些 公设 得 到 证 
明 . 这 可 大 令 人 吃惊 的 ,出 乎 意料 的 发 现 . 

数 沦 中 有 许多 鞭 各 的 猜想 ,到 月 前 为 止 , 既 没 有 证 明 也 没有 推 
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翻 .例如 , 哥 德 巴赫 猜想 , 挛 生 素数 是 无 眼 的 猜 烛 等 ,都 未 被 证 明 或 扒 
翻 . 这 些 猜 想 是 不 可 判定 的 命题 吗 ? 录 果 是 , 那 我 们 就 永远 不 能 证 明 
它们 

那么 .有 没有 办 法 去 确定 一 个 命题 是 不 是 可 判定 的 昵 ? 也 没有 ! 
1936 年 美国 拨 辑 学 家 人 车 救 (Alonze Chureh) 证 明了 下 面 的 定理 ， 

车 救 定理 ”对 于 包含 自然 数 系 的 任何 相 容 的 形式 体系 下 .不 存 
在 有 效 的 方法 ,决定 下 中 的 哪些 命题 在 FF 中 是 可 证 的 . 

这 真是 使 人 失望. 

和 希 尔 伯 特 一 直 想 证 明 数 学 的 内 部 相 容 人 性 问题 ,但 这 也 无 饮 ,内 为 
评 德 尔 还 证 明了 下 面 的 定理 : 

如 德尔 第 二 定理 。 对 于 包含 自然 数 系 的 任何 相 容 的 形式 体系 
下 ,六 的 相 容 性 不 能 在 F 中 被 证 明 . 

由 此 得 到 ,在 下 的 不 可 判定 问题 中 ,下 的 相 容 性 就 是 共 中 的 
个 . 希 尔 伯 特 原 来 的 希望 是 彻底 酸 灭 了 - 

其 实 , 从 常识 看 来 这 也 是 自然 的 . 中 国有 馈 成 语 叫 做 * 老 工 卖 瓜 ， 
白 卖 自 奔 ;人们 不 能 听 他 的 自 夸 , 就 断定 他 的 瓜 是 好 的 . 

哥 德 尔 的 商 条 定理 指出 ,任何 一 个 数学 分 支 都 做 不 到 完全 的 公 
理 推 滨 ,而 目 没 有 一 个 数学 分 支 能 保证 自己 没有 内 部 和 予 质 .这 真是 使 
数学 难堪 ,数学 的 真理 性 又 何在 驱 ? 

机 德尔 的 前 条 定理 肯定 是 所 有 数学 定理 中 最 重要 的 定理 之 
人 类 对 于 字 窗 和 数学 地 位 的 认识 被 迫 作 出 了 根本 性 的 改变 .数学 不 
肯 是 精确 论证 的 顶峰 ,不 再 是 真理 的 化 身 .数学 有 人 它 自己 的 局 限 任 . 

撤 开 这 些 局 限 性 不 谈 ,数学 对 人 类 的 贡献 仍然 是 巨大 的 . 它 是 人 人 
类 最 杰出 的 智慧 结晶 ,也 是 人 类 最 富 创 造 性 的 产物 . 


第 二 章 
$1 
1. 用 定理 7. 2. 反 证 法 .(a) 有 千 根 的 条 件 吓 p? = 4g: 此 时 
户 必 为 偶数 .(b) 若 方程 有 整数 根 x ,73. 则 二 一声 raa 二 攻 . 
p 为 坝 数 天 全? 中 一 为 有 数 ， 为 俩 数 其 职 丰 由 能 为 禾 
3. 反 话 法 .和 癌 素 数 个 数 是 有 限 的 . 则 可 设 它 科 是 ,Pa 
命 P= pi. p20 py+1, 易 见 , 任 位 一 个 素数 pj(i? = 1.2 ? 
都 不 是 p 的 素 因 子 . 于 是 ,或 者 疡 是 素数 ,或 者 疡 有 不 同 于 ha, 
“…,Px 的 素 央 子 . 
$2 
2. 依 次 从 每 个 无 限 集中 取 一 个 元 素 ,并 无 限 取 下 去 ,就 叮 得 到- 
个 可 数 集 . 
3. 设 M 尽 一 个 可 数 集 ,N 是 M 的 无 眼 子 集 .将 MT 的 全 体 元 素 依 
次 排 起 来 ,再 去 掉 非 N 的 元 素 ,重新 编号 . 
$3 
1 tfth-a)es, 三 a + (6b -aye 
2. at{tb-a)i,b+tth- a)i 区 Da- (bb a)ib- (6b— a)i 
ba\ i ba. 
坟 e 
3. 1, SD eV i 


4. 由 + 一 得 2 一 (2 +1) 取 闪 由 ,二 一 
一 (xl + 宅 2), 两 式 相 习 得 ， 
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aE3 = zi 过 | 十 zag2 十 ci + 二 2 区 1 
利用 |z1|?=|zs|? 一 |z3|? 一 1, 可 得 zzs + 52x = 一 于 是 ， 
zi ~ 2|2= (21 一 =2)《E — za) 


从 页 |[ si 一 


3. 证 明 3,4(24? +7). 只 须 对 3+&a 的 情况 给 予 证 明 , 故 可 变 
ae =3m+1. 此 时 
2a7 +7= 2(3m +1)?+7= 2(9m: + 6m+1)+7 
= 1l8m? + 1l2m +9, 
可 为 了 整除 . 
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4. 令 a = 2n +1, 于 是 (a? + 3){a7 +7) = 16(ma2 + 
412+i 册 十 2) 而 zz2++1 与 oz2+ 由 十 2 是 栖 邻 整数 , 必 有 
一 个 偶数 . 

5. ”用 轧 转 个 除 法 . 

6. 设 户 是 素数 ,a 是 白 然 数 . 今 来 让 :so(p*) < 2p°. 

2p” — op) 2p —- (ll+p+. + p") 
二 


pl 
= Pi 
内 而 只 需 证 名 > 全 因为 (p -1) 六 1 所 以 
pp >p-1 
从 而 扩 > 名， 
一 Cp) < 2p". 
7， 没 ww 一 pop, 则 oCm2) 一 ol pi) eo(p2%w) 设 记 1 ~ 
2 ps 的 来 办 子 分 六 式 中 不 人 2 时 ,可 不 考虑 它 ), 则 
af22 一 1+2+22++29 二 奇数. 


而 px, pa,… ,pn 和 尼 为 奇 素数 .此 时 
(jie)=1T+ 庆 +pt++pa = VV 数 (ER = 2,3， 2) 
这 样 一 来 ,olw?) 必 为 奇数 ,而 2m? 是 偶数 .从 而 
sm) ¥ 2 
8. 设 p,q 都 是 奇 索 数 , 且 p>>g 
afpe) = ao(p)olg) = (1+ p+tg)=1+prgqt pa. 


只 要 证 i+rpt+gy< pg. 
因 (p- (gq-1)>2, 
从 而 pqg>ptg+1. 


9. 21 一 1 = 23. 89 不 是 索 数 ,由 定理 6,2”(2! -1) 不 是 完全 数 . 
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$1 

ll. 1) 15r + 25% = 100 > 3x + 5y = 20. 
特 解 ro = 5,yw = 1. 通 解 为 

r=5 St, wl1l13t, t=0,+1 

2) 306x — 360y = 630 <—=> l7x -20y = 35. 
特 解 :ro = 一 5,y。 =- 6. 通 解 为 

T=- S++20t, v=-6+17t, 170,71,=2. 

3) w= y= 4 -SS = 21t 245- 200:t = 0, 1.42; 
3s= 0,.+ ,2 

2- [00 = 56 + 44. 


§2 
1l- 见 下 表 
襄 
8 9 | 10 
站 
1 (63,16.65) (99.20.161) 
2 {77.36.83) 
3 (55,48.73) | 《91.60.109) 
4 " (65 .72.97) j 
5 (39 .80.89) 
6 T 


2. 相 应 的 C 值 是 5,13,17,29,37,41,53,61,73,89,97 
3. 证 明 时 要 利用 等 式 : 
T= mn y= 2mn, z= p+n. 


分 黄种 情况 :1) 3| x 或 31n;2) 3 mn 
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1) 313 一 >313- 
2) 令 3p+1.x 二 39 土 1, 我 们 有 
mn = (p41) (39+173 
= 9p +6p+1- (9 +t6g+1) 
= 9p + gq) + 6p+t6g. 
所 以 31(n 一 ma) 从 而 3ix， 
4. 车 5!w 或 51n, 则 必 有 5!ly. 当 5、 mr,5、n 村 ,可 设 


n=Stip, n= 5 tu, pq :+ 1,+2 
我 们 有 
mi = (SDDS tg) 
= 25t + I0pt + pp2 -2$s2 — IDgs dg:, 
a 


pg tip gq +2 时 ,Sm2- oa2) :期 Sr， 
阿 or na = 25t2+10pr + p? 12S 2 | 109s + 42、 
当 p =+1,g 二 +2, 或 p=+2.g = 二 +t 1 时 ,351(m + nn) 即 3 >. 
5. (120,22,122). 6. ” 设 有 面积 为 78 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角 
上 形 , 有 一 个 面积 为 120 的 毕 达 崩 拉 斯 二 角 撒 (24,10,26). 
7. 105 : 33+4 = 32+09 = 3 +12 = 24 +23, 
出 此 不 难 求 出 相应 的 三 角形 . 
第 六 章 
$2 
1. 设 Q@| 由 所 有 形 如 a + 6w2 的 数 细 成 ,其 中 4,5 是 有 理 数 . 取 
一 机 到 QQ 的 扩 域 Q 宫 的 数 只 有 形式 :p+ 9 并 ,此 
中 p.g€ Qi, 即 
P=a th, gq=e+dv2, dbscd EQ. 
容易 验证 ,QQ 促 的 两 个 数 的 和 . 差 . 积 仍 在 Q@ 种 ,所 涡 验 证 的 只 是 两 个 
数 的 南 . 实际 上 ,只 和 需 验 证 ,QQ 外 的 数 的 倒数 仍 在 Q 中 就 够 了 . 


ID 


$1 

1. ”人 竹 一 整数 4 可 表示 为 

a = ad0 4 a lO rt ald + an. 
册 10 三 【Cmod 9) 可 推出 ,10 = 1(mod 9),i 是 自然 数 .从 而 
Fata (mod 9). 


a < 10. 


a 
2、 闻 定 理 5 的 证 骨 . 
3. 1535625 = 33.54.7.13. 
1158066 = 2. 32 .7 .13 -101 
4. 对 nn 二 9, 证 明 提 示 中 的 等 式 .事实 上 ,将 左边 展开 ,得 等 比 
级 数 


Gn lt 


0 + 30 tt = (0 1)/9. 
有 了 提 东 中 的 公式 ,结果 就 出 来 了 . 
$2 
1 (x 3(mod 7), (DD) 7 = 9mod 31)， (ii) x = 
74med21)， (iv) (20,30) 二 10 十 4. 无 解 . 
2. z=21lll(mod 2310). 
3. 三 394(mod 1155). 
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1. 9p(1001) = yp(7)g(11) 9(13} = 720， 
2(5040)》 = pl21) 9(3) 9(5)g(7) = 1152, 
p36000) = (25)9(32)o9(33)》 = 9600 
2. pg{5186) = gp(2)¢(2593) = 2592, 
2(5187) = pl3)9(7) gp(13)¢(19) = 2592， 
¥{5188) = opf22)p(1297) = 2592. 
3. 4) 若是 奇数 , 则 (2,n) = 1. 从 而 
P22) = gl2) pn) = y(n). 
2) 将 n 是 入 数 , 则 今 n= 2%m ,mz 为 奇数 .从 而 
F270)= p22 g(rm) = (2 — 2°) 9(m) 
= 2(2" -2° 1) 9 Cm). 
交 Fn) 7 pl2n) = pl2 ) glm) = (2° -2° 1) pm) 
比较 黄 式 ,得 Fl2n) = 2¢9(n). 
3) 若 ， = 3m2, 则 
多 (3z) = gl3Tlm) = (3 一 3)p(m) 
= 3(3 一 3” p(tm) = 39(n). 
4) 着 [3,2) = 1, 则 
G3n) = pl3) pln) = 29(n). 
4 pn) = gp(2(2p -1)) = pf2)p(20 一 1) = p(2p- 1)= 
2 户 -~ 2. 而 
Fin rt2)= of2(2 户 一 1)+2) = pl4p) 
= pl4¢g(p) = 298(0p) = 2p -2. 
5. 星期 十. 
5， 第 一 1(0mod7),52 二 4(mod 11),1945 = 1(mod 7) ， 
198452 一 4{mod 11) 
$4 
2. Sunday 
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4. 


3233 = 53 x 61, 复 原 指数 j= 253. 

第 九 章 
网 络 中 含 二 个 育 顶 点 .车 不 充 许 重复 , 则 不 作 在 . 
可 以 . 


有 两 个 奇 项 点 ,不 能 ， 
(1) 把 每 个 选手 看 作 一 点 ,不 同 选手 用 线 连接 ,表示 他 们 之 


间 有 比赛 .这 样 得 到 一 个 网 络 ,然后 用 定理 4. 
(2) 由 (1), 打 过 3 堆 的 选手 是 偶数 ,在 225 中 除去 这 一 偶数 至 少 


璋 1. 
5. 


$1 


这 是 一 个 侦 网 络 . 
第 十 章 
xi sx 0.454,x3 2— 0.227 + 1.468i, ri ~ - 0.227 — ] .468i、 


rt 一 1lr = x3=—2. 


Ti EO0.2290, rs 1.3853+1.564i.zra 2 1.385 - 1.564i 


TD 
Cn 
TD 
LS 
大 
全 
Kg 


0.0524 4. 0.179 
0.445. 6. 3.236. 

1) 0;52) 4;3) 1. 
第 十 三 章 


1) inf Fx) = 0,sup f(r} = 25， 
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i 
的 


2) inf f(x) = 0.sup f(xr) = 1. 


第 十 五 章 
§3 
1. yt) = 6.6e DO 1388 . 
2. 200 万 . 
4 
3， 本 
$4 


1. 2.6x 10°. 


[] 


1622 ln 二 An 2 < 673( 年 ) 
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第 十 六 章 


1. DD -2drAdy, 

2)》 {ricosx + 2ys)dr A dy+ x izdr A dz + sidy A ds. 
3) — Sdr MN dy A dz. 

2. 1) - (cosv + sinr)dzr A dy, 

2) (2= 4 xz)dr A dy A dz. 
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